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Plan prezentacji

. Wielowymiarowy model normalny ze struktura BS macierzy kowariancji
. Algebry Jordana - zastosowania w statystyce

. Model mieszany jednowymiarowy i optymalne estymatory i testy dla
komponentéw wariancyjnych

. Test F i LRT dotyczacy struktury kowariancji

. Poréwnanie mocy (symulacje)



1. Wprowadzenie

Blokowo-symetryczna (BS) struktura kowariancji dla podwdjnie wielowymia-
rowych danych (m wymiarowe wektory obserwacji powstale poprzez powta-
rzane pomiary ze wzgledu na u czynnikéw lub punktéow czasowych), ktéra jest
wielowymiarowym uogélnieniem symetrycznej struktury kowariancji dla wie-
lowymiarowych obserwacji, zostala wprowadzona przez Rao (1945, 1953) przy
okazji klasyfikacji genetycznie réznych grup, a nastepnie Arnold (1979) badat
te strukture kowariancji przy opracowywaniu uogélnionego modelu liniowego
z wymienialnym wektorem reszt o tacznym rozktadzie normalnym.



1. Wprowadzenie

Rozwazane beda podwdjnie wielowymiarowe dane nastepujacej postaci:

y =vee( Y' )~ N((1y @ Lum)pt, I @ Do),

numx1 umxmn

gdzie p i I' sg nieznane, p jest wektorem wymiaru um X 1 oraz
r=r,org+(J,—I1,)®7T};.

Poprzez I oznaczono macierz identycznosciowg wymiaru u, a J = 11’ jest
macierza jedynek wymiaru u. I'g i I'; sg nieznanymi parametrami wymiaru
m X m.



2. Najlepsze nieobcigzone estymatory dla I'y oraz I'y

Mozna pokazaé, ze najlepsze nieobciazone estymatory (BUE) dla I'y i 'y sa
postaci:
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3. Testy dla komponentéw wariancyjnych oparte na JNNE

Hy:0l=0 vs. Hi:0l#0

Niech ' Ay bedzie nieobcigzonym estymatorem o?. Ponadto, niech A, A_
oznacza odpowiednio dodatnig i ujemna cze$¢ macierzy A, tzn. A = A, —A_.

Uwaga. Dla i < k estymator y' Ay jest nieokreslony, tj. A= A, — A_, gdzie
Ay, A # 0. Zauwazimy, Ze

e jesli Hy jest prawdziwa, to E (yAyy) = E (Y A_y),

e jesli Hy jest prawdziwa, to E (y'Ayy) > E (Y A_y).



3. Testy dla komponentéw wariancyjnych oparte na JNNE

Test powinien odrzucaé hipoteze (intuicyjnie)

Hy:0l =0

jesli
po YAy
YAy

jest dostatecznie duze.



3. Testy dla komponentéw wariancyjnych oparte na JNNE

Definicja. Algebre nazywamy Jordana jesli jest zamknieta ze wzgledu na dzia-

tanie Ao B = %.

Pela charakteryzacje nieredukowalnych algebr Jordana podali autorzy Jor-
dan, Neumann i Wigner (1934):

e R z dzialaniami mnozenia i dodawania;
e S™ - zbiér macierzy symetrycznych z dziataniami A o B;
e kwaternionys;

e specjalna algebra.



3. Testy dla komponentéw wariancyjnych oparte na JNNE

Model normalny jest postaci:
k
y~ N (Xﬁ,ZO?Vz)
i=1
Rozwazmy trzy warunki:
1. sp{MViM, ..., MV, M} jest algebra Jordana,

2. sp{{MViM,... MV,M}\{MV;M}} jest przemienng algebra Jorda-

na,

3. F= % ma rozklad F-Snedecora przy prawdziwosci Hy : 02 = 0.
Twierdzenie (1996): 1. A 2. = 3.
Twierdzenie (2002): 1. A 3. = 2.



Test F dlahipotezy H :c, =0

n(n+1)

'y woald
Y

Dlugos¢ wektora 7; nie jest funkcja minimalnych statystyk dostatecznych.
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3. Testy dla komponentéw wariancyjnych oparte na JNNE

Twierdzenie. Zaloimy, Ze podprzestrzen
sp{MViM,... MV,M}
jest przemienng algebrqg Jordana, natomiast
sp{{MViM,....,MV,M}\{MV,M}}

nig nie jest. Wowczas statystyka

P YAy

y'Ay

ma uwogélniony rozklad F-Snedecora przy prawdziwosci Hy : o = 0, gdzie y' Ay
jest BIQUE parametru o?.
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4. Hipotezy dotyczace struktury kowariancji dla podwdjnie
wielowymiarowych danych

HO:F1:O vs. Hl:l"l#().

Wykorzystujac idee zaprezentowana w [A. Michalski, R. Zmyslony, Testing
hypotheses for variance components in mized linear models, Statistics 27(1996),
297-310] do testowania hipotez przy zalozeniu, ze wszystkie elementy macie-
rzy I'; sg nieujemne badz niedodatnie.

Lemat. Jesli Wy ~ W, (2,n1) i Wy ~ W, (2, n2) sq niezalezne to dla
kazdego ustalonego wektora  # 0 € R™ zachodzi:
T— W, x N
x’Wox

F”ly”? :
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4. Hipotezy dotyczace struktury kowariancji dla podwdjnie
wielowymiarowych danych

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem zaprezentowanym w [Mirostaw Krzysko, Pod-
stawy wielowymiarowego wnioskowania statystycznego, UAM (2009), 58] jesli
W ~ W,,(%,n) to dla kazdego « # 0 € R™ zachodzi:

Wz 9
/ ~ Xn-
T'Yx
’7: . .. / .
Jesli teraz obliczy sie iloraz m‘gfilm iZ W” to dostajemy:
Wiz Wiz Xn1
ni _ mx'3x ni
T Wazx  x'Waz X%2 Fn17n2
no nox’Xx —

n2
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5. Dodatnia i ujemna czes¢ estymatora fl

Wykorzystujac wyniki otrzymane w [A. Roy, R. Leiva, I. Zezula, D. Klein, Te-
sting the equality of mean vectors for paired doubly multivariate observations
in blocked compound symmetric covariance matrixz setup, Journal of Multiva-
riate Analysis, 137, 50-60] otrzymujemy, ze macierze:

(n=1)(u—1A; = (n—1)(u—1)(To—T)

(n—=1)Ay = (n—1) (To + (u—1)T)

maja rozktad Wisharta i sg niezalezne.
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5. Dodatnia i ujemna czes¢ estymatora fl

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze:
(n—1(u—1DA; = (n—1)(u—1)Ty—T1) ~ Wp(To— Ty, (n—1)(u—1)),

(n—1)Ay = (n—1)(To + (u— DT1) ~ Wi (To + (u— )Ty, n — 1).
Odejmujac lewe strony drugiej z powyzszych réwnosci pomnozonej przez u—1
od pierwszej, oraz dokonujac kilku prostych przeksztatcen dostajemy, ze:
(n—1)(u—1)As—(n—1)(u—1)A; = (n—1)(u—1)To+(n—1)(u—1)2T; — (n—
D(u—1)To+(n—1)(u—1)T; = (n—1)(u—1)[u—1+1]T; = (n—1u(u—1)T;.

Zatem T'; = (n_1)(%(173,512);((3:11))@_1)51 = 52;31.
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5. Dodatnia i ujemna czes¢ estymatora fl

Wykorzystujac podejscie Michalskiego i Zmyslonego, tatwo zauwazy¢, ze es-
tymator I'y mozna wyrazi¢ jako roznice jego czesci dodatniej i ujemnej, a
wiec: B B

~ As— A~ ~

F=——— =Ty T,

gdzie f‘1+ = % to dodatnia cze$¢ estymatora, natomiast f‘l, = % to jego

ujemna czesc.
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6. Postaé testu F

Twierdzenie. 7 faktu, Ze estymator parametru I'y jest dany poprzez:

-~ = A, — A
I =T, -T_=—"2"—
u
to statystyka testowa testu F ma postac:
1T, 1
T — ~71+
1T 1

1 przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy : I'y = 0 ma rozktad F-Snedecora z
n—114(n—1)(u—1) stopniami swobody.
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6. Postaé testu F

Dowaéd. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej I'y = 0 zachodzi, ze:

(n—Dul'yy = (n— 1)Ay ~ Wy (Do, n — 1),
(n—Du(u— DL = (n—1)(u—1DA; ~ Wn(To, (n — 1)(u—1)).

Wykorzystujac powyzsze réwnosci oraz wcezesniejszy lemat, mozna pokazac,

ze: -
e
(n—Du(u—1)1'Ty_1 1T, 1
(u—1)(n—1) 1
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7. Postac testu ilorazu wiarygodnosci

W przypadku testu ilorazu wiarygodnosci (LRT) do weryfikacji hipotez po-
staci:

HD:F1:O vSs. H1:I‘17é0

nie wymaga si¢ dodatkowo zatozenia odnosnie jednakowego znaku wszystkich
elementow macierzy I'y, w odréznieniu od testu F, ktéry de facto bada czy
suma wszystkich elementéw tej macierzy jest rozna od zera.

Postac¢ statystyki testowej testu LRT jest nastepujaca:

nu

(n—D)(u—1)A;+(n—1)Ay| 2

nu

‘ - n(u—1)

g
— T2 1A |72
n 1A1‘ ’nn1A2‘

n

L =
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7. Postac testu ilorazu wiarygodnosci

Po kilku prostych przeksztatceniach mozna pokazac, ze:

nu

(u—l)&l—‘y—EQ el

u

L=—""mw
A7 |A,

_n
2

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy : I'y = 0 statystyka —2In(L) ma

graniczny rozktad chi-kwadrat z % stopniami swobody.
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8. Poréwnanie mocy testow: F i LRT

W celu porownania mocy obu testéw przyjeto, ze macierze I'y oraz I'y maja
nastepujaca postac:

[ 0.01221 0.02172 0.00901 ]
I'y=| 0.02172 0.07492 0.01682
| 0.00901 0.01682 0.01108 |

[ 0.01038 0.01931 0.00824 |
I't = | 0.01931 0.06678 0.01529
| 0.00824 0.01529 0.00807 |

Dodatkowo zatozono, ze u = 2 oraz n = 25.
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8. Poréwnanie mocy testow: F i LRT

Dla ustalonej postaci macierzy I'y i I'y oraz wartosci u, ustalono przedziat dla
wartodci mnoznika A, taki, ze dla kazdej wartosci z tego przedzialu ponizsze
dwa warunki sa spetnione:

1. Ty + (u — 1)AT'y jest dodatnio okreslona macierza,
2. I'g — AI'; jest dodatnio okreslong macierza.

Ich spelienie gwarantuje dodatnig okreslonos¢ macierzy I'.
Przyjety poziom istotnosci a = 5%.
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Wartos¢ mocy testu

10

08

086

04

02

Poréwnanie mocy testow

— LR
— Test F jednostronny
= Test F dwustronny

o=0.05

T T T
-1.121 0 1121

Wartos¢ mnoznika
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8. Poréwnanie mocy testow: F i LRT

Rozwazany bedzie jeszcze jeden przypadek. Tym razem bardzo szczegdlny,
gdyz mianowicie I'g i I'y beda skalarami, a wigc m = 1. Niech I'g = 2 oraz I'y =
1. Dodatkowo przyjeto, ze u = 2, natomiast parametr n bedzie przyjmowac
jedna z wartosci ze zbioru {3, 5,10, 25}.

7 warunkow na dodatnig okreslonos¢ macierzy I' nietrudno wywnioskowaé, ze
odpowiednie warto$ci mnoznika A powinny zawieraé sie w przedziale [—2, 2].
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Wartos¢ mocy testu

Wartoé¢ mocy testu

04

Poréwnanie mocy testow
n=3

Poréwnanie mocy testéw
n=5

RT
— TestF jednostronny
— TestF dwustronny

Wartosé mocy testu

— LRT
— TestF jednostronny
— TestF dwustronny

Wartos¢ mnoznika

Poréwnanie mocy testow

Wartos¢ mnoznika

Por6éwnanie mocy testow

— LRT

— TestF jednostronny
— TestF dwustronny.

Wartos¢ mocy testu

04

LRT
= TestF jednostronny
= Test F dwustronny
la=005

Wartos¢ mnoznika
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Wartos¢ mnoznika.




References

[1] Arnold, S.F. 1979. Linear models with exchangeably distributed errors.
Journal of the American Statistical Association. 74, 194-199.

2] Drygas, H., 1970. The Coordinate-Free Approach to Gauss-Markov Es-
timation, Berlin, Heidelberg: Springer.

26



3]

Gasiorek E., Michalski A., Zmyslony R. 2000, Tests of independence
of normal random variables with known and unknown variance ratio,
Discussiones Mathematicae Probability and Statistics 20 2, 233-247.

Gnot, S., Klonecki, W. and Zmyslony, R. 1976. Uniformly minimum
variance unbiased estimation in Euclidean vector spaces, Bull. de
l.Academie Polon. des Sciences XXIV 4, 281-286.

Gnot, S., Klonecki, W. and Zmy$lony, R. 1977a. Uniformly minimum
variance unbiased estimation in various classes of estimators. Statistics
8(2), 199-210.

Gnot, S., Klonecki, W. and Zmyslony, R. 1977b. Uniformly minimum
variance unbiased estimation in various classes of estimators, Math.
Operationsforsch. Statist.,Ser. Statistics 8 2, 199-210.

27



(7] Gnot, S., Klonecki, W. and Zmyslony, R. 1980. Best unbiased estima-
tion: a coordinate free-approach. Probability and Statistics, 1(1), 1-13.

[8] Jordan, P., Neumann, von, J. and Wigner, E.; 1934. On an algebraic
generalization of the quantum mechanical formalism. The Annals of
Mathematics, 35(1), 29-64.

9] Kruskal, W., 1968. When are Gauss-Markov and Least Squares Esti-
mators Identical? A Coordinate-Free Approach. The Annals of Mathe-
matical Statistics, 39(1), pp.70-75.

[10] Lehmann, E.L. and Casella, G., 1998. Theory of Point Estimation Se-
cond Edition, Springer.

28



[11] Roy, A. and Leiva, R. 2008. Likelihood ratio tests for triply multivaria-
te data with structured correlation on spatial repeated measurements.
Statistics & Probability Letters, 78(13), 1971-1980.

[12] Seely, J.F., 1971. Quadratic subspaces and completeness. The Annals
of Mathematical Statistics, 42(2), 710-721.

[13] Seely, J.F., 1972. Completeness for a family of multivariate normal di-
stributions. The Annals of Mathematical Statistics, 43, 1644-1647.

[14] Seely, J.F., 1977. Minimal sufficient statistics and completeness for mul-
tivariate normal families. Sankhya (Statistics). The Indian Journal of
Statistics. Series A, 39(2), 170-185.

[15] Zmy$lony, R. 1976. On estimation of parameters in linear models, Ap-
plicationes Mathematicae XV 3(1976), 271-276.

29



[16] Zmyslony, R. 1978. A characterization of best linear unbiased estimators
in the general linear model, Lecture Notes in Statistics, 2, 365-373.

[17] Zmy$lony, R. 1980. Completeness for a family of normal distributions,
Mathematical Statistics, Banach Center Publications 6, 355-357.

30



