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Asymptotyka rozwiązań równania Schrödingera
z losowym potencjałem

Rozważać będziemy asymptotykę rozwiązań równania Schrödingera ze słabym
potencjałem losowym
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∆ψ(ε) − εV (x)ψ(ε) = 0, (1)

ψ(ε)(0, x) = ψ0(x),

gdzie ψ0 ∈ L2(Rd), zaś V (x) jest potencjałem zadanym przez stacjonarne, gaussow-
skie pole losowe o funkcji kowariancji postaci

R(x) := E[V (x+ y)V (y)] =
∫
Rd
eix·pR̂(p) dp, x, y ∈ Rd,

gdzie R̂(p) jest nieujemną funkcją (zwaną spektrum energetycznym). Funkcja ta szyb-
ko znika w nieskończoności oraz spełnia R̂(p) ∼ |p|−γ , |p| � 1, dla pewnego γ < d.
Opiszemy asymptotykę zachowania tzw. skompensowanej funkcji falowej ζε(t, x), tj.
funkcji, której transformata Fouriera wynosi

ζ̂ε(t, ξ) := ψ̂(ε)
(
t

ε2
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)
ei|ξ|

2t/2ε2 , ξ ∈ Rd, (2)

przy ε � 1. Tutaj ψ̂(ε)(t, ξ) jest transformatą Fouriera ψ(ε)(t, x). W szczególności
zachodzi następujące

Twierdzenie. Jeśli d ­ 3 oraz∫
Rd

R̂(p) dp
|p|2

< +∞

to istnieje t0 > 0 takie, że dla t ∈ [0, t0] oraz ξ ∈ Rd zachodzi

lim
ε→0+

Eζ̂ε(t, ξ) = ψ̂0(ξ) exp
{
− κ(ξ)t

(2π)d/2

}
, ξ ∈ Rd,

gdzie κ(ξ) jest pewną funkcją daną w sposób jawny.


