Réwnania stochastyczne — zadania przygotowujace do I kolokwium (cze$é I)

Zadanie 1 Wezmy Q = [0, 1], o-cialo zbioréw borelowskich i P miar¢ Lebesgue’a na [0, 1]. Znajdz E[X|Y],
jesli:
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Zadanie 2 Niech {S,} b@dzie symetrycznym bladzeniem losowym z naturalng filtracja {F,} (tzn. F,, =
(S0, ...y Sn)). Wykazaé, ze Y,, := (—1)" cos(wS,,) dla n € N jest martyngalem wzgledem {F,}.

Zadanie 3 Niech {Y,,}, n > 1, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych spelniajacych EY,, = 0 dla
kazdego n > 1. Sprawdzié, ktére z nastepujacych ciagéw {X,,} sa martyngatami wzgledem {Y,,}:
a) X = nil(Yl + .. +Yn),

b) X, =YY,
c) X ( Y, )1/",
d) Y1+ AYn

Zadanie 4 Niech {Y,}, n > 0, bedzie lancuchem Markowa z prawdopodobienstwami przej$é: p(0,0) = 1
p(z,x +1) = p, p(x,0) = q, gdzie p > 0, (p+¢) =1ix = 1,2,... Dla dowolnych ustalonych stalych a i b
zdefiniujmy
X _{ ap' ™Y +b(1 —p'=Y») dla Y, >0,
L ) dla Y, =0.

Pokaz, ze {X,,} jest martyngatem wzgledem {Y,,}.

Zadanie 5 Niech {Y,,} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie i zerowej
$redniej. Niech Xo =Yy i X,, = > 1 _; Ye—1yk. Wykaz, ze {X,,} jest martyngalem wzgledem {Y,,}.

Zadanie 6 (Urna Polya) Urna zawiera 1 kule czarna i 1 biala. W kolejnych momentach czasu losujemy 1
kule z urny i zwracamy ja wraz z dodatkowa kula tego samego koloru. Po czasie n mamy w urnie n + 2 kule, z
B,+1

czego By, +1 jest bialych. Niech M, = T2 — proporcja kul bialych do calosci. Wykaz, ze ciag {M,}nen jest

martyngalem (wzgledem naturalnej filtracji).

Zadanie 7 Niech (Q, F, {F,}nen, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna z filtracja, zas { X, }nen 1 {Yan}bnen
beda dwoma okredlonymi na tej przestrzeni calkowalnymi w kwadracie martyngatami. Wykaz, ze:

a) B(XnY,|Fm) = XY, dlam < n,
b) E(X,Yy) — E(XoYo) = 3251 E(Xk = Xe—1) (Vi — Yi-1)),

c) VarX =VarXo+> ooy Var(Xy — Xp—1),

d) Zmienne losowe Xg, Xz — Xj_1 (k > 0) tworza uklad ortogonalny w L2.

Zadanie 8 Niech 7 bedzie momentem stopu wzgledem filtracji {F, }nen. Czy momentem stopu jest tez:
a) T+ 1,

b) -1,

c) 2.

Zadanie 9 Rozpatrzmy symetryczne bladzenie losowe startujace z zera. Niech 7 bedzie momentem dotarcia
do punktu 1. Wyznacz F..



