Roéwnania stochastyczne. Kolokwium numer I
4 kwietnia 2011 r. Grupa A

Zadanie 1. (15 punktéow) Rozpatrzmy Q = [0, 1], o-cialo zbior6w borelowskich i P miare
Lebesgue’a na [0, 1]. Opisz o(Y') i znajdz E[X|Y], jesli X (z) = cos Jz, Y (x) = sin 7.

Zadanie 2. (10 punktéw) Niech {S,} bedzie btadzeniem losowym zdefiniowanym jako Sy = 0,
Sy =11 Xk, gdzie { X} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie P(X} =
—2) = P(Xy = 1) = %, za$ {F,} naturalna filtracja (tzn. F,, = o(So, ..., Sn)). Wykazaé, ze

29

1 Sn
Y, = (ﬁ; > dla neN

jest martyngatem wzgledem {F,}. Ile wynosi E(Y,,)?

Zadanie 3. (15 punktéw) Niech W, bedzie standardowym procesem Wienera z naturalng fil-
tracja F; = o(Wy: 0 < s < t). Wykazaé, ze {W? — 3tW,} jest martyngatem wzgledem {F;}.

Zadanie 4. (10 punktéow) Niech W, oznacza standardowy proces Wienera. Oblicz warto$¢
oczekiwang, kowariancje i wariancje dla procesu

Xy = tWy + 2Wo + Wiys.

Rownania stochastyczne. Kolokwium numer I
4 kwietnia 2011 r. Grupa B

Zadanie 1. (15 punktéw) Rozpatrzmy Q = [0,1], o-cialo zbior6w borelowskich i P miare
Lebesgue’a na [0, 1]. Opisz o(Y) i znajdz F[X|Y], jesli X (z) = ¥, Y(x) = cos® 7z.

Zadanie 2. (10 punktéw) Niech {S,,} bedzie btadzeniem losowym zdefiniowanym jako Sy = 0,
Sy = >r_1 Xk, gdzie { X} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie P(Xy =
—1) = P(X, = 2) = 3, za$ {F,} naturalng filtracja (tzn. F,, = o(So, ..., S,)). Wykazac, ze

_1 Sn
Y, = (\/52 ) dla neN

jest martyngatem wzgledem {F,}. Ile wynosi E(Y,,)?

Zadanie 3. (15 punktéw) Niech W, bedzie standardowym procesem Wienera z naturalng fil-
tracja Fy = o(W,: 0 < s < t). Wykazaé, ze {W! — 6tW2 + 3t*} jest martyngalem wzgledem

{Fi}.

Zadanie 4. (10 punktéw) Niech W; bedzie standardowym procesem Wienera. Oblicz
P(2W4 + 2W7 > 3W3)

Wskazowka: Znajdz rozklad odpowiedniej zmiennej losowej.



