Roéwnania Rézniczkowe Czastkowe
Zadania przygotowawcze do kolokwium nr 2.

Zadanie 1. Znajdz rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla rownania przewod-
nictwa cieplnego:
a) Uy = Upy — V1T, u(z,0) =1
b) 2u; = Uy, u(z,0) = cos 2z;
¢) uy = 3Au, u(z,y,0) = e~ v’
) = Au + te', u(z,y,2,0) = sin(z + y + 2);
e) uy = Au+tcos(z +y), u(z,y,0) = 0;
) u = Au, u(z,y, 2, O) = e~ (@ty=2),
g) us +u=3Au+etsint, u(z,y, z,0) = ze*;
h)

o

uy —u = 3Au + e’ cost, u(z,y,z,0) = e* cosy cos z.

Zadanie 2. Znajdz rozwigzanie réwnania na ]Ri:

a) uy = Uy, dla (z,t) € R%, u(z,0) = 4:L‘ + 2, ug (0, ) = 1;

b) uy = ug, dla (z,t) € RZ, u(z,0) = 2° + 1, u(O t)=1;

C) Up = Upy + au+ f(z,t) dla (z,t) € RZ, ( 0) = g(x), u (0, t)—()

d) w = ugy +5u+ 1 dla (z,t) € RZ, u(z,0) = cos, ux( t) =

e) uy = Uy — 3u+tdla(z,t) € R2, u(z,0) = =22 + 22 + 1, ux((),t) = 0.

Zadanie 3. ZnajdZ metoda rozdzielenia zmiennych rozwigzanie zagadnienia mie-
szanego dla réwnania przewodnictwa cieplnego:

a) Uy = Uye, 0 < 7 < 7, u(z,0) = sin® z, u(O,t): (m,t) =0;
Up = Uy, 0 <z < 7, u(w,0) = 23 — 7, u(() t): u(m,t) = 0;
U = Upy, 0 <z < 7, u(z,0) = 2203 — 3ma? + 7, u,(0,8) = uy(m,t) = 0;
m,t) =0;

Uy = a*Ugy — bu dla (z,t) € (0,1) x Ry, u(z,0) = sin IF, u(0,t) = u,(l,t) = 0;
Up = Uz —2uz+te” sin 3z dla (z,t) € (0,7) xRy, u(z,0) = 5e” sin z—3e” sin 2z,
u(0,t) = u(m,t) = 0;
g) Uy = Py, + tsinx dla (x,t) € (0,1) x Ry, u(z,0) = 5sin3x + 1, u(0,t) =
ug (1, t) = 0;

b)
c) t
))ut_4um70<x<7r u(z,0) = z(r — x), u(0, t)—um(
f)

h) uy = Ugy + uyy dla (z,y,t) € (0,7) x (0,7) x Ry, u(z,y,0) = sin2zsin 3y —
3sin 3z sin 2y+4, u(0,y,t) = u(m,y,t) = u(z,0,t) = u(z,7,t) = 4 (uwaga: szukaj
rozwiagzania w postaci u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t))

Zadanie 4. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym ograniczonym z brzegiem

klasy C! oraz dla kazdego T' > 0 niech u € C?(Ur) bedzie rozwigzaniem réwnania
= Au w Ur z warunkami u(z,0) = g(x) € C(U) dla x € U i u(z,t) = h(z) €

C(U) dla (z,t) € U x [0,T]. Wykaz, ze wowczas limy_, o fi; uZ(z,t) dx = 0.

Rozwigzanie: Niech e(t) := [ |Du(z,t)]* dv. Wowcezas catkujac przez czedei i
korzystajac z faktu, ze u; = hy = 0 na QU dostaniemy

/t):2/ Du-Dutdx:—Z/ Auutdac:—2/(ut)2dx<0.
U U U



Zatem e(t) jest funkcja malejaca i nieujemna. Ponadto poniewaz

n d n
Au]) = 2(Au)uy +2) ul, = %uf +2> ul,,
=1 =1

to

" d n a n
e'(t) = —Q/U%u? dr = —2/UA(uf)dx+4/Ui;uiit de = —2 8U%(uf) dS—|—4/U;uiit dx,

wiec stad, ze u? > 01 u} = 0 na brzegu, to 2 (u?) < 0 na 9U. Oznacza to, ze
e’(t) = 01 e(t) jest funkcja wypukla (€'(¢) jest funkcja rosnaca).

Funkcja €/(t) jako rosnaca i ograniczona z gory przez 0, posiada granice
lim; ., €'(t) = a < 0. Pokazemy, ze nie moze by¢ o < 0. Jesliby bowiem o < 0,
to e(T) = e(0)+ ] €' (t) dt < e(0)+aT < 0 dla odpowiednio duzych T — sprzecz-

no$é, bo e(t) > 0. Zatem lim;_, o €'(t) = 0, czyli limy_ o [y uZ(z,t) dx = 0.

Zadanie 5 Wykaz, ze problem poczatkowo-brzegowy
up(x,t) = uge(w,t) — Tu(z,t) na zbiorze (z,t) € (0,1) x Ry, (1)

u(x,0) = g(z) dlaz € (0,1) oraz u,(0,t) = a(t), u.(1,t) = B(t) dla t > 0 posiada
co najwyzej jedno klasyczne rozwigzanie.
Wskazowka: Rozwaz funkeje energii w postaci e(t) = [y u?(x,t) dx.

Rozwiazanie: Przypusémy, ze ui(z,t) 1 ug(z,t) sa dwoma rozwigzaniami po-
wyzszego problemu. Niech u(z,t) := uy(x,t) — ug(x,t). Woéwezas u(x,t) spehia
réwnanie (1) z warunkami u(x,0) = 0 dla x € (0,1) oraz u,(0,¢) = 0, u,(1,¢) =0
dla t > 0. Wystarczy wykazaé, ze u(z,t) = 0. W tym celu rozwazmy funkcje
energii e(t) = [} u*(z,t) dz. Zauwazmy, ze

1 1 1 1
e(t) = 2/ uuy dr = 2/ Uy A — 14/ u?dr = —2/ u? dx — 14e(t) < 0.
0 0 0 0

Zatem funkcja e(t) jest nierosnaca. Poniewaz w dodatku e(0) = 01i e(t) > 0, to
e(t) = 0. Oznacza to, ze réwniez u(z,t) = 0 na (0,1) x R,.



