Analiza zespolona
Zadania przygotowawcze do kolokwium

Zadanie 1. Przedstaw liczby zespolone w postaci algebraicznej x + iy:
4
. 144)(2—i i
a) (140),,  b) GRG0 ) (L)
Zadanie 2. Niech z = z + iy. Znajdz:
a) Im (%), b) Re (H%)
Zadanie 3. Na plaszczyZnie zespolonej narysuj zbiory okreslone warunkami:
a) |z —i| = Rez, b) |2iz 4+ 1| > 2, ¢) 0 < Re(iz) < 1.

Zadanie 4. Oblicz podane pierwiastki. Wynik przedstaw w postaci algebraicznej
(jak sie da), trygonometrycznej i wykladniczej:

a) v—1, b) V-1 —1, c) v/—16.

Zadanie 5. Rozwiaz réwnania:

a) 23 —2i =0, b) 23 — 422 + 62 —4=0.

Zadanie 6. Zbadaj zbiezno$é¢ i podaj granice (o ile istnieje) ciagéw:

a) lim,, o0 1+ (—1)"4, b) lim,, o0 (1/2 4 v/3/2)", ¢) limy, o, 202200,

Zadanie 7. Zbadaj zbieznosé¢ szeregdw:
) oo (BH) TS oS ().

Zadanie 8. Zbadaj zbiezno$¢ szeregu potegowego i zachowanie na brzegu kota
zbieznosci:

z—i)" 3" (z—1)" _1)n3n—1
) Yoli wrie D) Yo \/ﬁ’ b) Yol S
Zadanie 9. Zbadaj cigglos¢ funkcji réwnych 0 dla z = 0, a dla z # 0 okreslonych

w nastepujacu sposdb:

a) £, bz 'Rez, ) 2 3(Re2?)”

Zadanie 10. Przedstaw w postaci wykladniczej liczbe:

a) —1/2 +1iv/3/2, b) V3 — V3.

Zadanie 11. Oblicz znajdujac czes¢ rzeczywista i urojona danej liczby:
a) cos(1 + 1), b) tg(2 — 1), ¢) In(—1), d) Ln(—i),  e)In(l—1i),
f)Ln(1—14), g)In(v3+i), h)Ln(v3+4), i) (1+49)*" j) Expy(2—1).

Zadanie 12. Rozwiaz podane réwnanie:
a) et = —4, b) e* = efte? c) cosz = —2, d) sinz = 1.

Zadanie 13. Wykaz, ze:
a) cos(z1 + 2z3) = €OS 21 COS 23 — sin 2 sin za,

b) sin(z; 4 z2) = sin 21 cos z2 + cos 21 sin zs.

Zadanie 14. Wykaz, ze rownania tgw = z i ctgv = z maja dla kazdej wartosci z
réznej od +i nieskonczenie wiele rozwigzan w i v. Wyraz te rozwiazania za pomoca
logarytmu.



Zadanie 15. Wykaz, ze wszystkie wartosci potegi Exp, (a4 i), a # 0, sa:

a) rzeczywiste wtedy i tylko wtedy gdy suma SLna + aArga jest wielokrotnoscia
liczby 7 i gdy 2a jest liczba catkowita,

b) maja réwne modutly, gdy 8 = 0.

Zadanie 16. Znajdz obraz zbioru D przy odwzorowaniu w = f(z). Narysuj zbiér
D i jego obraz, jesli:

a) D={z€C: |z—-2+3i| <V3}, f(z)=(1—1i)z+2i

b) D={z€C: n/d<argz<7/2, |2| <1}, f(z)= (\[Jrzf)
c)D={2€C: 0<Rez<1,0<Im2<1}, f(2)=
d)D={z€C: 1< |z|<e, -m<argz <7}, f(z)= lnz.

Zadanie 17. Znajdz przeksztalcenie liniowe w = az + b przeksztalacajace tréjkat
o wierzchotkach 0, 1, ¢ w tréjat o wierzchotkach 0, 2, 1 + +.

Zadanie 18. Znajdz homografie odwzorowujaca okrag |z| = 1 na o$ rzeczywista
Im z = 0, tak aby punktom 1, i, —1 okregu odpowiadaly punkty —1, 0, 1 na osi.

Zadanie 19. Wyznacz obraz danego obszaru przy zadanej homografii:
a) goérne poétkole kota |z| < 1, w = (22 —i)(2 +iz) "

b) {z€C: 0<argz <7/4}, w =2(z — 1)~}

c){zeC: 0<Rez<1},w=(2—-1)(z-2)7!

Zadanie 20. Korzystajac z réwnan Cauchy-Riemanna zbadaj w jakich punktach
podane funkcje maja pochodne, a w jakich sg holomorficzne. Oblicz pochodne tam,
gdzie istnieja:

a) f(z) =1/z, b) f(2) =1Inz, c) f(z) = z(Re2)?, d) f(z) = zel2l’,
Zadanie 21. Znajdz’ funkcjeg holomorficzna f(z) = u(z,y) + iv(z,y) wiedzac, ze:

a) v(z,y) = 2+y2a f(2)=
) o) =y 20, 70 =5

Zadanie 22. Napisz réwnanie parametryczne z = z(t), gdzie t € I C R, podanych
krzywych:

a) odcinka laczacego punkty z3 =3 —iv2 1 20 = =5 + 2i;

b) elipsy o §rodku zg = 1 — i1/2 i pélosiach a =51 b = 3;
¢) hiperboli y = 1/x;
)

d) czedci krzywej y = o3

zawartej miedzy punktami —1 — ¢, 1+ 4.

Zadanie 23. Oblicz podane calki:
a) Oﬂ/2(cost + 2ti) dt, fo (1 + i)t?) dt, c) f_ll(l —eti) dt.

Zadanie 24. Oblicz podane catki po zadanych krzywych:

a) [o(8z +1)zdz, C — poélokrag {z € C: |z| =1, Rez > 0} o poczatku —i i
koncu 4;

b) fc(z —Z%)dz, C — tuk paraboli y = 2% 0 poczatku 1 + i i koficu 0;

¢) [oZRez?dz,  C — ¢wiartka okregu {z € C: [2] =2, Rez >0, Imz > 0} o
poczatku 2i i koncu 2.

Zadanie 25. Oblicz podane calki po wskazanych krzywych C' o zadanym poczatku
z1 1 koncu zo:

a) [, zsin(iz)dz, C — krzywa gladka o poczatku z; = 0 i kofcu zp = 7i/2;
b) [, ze™, O — krzywa gladka o poczatku z; = i i koficu 25 = 2i.



Zadanie 26. Korzystajac ze wzoru catlkowego Cauchy’ego oblicz catke po zadanych
konturach:

fc S“Z‘jfz, C — zorientowany dodatnio okrag |z + i| = 3;
b) [, 4 Z2+9, C — rorientowany dodatnio okrag |z — 2i| = 2;
) o (z2+9)27 C' — zorientowany dodatnio okrag |z — 2i| = 2;
d) fc (ze +‘;‘)Z4, C — kontur zawierajacy w swym wnetrzu punkt —2.

Zadanie 27. Oblicz calke [, #

ESER jezeli C jest okregiem skierowanym do-

datnio:

a) o promieniu 7 < 2 i srodku w punkcie 1;
b) o promieniu r < 2 i srodku w punkcie —1;
¢) o promieniu r > 2 i érodku w punkcie 1 lub —1,

Zadanie 28. Znajdz rozwiniecie funkeji f(z) w szereg potegowy w otoczeniu punk-
tu zg, gdzie:
a) f(z) =cosz, zg = (2n+ 1)7w/2;
b) f(z) = zsinz?, 2y =0;
2
¢) f(2) = F5 20=2
Zadanie 29. Znajdz wszystkie zera podanych funkcji i podaj ich krotnos¢:
a) f(2) = P+ 1% b) fe) =€ =1, o) f(z) = 22(e" —1).
Zadanie 30. Znajdz obszar zbiezno$ci i sume szeregu Laurenta ZZO:() anz™, gdzie:

) ay = 27" n>0 b) a, = 0 n>0
&) an =13 on n<0 ' In=9 9m-1_1 p<0

Zadanie 31. Znajdz’ rozwiniecie funkcji w szereg Laurenta w danym pierscienu:
) f(z) = (23 —|—2,z) sin 1 dla 0 < |z| < +o0.

Zadanie 32. Okredl rodzaj punktéow osobliwych odosobnionych, réznych od nie-
skonczonosci, dla:

2 f(2) =, D) =gh O f()=tg?n  d) f(z) = e/,
o) f(z) = 1=sgmz,

Zadanie 33. Jaky osobliwos¢ w punkcie z = co maja funkcje:
a) f(z) = 377, b) f(z) =€ + 2%+ 2 —2.



