Analiza matematyczna dla IV roku
Zadania przygotowawcze do egzaminu

(Zadania z * na ocene bardzo dobra)

Zadanie 1. Wyznacz funkcje v = v(x,y) harmonicznie sprzezona do u = u(z,y)
i odpowiadajaca im funkcje holomorficzna, jesli:

a) u = sinx coshy 4+ 2 cos x sinh y,

b) u = z? — y? + 4y,

Zadanie 2. Wyznacz funkcje harmoniczna v = u(z, y, z), jesli:

a) uy = Yz,

b) u, = 62%z — 3y?z — 23,
c) uy = ze® cosy +y,
d)

u, = xy? — 222 + 62 + .

Zadanie 3. Znajdz funkcje harmoniczna u = u(z,y, z) spelniajaca dane warunki
poczatkowe:

a) u(z,y,0) = 2® + 9, us(w,y,0) = e~ + 3

b) u(z,y,0) = 34 u,(x,y,0) = sinh y;

c) u(z,y,0) = 2y + 2%, us(z,y,0) = e +y.

Zadanie 4*. Znajdz funkcje harmoniczng w R% := {(z,y) : y > 0} i ciagla do
brzegu {(x,y) : y = 0}, ograniczona w Ri i spelniajaca warunek Dirichleta:
a) u(z,0) = sin bz;

b) u(z,0) = fismgé

Zadanie 5. Znajdz rozwiazanie zagadnienia Dirichleta na kuli:

a) Au(z,y) = 0 na B(0, R), u(x,y) = zy® na dB(0, R);

Au(z,y) = 1 na B(0, R), u(x,y) = z* na B(0, R);

Au(z,y) = =2 na B(0, R), u(z,y) = y* na dB(0, R);

d) Au(z,y) = z na B(0, R), u(z,y) = 0 na 9B(0, R);

e) Au(z,y) =sinx na B(0, R), u(z,y) = —sinx + xy na 0B(0, R).

Zadanie 6*. ZnajdZ rozwiazanie zagadnienia Dirichleta na pierécieniu:

Au(z,y) =0 w o r<yz24+y? <R
wz,y) =1+22+9y% na Ja2+y2=r
u(z,y) = 22 —y? na +/xz?2+y>=R

Zadanie 7. Znajdz rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania przewodnic-
twa cieplnego:

a) 2Up = Ugy, u(z,0) = cos2z;

b) u; = Uz, + 32, u(z,0) = sinx;

c) up = 3Au, u(w,y,0) = e 2274,

d) uy = Au+ tet, u(z,y, z,0) = sin(z + y + 2);

e*) uy = Au + tcos(z +y), u(z,y,0) = 0;

*) up = 2Au+ tcoszx, u(x,y, z,0) = cosy cos z.



Zadanie 8. Znajdz rozwiazanie zagadnienia mieszanego dla réwnania przewodnic-
twa cieplnego:

a) U = Uyg, 0 <z <, t >0, u(z,0) = sin® z, u(0,t) = u(n,t) = 0;

b) up = dtye, 0 < 2 <, t > 0, u(x,0) = cost x, uy (0,t) = ug(m,t)

c*) up = Uy, 0 < & < 7, u(w,0) = 223 — 3722 + 73, 1y (0,t) = ug(m,t) = 0;
d*) up = dugy, 0 < 2z < 7, u(z,0) = (7 — ), u(0,t) = uy(m,t) = 0.

Zadanie 9. Znajdz rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania falowego:
a) Upy = Ugy, u(x,0) = sin 3z, uy(z,0) = z3;

b) U = Uz, u(x,0) = 25, u(z,0) = cos? x;

¢) Ut = Mgy, u(r,0) = 2% — 2, ug(w,0) = 322

d) %iutt = Ugy + Uyy, u(m,y, O) =2+ y2a ut(xa y,O) =T +Y;

€) sxltt = Uy + Uyy, u(z,y,0) = 3(z2 4+ y?), us(z,y,0) = 3z + 2y;

f) Teutt = Uze + Uyy + Uz, u(z,y,2,0) = 22—y —z, w(z,y,0) =2 —y+ 2.

Zadanie 10%*. ZnajdZ rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania struny
poélograniczonej

st = Mgy, u(x,0) =0, us(x,0) =ze *, u(0,t) =0 dlaxz>0,¢>0.

Zadanie 11. Znajdz rozwiazanie zagadnienia mieszanego dla réwnania falowego:
a) Upt = Upy, 0 < x < 71, t >0, u(z,0) = sin® z, uy(x,0) = sin 2z, u(0,t) = u(r,t) =
t; (uwaga: zastosowaé podstawienie w(z,t) := u(x,t) — t);

b) U = Ugy, 0 < x <, £ > 0, u(z,0) = 0, ur(x,0) =1 u(0,t) = u(l,t) = sint;
(uwaga: zastosowaé podstawienie w(x,t) := u(x,t) — sint);

€) Uy = Ugy + costsinz, 0 < z < 7, t > 0, u(z,0) = sin®z, us(z,0) = sin®z
u(0,t) = u(m,t) = 0;

d*) ug = dugy +etsinz+1,0< 2z < 7w, t > 0, u(z,0) = wy(2,0) = u(0,t) =
u(m,t) =0.

Zadanie 12. Znajdz ogdblna postaé funkcji spelniajacych réwnanie:

a) 2Ugzy — TUgy + 3y, = 0;

b) Uz + 3ugy + 2uy, = 0;

C) Upg — 2Ugy + Uyy + 4u = 0 (wskazéwka: u,, = U rozwiazujemy jak réwnanie
zwyczajne wzgledem 7, czyli mamy u(&,n) = A(€) sin 2n + B(§) cos 2n);

d) uyy — 2ugy + 2uy — uy = 0 (wskazéwka: aby rozwigzaé réwnanie g, — 11, = 0
calkujemy po 7, dostajemy réwnanie takie jak liniowe niejednorodne zwyczajne
wzgledem &, wiec ostateczne rozwiazanie ma postaé u(€,n) = C(n)eé/? + D(€));

Zadanie 13. Rozwiaz réwnania:
&) Upy + Ugy — 6uyy = 0 jesli u(x, —22) = 0%, u(z, 3z) = 252% + 1;
b) Ugy + Uyy = 0 jesli u(z,0) = 2°, u,(0,y) = y>.

Zadanie 14. Sprowadzajac odpowiednia forme kwadratowa do postaci kanonicznej
i okredl typ réwnania:

a) Ugy = Ugy — Ug;

b) Uy + dugy + Duyy + ug + 2u, = 0;

c) dugy + dugy + Uyy — Ttz +2u = 0.



