Analiza matematyczna dla IV roku matematyki
24 TV 2009 r. Cwiczenia I: Ré6wnanie Laplace’a

Zadanie 1. Wykaz, ze operator Laplace’a A := 97492 w R? we wspélrzednych
biegunowych = r cos a, y = rsin « przyjmuje postac:
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Zadanie 2. Sprawdi, CzZy funkcje Un(T, Oé) = r"cosna i Un(’f’, Oé) = r"sin na

dla n € N s3 harmoniczne.
Zadanie 3. Wykazaé, ze u(x, y) := In /22 + y2 jest harmoniczna w R?\ {(0,0)}.

Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie radialne (tzn. zalezne tylko od promienia r = |z|)
funkcje harmoniczne w R"”.

Zadanie 5. Niech f:D C R? ~ C — C bedzie funkecja holomorficzna. Wte-
dy oznaczajac f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) mamy spelione réwnania Cauchy-
Riemanna: u, = vy, uy = —v;.

a) Wykaz, ze Au = Av = 0 (méwimy woéwczas, ze v jest harmonicznie sprzezone z

Wykaz, ze u jest harmonicznie sprzezone z —uv.
¢) Znajdz v(z,y) i f(z) jesli u(z,y) = v + =75
d) Znajdz v(z,y) i f(2) jesli u, = e* cosy.

Zadanie 6. Wyznacz funkcje harmoniczna v = u(z, y, 2), jesli u, = sinh x cos 2+
2xy.

Zadanie 7. Wykaz, ze funkcja harmoniczna u = u(x, y, z) spelniajaca warunek
poczatkowy u(x,y,0) = g(x,y) i u.(z,y,0) = h(z,y) wyraza sie wzorem

0 A ZZk A Z2k+1 X
ey2) = 3V (G atlen) + gy Ahie).

Zadanie 8. Znajdz funkcje harmoniczna u = u(z, y, z) spelniajaca warunki po-
czatkowe u(z,y,0) = zsiny, u,(z,y,0) = cosy.

Zadanie 9. (Twierdzenie Liouville’a) Korzystajac z twierdzenia o wartosci $red-
niej dla funkcji harmonicznych wykaz, ze kazda funkcja harmoniczna i ograniczona
w R" jest stata.



