Elementy analizy funkcjonalnej dla 11 roku matematyki.
Zadania przygotowujace do kolokwium (cze$é II)

Zadanie 9. Znajdz norme elementu = = (x,,), ©, = (:;1)1 w przestrzeniach:

a) IP, p € [1,00);
b) I, ¢ ic.

Zadanie 10. Znajdz norme elementu f(z) = 2°

a) C([0,1]), L>([0,1]);
b) C*([0,1]), k € N;
c) LP([0,1]), p € [1,00);

Zadanie 11. W przestrzeni R? rozwazmy norme || - ||; dana wzorem ||(z1,x2)||1 = 2|x1| + 3|22| i norme || - ||2,
gdzie:

a) [|(z1, z2)ll2 = /a7 + 3;

b) [[(z1, z2)ll2 = max{|z1], |z2]}.

w przestrzeniach:

Wyznaczy¢ state dodatnie m i M takie, ze
ml||(z1,22)|1 < [|(z1,22)|]2 < M||(21,22)|l1 dla dowolnego wektora (z1,2) € R2.

Zadanie 12. Ktéry sposrod podanych nizej podzbioréw jest ograniczony w odpowiedniej przestrzeni?
a) A={fe€C(0,1]: fo |f(z)]dz < 1} w przestrzeni C([0, 1]);
b) B={fe L'([0,1]): supgc,<; |f(2)| < 1} w przestrzeni L'([0,1]).

Zadanie 13. Ktoére sposréd danych ponizej ciagéw (f,,) sa zbiezne w przestrzeni C([0,7])?

a) fn(x) =sinnz,

Zadanie 14. Czy podany nizej podzbiér A przestrzeni [? jest zbiorem domknietym?
a) A= {(z1,72,...) € 1*: 29, = 0 dla kazdego k = 1,2, ...};
b) A= {(.Tl,xg,...) el?: ZZO:I |$n| < 1}.

Zadanie 15. Udowodni¢, ze zbiér A = {(x,) € I?: Yo~ | x% < 1} jest domkniety, lecz nie jest ograniczony w
przestrzeni rzeczywistej 1.

Zadanie 16. W przestrzeni ilorazowej E = [°°/c oblicz norme wektora [z], gdzie z = (z,,), z, = (—1)™.

Zadanie 17. W przestrzeni ilorazowej E = L*°([—1,1])/C([—1,1]) oblicz norme wektora [f], gdzie f(z) = lx—l
dlaz e [-1,1]\ {0} 1 f(0)=0

Zadanie 18. Sprawdzié, ktére z podanych ponizej funkcji sa iloczynami skalarnymi w R®:

a) S((w1,72,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + Taya;

b) S((z1,72,23), (y1,Y2,¥3)) = 2T1y1 + 3T1Y2 + 3T2y1 + T2y2 + T3Y3;
c) S((w1, 22, 23), (y1,2,Y3)) = Z- 1 %iYi + Zi,j:l ZiYjs

)) =3 Zl 1LY — Z?,j:1 TilYj-

Zadanie 19. Niech H = L*([0,1]) i M = {f € L*([0,1)): [, «f(z)dz = 0}.

d) S((xlvx%x?))? (ylay27y3

a) Pokaz, ze M jest domknieta podprzestrzenia liniowa.

b) Przedstaw wektor f(z) =1 w postaci f = far + (f — fur), gdzie far € M, f — fon € M.

¢) Znajdz odlegtosé dist(f, M).

Zadanie 20. Zastosuj w przestrzeni L?([0,1]) ortonormalizacje Grama-Schmidta do wektoréw fi(z) = x + 1

i fo(x) = x — 3 i znajdz wektor g z przestrzeni F rozpietej na wektorach fi i fo najblizej polozony wektora

f(x) = 2%

Zadanie 21. Uklad funkcji z,(t), n = 1,2,3, ..., w przedziale I C R nazywamy ukladem ortogonalnym (orto-
normalnym) z wagq p(t) w przedziale 1, o ile uktad funkcji y,, (t) = /p(t)z,(t) jest ortogonalny (ortonormalny)



w L2(I). Wykaz, ze:
a) Uklad funkcji ¢, (t) = ﬁan(t), n=12,.., gdzie L,(t) = e L-(t"e™") jest n-tym wielomianem Lagu-
erre’a (n =0,1,...) jest ortonormalny z waga p(t) = e~* w przedziale (0, 00).

—¢2

b) Uklad wielomianéw Hermite’a H,(t) = (—1)"6t2 ;; (e‘t2), n =1,2,..., jest ortogonalny z waga p(t) = e
w przedziale (—o0, 00).



