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Pionierskie rezultaty o dodatniosci

Program Griffithsa (1969): Znalez¢ dodatnie wielomiany dla
wiazek szerokich.
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Pionierskie rezultaty o dodatniosci

Program Griffithsa (1969): Znalez¢ dodatnie wielomiany dla
wiazek szerokich.

Niech c1,c2, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.
Ustalmy n,e € N. Niech P(cy,...,c.) bedzie wielomianem
stopnia n.

Moéwimy ze P jest dodatni dla wiazek szerokich, gdy dla
kazde] n-wymiarowej rozmaitosci rzutowej X

| kazde) szerokiej wiazki of rangi e na X,
deg(P(ci1(FE),...,ce(E)) > 0.

Rachunki Griffithsa: ¢1, ¢, c% — C9.

Pomytka: sadzono, ze ¢ — 2co jest dodatni, ale nie jest.
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Kleiman: wielomiany, ktore sa dodatnie dla
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Kleiman: wielomiany, ktore sa dodatnie dla
wiazek wektorowych nad powierzchniami, sa nieujemnymi

kombinacjami cs | c% — 9.
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Kleiman: wielomiany, ktore sa dodatnie dla
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Bloch-Gieseker: ¢,, jest zawsze dodatnie; wazny zwiazek z
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Schura jest dodatnie.

n=3 c3, CoC1 — C3, c:f—20201—|—03.
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Kleiman: wielomiany, ktore sa dodatnie dla
wiazek wektorowych nad powierzchniami, sa nieujemnymi

kombinacjami cs | c% — 9.

Bloch-Gieseker: ¢,, jest zawsze dodatnie; wazny zwiazek z
“Hard Lefschetz Theorem”.

Fulton-Lazarsfeld pokazali, ze wielomian jest dodatni
wtedy 1 tylko wtedy gdy jego rozwiniecie w bazie funkgji
Schura jest dodatnie.

n=3 c3, CoC1 — C3, c:f—20201—|—03.

Dla wiazek globalnie generowanych, bliski rezultat byt
uzyskany przez Usui- Tango.

Przez klasy cykli algebraicznych, bedziemy rozumieli ich
Poincaré dualne klasy w kohomologiach.
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Osobliwosci odwzorowan

Pkt zq jest punktem krytycznym (osobliwym) funkcji f(x)
jezeli f'(xg) = 0.
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Osobliwosci odwzorowan

Pkt zq jest punktem krytycznym (osobliwym) funkcji f(x)
jezeli f'(x0) = 0.
Pkt x € M jest punktem krytycznym (osobliwym)

odwzorowania rozmaitosci f : M — N jezeli ranga
dfz : TuM — Ty, N nie jest maksymalna.

Osobliwosc¢ odwzorowania: klasa réwnowaznosci kietkdw
n:(C" 0)— (C" 0) ze wzgledu na analityczne
reparametryzacje dziedziny i przeciwdziedziny.

Najprostsza osobliwo$é: Aj : z — 22

A; 2z — 2T~ osobliwoéci Morina.

Interesuje nas geometria zbioru: {x € M : f ma w x osobliwos¢ n} .

— dla ogodlnego f.
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Klasa osobliwosci

,Prawo-lewe dziatanie™: Niech k£ >> 0, Aut,, = grupa
k-dzetéw automorfizméw (C™,0). Grupa Aut,, x Aut,, dziata

na JH(C, Cp).
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Klasa osobliwosci

,Prawo-lewe dziatanie™: Niech k£ >> 0, Aut,, = grupa
k-dzetéw automorfizméw (C™,0). Grupa Aut,, x Aut,, dziata

na J*(CI, CB).
Niech > bedzie algebraicznym prawo-lewo niezmienniczym
zbiorem w J*(C™, C7) - “klasa osobliwosci”.

Prawo-lewa orbita, suma takich orbit, rodzina takich orbit:
DOMKNIECIA takich zbioréw.

M™, N™ - rozmaitodci, J*(M, N) - przestrzeh k-dzetéw
odwzorowah z M do N, j*f : M — J*(M, N) - k-dzetowe
rozszerzenie.

> definiuje ©(M, N) C J*(M,N): w mapach M ~ C™ |

N ~ C", punkt nalezy do (M, N) w.i.t.w gdy nalezy do X..
Gdy zmienimy mapy, to definiowany zbidr sie nie zmieni,
dzieki prawo-lewej niezmienniczosci ..
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od m + n zmiennych ktéry zalezy tylko od >, m I n,

taki ze dla kazdej pary rozmaitosci M™, N" | ogblnego
odwzorowania f : M — N,

Kasa S(f) = (j* )~ (S(M, V)

jest réwna T>(ci(M),...,c;m(M), frei(N), ..., fren(N)).
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Wielomian Thoma

Wdwczas istnieje uniwersalny wielomian 7> nad Z
od m + n zmiennych ktéry zalezy tylko od >, m I n,

taki ze dla kazdej pary rozmaitosci M, N™ i ogdlnego
odwzorowania f : M — N,

Klasa X(f) = (j* )7 (2(M, N))

jest réwna T>(ci(M),...,c;m(M), frei(N), ..., fren(N)).

Jezeli klasa osobliwosci ¥ jest ,stabilna” (np. domknieta ze

wzgledu na réwnowaznoéé kontaktowa), to 7> zalezy od
ci(TM — f*TN).
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Twierdzenie Riemanna-Hurwitza

Niech X bedzie domknieciem prawo-lewe] orbity osobliwosci

Ay, zadanej przez z — 2°.
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Twierdzenie Riemanna-Hurwitza

Niech X bedzie domknieciem prawo-lewe] orbity osobliwosci

Ay, zadanej przez z — 2°.

Dla kazdego odwzorowania krzywych f : M — N,
T4 (¢ (M), f*c1(N)) daje klase domkniecia zbioru punktéw
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Dla x € M, niech e, =: liczba gatezi f w x.
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zwartych powierzchni Riemanna.

Dla x € M, niech e, =: liczba gatezi f w x.

Wtedy dywizor rozgatezienia f jest réwny » (e, — 1)z.
Twierdzenie Riemanna-Hurwitza orzeka:

Y (ex—1) = 2g(M)—2—deg(f)(29(N)—2) = f*e1(N)—c1(M).

xeM

/atem: TA1 (Cl(M), f*Cl(N)) = f*cl(N) — Cl(M).
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Funkcje Schura

Alfabet A: skonczony zbiér zmiennych.
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Alfabet A: skonczony zbiér zmiennych.

|dentyfikujemy alfabet A = {aj,...,a,,} z suma
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Funkcje Schura

Alfabet A: skonczony zbiér zmiennych.

|dentyfikujemy alfabet A = {aj,...,a,,} z suma
a/l —I_ vt —I_ a/m

Wezmy inny alfabet B.

> Si(A-B)z' =] [(1-b2)/ [ [ (1-az2).

beB acA

Dla podziatu I = (0 > iy > - -+ > 15, > 0), definiujemy funkcje
Schura St(A-B) jako

S](A—B) = Sip_p+q(A—IB%>

1<p,q<h .
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Np. piszac S; = S;(A-B),
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Np. piszac S; = S;(A-B),

Sa4333(A-B) = | 51

Wzér tfaktoryzacyjny!

S7 S8
S¢  S7
Sy Sy
S3 54
So 53

Dla wiazek wektorowych E. F', S;(E-F) := S;(A —B), dla
A i B réwnych alfabetom pierwiastkéw Cherna E i F.
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Np. piszac S; = S;(A-B),

S1a333(A-B)=|S1 Sy S3 Sy S5l

Wzér tfaktoryzacyjny!

Dla wiazek wektorowych E. F', S;(E-F) := S;(A —B), dla
A i B réwnych alfabetom pierwiastkéw Cherna E i F.

Giambelli: Klasa rozmaitosci Schuberta w Grassmannianie
jest dana przez wielomian Schura od wiazki tautologiczne;
nad nim.

O dodatniodci wielomiandw Thoma — b. 9/35
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Now, f: M — N, r :=dim(N) —dim(M) + 1 > 1.

Osobliwosci Morina A;(r). Definiujemy Fr(l)(—) = S, (—)
oraz dla 7 > 2,

Fr(z)(—) = Z SJ( 20413 |+---+]1 )Sr—|—|J|,r—ji_1,...,7“—j1(_) y
J

gdzie suma jest po podziatach J C (r*™1).

Twierdzenie. Fr(l) = S, and Fr(z) = ngr 2ij,a+j,,,a_j SQ
wielomianami Thoma osobliwosci Ai(r) oraz Aa(r).
— przeformuowane klasyczne wyniki Thoma oraz Rongi.

Twierdzenie. (PP) Przypusémy, ze ¥I(f) =0 dla j > 2.
(To mowi, ze nad XL(f), jadro df : TM — f*T'N jest

wigzkg lintowg.) Wowczas dla kazdego r > 1, ﬁAi = Fr(i).



T4 = F. + H, (A. Lascoux+PP)
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7:°A3:FT+HT

Fr = ZTZﬁZ]é S<jlaj2>(

(A. Lascoux+PP)

_|_

3

)S (vt jrtiosr—jasr—j1)
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7:°A3:FT+HT

Fri= 3 s 50 S (

Hy =
Hy = 5533

(A. Lascoux+PP)

_|_

3
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_|_
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Fr= 2 sz )
Hi =0

Hy = 5533

Hs = 55441 4+ 24554

(A. Lascoux+PP)

_|_

3

)S (vt jrtiosr—jasr—j1)

Hy7 = 55885 4+ 245984 + 245993 + 8951083 + 11351093 +
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T4 = F. + H, (A. Lascoux+PP)

Fy = Zr2j12j2 S(jl,jZ)( 2]+ 3 )S(r+j1+j2,7“—j2ﬂ“—j1)
Hi =20

Hy = 5533

Hg = 55441 + 24554

Hy7 = 55885 4+ 245984 + 245993 + 8951083 + 11351093 +
300511 82 + 113510,10,1 +413511.9.1 + 96551281 + 52651110 +
1378312,9 + 3024513,8

Rozwmlec:|a w bazie funkcji Schura 7,4 nie sa znane (za
wyjatkiem r = 1,2, 3,4 — Ozer Oztiirk).



2

. Gy — (C1C3
; 2(:1(:% — 0%03 + 2c9c3 — 2c1C4
; QC%C% + c‘;’ — 2(:?03 + 2c1c9c3 — 3(:% — 50%(:4 + 9cocy — bcyc5

2.2 3

L C]C5 — C5 — 0?63 + 3cicocs + 30% — 20%04 — 3cocy

O dodatniodci wielomiandw Thoma — p. 12/35



2

. Gy — (C1C3
; 2(:1(:% — 0%03 + 2c9c3 — 2c1C4
; QC%C% + c‘;’ — 2(:%03 + 2c1c9c3 — 3(:% — 50%(:4 + 9cocy — bcyc5

2.2 3

L C]C5 — C5 — 0?63 + 3cicocs + 30% — 20%04 — 3cocy

L 592

4539 + 25991

1 16549 + 4533 + 125391 + 559292 + 259911
: 25492 + 6533 + 35321 + S2211
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Twierdzenie. (PP+A.Weber, 2006) Niech 3 bedzie

nietrywialng, stabilng klasqg osobliwosci. Wtedy dla
dowolnego podziatu I, wspotczynnik oy w

T =) asS{(T*M — f*T*N),

jest nieujemny 1 »  ay > 0.

— dla osobliwosci Thom-Boardman byta to hipoteza Fehera i

Komuvesa (2004), ktérzy wyliczyli Schurowskie rozwiniecie
wielomianu Thoma dla %7 : M™ — N+l

Dla dowolnej klasy osobliwosci 22, wspdétczynniki w

TE — Z OJI’JSI(T*M)SJ(]E*TN)

sa nieujemne.



Szkic dowodu przy pomocy twierdzenia Bertiniego:
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ze specjalizujac 7> w wiazce tautologicznej ), nie tracimy
zadnego sktadnika Schura.

|dentyfikujmy — za posrednictwem wzoru Giambelli'ego —
wielomian Schura od ) z cyklem Schuberta na
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Szkic dowodu przy pomocy twierdzenia Bertiniego:

Przy pomocy odwzorowania Veronese, realizujemy wszystkie
klasy osobliwosci w dostatecznie duzych Grassmannianach.

Ustalmy klase osobliwoéci ¥ i przedstawmy 7> w bazie
funkcji Schura.

Wezmy dostatecznie duzy Grassmannian zawierajacy > i taki,
ze specjalizujac 7> w wiazce tautologicznej ), nie tracimy
zadnego sktadnika Schura.

|dentyfikujmy — za posrednictwem wzoru Giambelli'ego —
wielomian Schura od ) z cyklem Schuberta na
Grassmannianie.

Aby wytestowalé wspdtczynnik, przetnijmy [¥] z odpowiednim
dualnym cyklem Schuberta.

Uzywajac twierdzenia Bertini-Kleimana, przesuwamy cykle w
potozenie ogdlne, | sprowadzamy problem do przeciecia
teorio-mnogosciowego, ktdre jest nieujemne.
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Niech L bedzie Lagranzowska podrozmaitoscia w liniowe]

przestrzeni symplektycznej V =W & W* wyposazonej w

standardowa forme symplektyczna.

Klasycznie, w rzeczywiste] geometrii symplektycznej, klasa
Mastova jest reprezentowana przez cykl

Y ={recl : dim(TLNW*) > 0).

Jest to zbidr osoblwosci rzutowania L — W. Jego klasa
kohomologii jest catkowita, i mod 2 jest réwna wi(T*L).

Ustalmy liczbe catkowita £ >> 0 i identifikujmy dwa kietki
Lagranzowskich podrozmaitosci jesli stopien ich stycznosci w
0 jest wiekszy niz k.

Otrzymujemy przestrzen k-dzetéw podrozmaitosci
Lagranzowskich J%(V).

Kazdy kietek Lagranzowskiej podrozmaitosci w V' jest
obrazem W via peW|en kietek symplektomorflzmu
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THV) = Aut(V)/P,

gdzie Aut(V) jest groupg k-dzetow symplektomorfizmow, a
P jest stabilizatorem W'
Oczywiscie, Grassmannian Lagranzowski LG(V') jest zawarty

w J¥(V).

Mamy tez rzutowanie J*(V) — LG(V) takie, ze L +— TyL
(ale to nie jest wiazka wektorowa dla k& > 3).

Niech H bedzie podgrupa Aut(V') skladajaca sie z
holomorficznych symplektomorfizméw zachowujacych rzut
V' — W. Lagranzowskie dzety sa Lagranzowsko réwnowazne
gdy naleza one do tej samej orbity H.

Lagranzowska klasa osobliwosct to czystowymiarowy
algebraiczny zbiér w J%(V) ktéry jest niezmienniczy ze
wzgledu na dziatanie H.

O dodatniodci wielomiandw Thoma — . 16/35



Dla alfabetu X = {z1, z,...}, definiujemy Q;(X) = ¢;(X) -
elementarna symetryczna funkcja od X stopnia i.
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Dla alfabetu X = {z1, z,...}, definiujemy Q;(X) = ¢;(X) -
elementarna symetryczna funkcja od X stopnia i.
Dla 7 > j, definiujemy

@i,j(X):Qz( )Q] Z sz—i—p( )Q] p( )

Dla podziatu I = (i1 > --- > i > 0), gdzie mozemy zatozyc,
ze h jest parzyste, definiujemy

Q;(X) = Pfaffian(Q; ; (X)).

p_(nn_l 71)



Niech c1,ca, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.
|dentyfikujemy Z|c1, co, . ..] z pierscieniem funkgji
symetrycznych od X.
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Niech c1,ca, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.

|dentyfikujemy Z|c1, co, . ..] z pierscieniem funkgji
symetrycznych od X.
Dla podziatu I, oznaczamy przez QQ; € Z|c1, c2, . ..] wielomian

odpowiadajacy @](X) Dla wiazki wektorowej E, ktadziemy
@[(E) = @[(X), gdzie X sa pierwiastkami Cherna F.



Niech c1,ca, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.
|dentyfikujemy Z|c1, co, . ..] z pierscieniem funkgji
symetrycznych od X.

Dla podziatu I, oznaczamy przez @[ € Z|cy,ca, .. .| wielomian
odpowiadajacy @](X) Dla wiazki wektorowej E/, ktadziemy
Q;(E) := Q;(X), gdzie X sa pierwiastkami Cherna E.

Przypuscmy, ze dana jest flaga Vo : VicVo C.---CV,CV
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim V; = 1.



Niech c1,ca, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.

|dentyfikujemy Z|c1, co, . ..] z pierscieniem funkgji
symetrycznych od X.
Dla podziatu I, oznaczamy przez QQ; € Z|c1, c2, . ..] wielomian

odpowiadajacy @](X) Dla wiazki wektorowej E, ktadziemy
Qr(F) = Q;(X), gdzie X sa pierwiastkami Cherna F.
Przypuscmy, ze dana jest flaga Vo : VicVo C.---CV,CV
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim V; = 1.

Dla ostrego podziatu I C p, tzn. [ = (n >1i; > --- > ip, > 0),
definujemy

Qr(Ve) ={L € LG(V) : dim(LNVpt1-i,) >p, p=1,...,h}.



Niech c1,ca, ... beda zmiennymi oraz deg(c;) = 1.

|dentyfikujemy Z|c1, co, . ..] z pierscieniem funkgji
symetrycznych od X.
Dla podziatu I, oznaczamy przez QQ; € Z|c1, c2, . ..] wielomian

odpowiadajacy @](X) Dla wiazki wektorowej E, ktadziemy
Qr(F) = Q;(X), gdzie X sa pierwiastkami Cherna F.
Przypuscmy, ze dana jest flaga Vo : VicVo C.---CV,CV
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim V; = 1.

Dla ostrego podziatu I C p, tzn. [ = (n >1i; > --- > ip, > 0),
definujemy

Qr(Ve) ={L € LG(V) : dim(LNVpt1-i,) >p, p=1,...,h}.

Twierdzenie. (PP, 1986) Q; = @I(R*), gdzie R jest
podwigzkg tautologiczng nad LG(V).



Lagranzowska klasa osobliwosci ¥ c J%(V) definiuje klase
kohomologii

Y] e HY(J*(V),Z) = H(LG(V),Z).



Lagranzowska klasa osobliwosci ¥ c J%(V) definiuje klase
kohomologii

Y] e HY(T*(V),Z) >~ H*(LG(V),Z).

Przypuscmy, ze ta klasa jest rowna > ;o @[(R*) , gdzie
suma jest po ostrych podziatach I C p i oy € Z (jest wazne
ze uzywamy wiazki R*).



Lagranzowska klasa osobliwosci ¥ c J%(V) definiuje klase
kohomologii

Y] e HY(T*(V),Z) >~ H*(LG(V),Z).

Przypuscmy, ze ta klasa jest rowna > ;o @[(R*) , gdzie
suma jest po ostrych podziatach I C p i oy € Z (jest wazne
ze uzywamy wiazki R*).

Wowczas T := > ;a; Q; jest wielomianem Thoma
stowarzyszonym z Lagranzowska klasa osobliwosci ..



Lagranzowska klasa osobliwosci ¥ c J%(V) definiuje klase
kohomologii

Y] e HY(T*(V),Z) >~ H*(LG(V),Z).

Przypuscmy, ze ta klasa jest rowna > ;o @[(R*) , gdzie
suma jest po ostrych podziatach I C p i oy € Z (jest wazne
ze uzywamy wiazki R*).

Wowczas T := > ; ar Q; jest wielomianem Thoma
stowarzyszonym z Lagranzowska klasa osobliwosci ..

Twierdzenie. (M.Mikosz+PP+A. Weber, 2007) Dla
kazdej Lagranzowskiej klasy osobliwosci 33, je7 wielomian
Thoma T jest nieujemng kombinacjg Q-funcii.



Troche geometrii Lezandrowskie)

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).
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Troche geometrii Lezandrowskiej

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami

wektorowymi wymiaru n (odp. 1).
Standarowa przestrzen symplektyczna V =W @ (W* ® £).



Troche geometrii Lezandrowskiej

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami

wektorowymi wymiaru n (odp. 1).
Standarowa przestrzen symplektyczna V =W @ (W* ® &).

wyposazona w skrecona forme symplektyczna w € A?V* ® €.
Mamy podrozmaitosci Lagranzowskie (kietki przez 0).



Troche geometrii Lezandrowskiej

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).

Standarowa przestrzen symplektyczna V =W @ (W* ® &).
wyposazona w skrecona forme symplektyczna w € A?V* ® €.
Mamy podrozmaitosci Lagranzowskie (kietki przez 0).
Standardowa przestrzen kontaktowa wyposazona w forme
kontaktowq o,

Val=WoepW & €.



Troche geometrii Lezandrowskiej

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).

Standarowa przestrzen symplektyczna V =W @ (W* ® &).
wyposazona w skrecona forme symplektyczna w € A?V* ® €.
Mamy podrozmaitosci Lagranzowskie (kietki przez 0).
Standardowa przestrzen kontaktowa wyposazona w forme
kontaktowq o,

Val=WoepW & €.

Podrozmaitosci Lezandrowskie V' & £ to rozmaitosci wymiaru
n, ktérych przestrzenie styczne sa zawarte w Ker(a).



Troche geometrii Lezandrowskiej

Ustalmy n € N. Niech W (odp. &) beda przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).

Standarowa przestrzen symplektyczna V =W @ (W* ® &).
wyposazona w skrecona forme symplektyczna w € A?V* ® €.
Mamy podrozmaitosci Lagranzowskie (kietki przez 0).
Standardowa przestrzen kontaktowa wyposazona w forme
kontaktowq o,

Val=WoepW & €.

Podrozmaitosci Lezandrowskie V' & £ to rozmaitosci wymiaru
n, ktérych przestrzenie styczne sa zawarte w Ker(a).

Kazda Lezandrowska podrozmaitos¢ w V' ¢ £ jest wyznaczona
przez swo] Lagranzowski rzut do V' oraz kazda Lagranzowska
podrozmaitos¢ w V' podnosi sie do podrozmaitosci
Lezandrowskiej w V' & &.



Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.
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Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.

Dwie podrozmaitosci Lagranzowskie, gdy sa w potozeniu
ogdlnym, to przecinaja sie transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga by¢ podzielone na Lezandrowskie klasy
osobliwosci.
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Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.

Dwie podrozmaitosci Lagranzowskie, gdy sa w potozeniu
ogdlnym, to przecinaja sie transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga by¢ podzielone na Lezandrowskie klasy
osobliwosci.

Grupa symplektomorfizméw V' dziata na zbiorze par
podrozmaitosci Lagranzowskich.
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Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.

Dwie podrozmaitosci Lagranzowskie, gdy sa w potozeniu
ogdlnym, to przecinaja sie transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga by¢ podzielone na Lezandrowskie klasy
osobliwosci.

Grupa symplektomorfizméw V' dziata na zbiorze par
podrozmaitosci Lagranzowskich.

Lemat. Kazda para podrozmaitosct Lagranzowskich jest
rownowazna parze (L1, Lo) takiej, ze Ly jest
podprzestrzeniq lintowq oraz TyLe = W .
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Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.

Dwie podrozmaitosci Lagranzowskie, gdy sa w potozeniu
ogdlnym, to przecinaja sie transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga by¢ podzielone na Lezandrowskie klasy
osobliwosci.

Grupa symplektomorfizméw V' dziata na zbiorze par
podrozmaitosci Lagranzowskich.

Lemat. Kazda para podrozmaitosct Lagranzowskich jest
rownowazna parze (L1, Lo) takiej, ze Ly jest
podprzestrzeniq lintowq oraz TyLe = W .

Dostajemy 2 typy podrozmaitosci Lagranzowskich:
podprzestrzenie liniowe,
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Bedziemy pracowac z parami podrozmaitosci Lagranzowskich
| starali sie klasyfikowa¢ ich mozliwe relatywne pozycje.

Dwie podrozmaitosci Lagranzowskie, gdy sa w potozeniu
ogdlnym, to przecinaja sie transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga by¢ podzielone na Lezandrowskie klasy
osobliwosci.

Grupa symplektomorfizméw V' dziata na zbiorze par
podrozmaitosci Lagranzowskich.

Lemat. Kazda para podrozmaitosct Lagranzowskich jest
rownowazna parze (L1, Lo) takiej, ze Ly jest
podprzestrzeniq lintowq oraz TyLe = W .

Dostajemy 2 typy podrozmaitosci Lagranzowskich:
podprzestrzenie liniowe,

podrozmaitosct, ktorych przestrzen styczna w 0 jest rowna
W sa one wykresami rézniczek funkcji f: W — & takimi ze
df (0) = 0 and d?f(0) = 0.



Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.
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Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.

Niech 7 : J*(W,¢) — LG(V,w) bedzie rzutowaniem.



Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.

Niech 7 : J*(W,¢) — LG(V,w) bedzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wiazka wektorowa z witéknem

DS Sym' (W) @ €.



Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.

Niech 7 : J*(W,¢) — LG(V,w) bedzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wiazka wektorowa z witéknem

DS Sym' (W) @ €.

Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmow
(dyfeomorfizmoéw kontaktowych) V & &.



Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.

Niech 7 : J*(W,¢) — LG(V,w) bedzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wiazka wektorowa z witéknem

k+1 -
B Sym' (W) @ &.
Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmow
(dyfeomorfizmoéw kontaktowych) V & &.

Przez Lezandrowskq klase osobliwoSct rozumiemy
algebraiczny podzbiér ¥ ¢ J#(C", C) niezmienniczy ze
wzgledu na holomorficzne kontaktomorfizmy C*+1.



Niech J%(W, €) bedzie zbiorem par (L1, L) k-dzetéw
Lagranzowskich podrozmaitosci w V' takich ze L jest
przestrzenia liniowa | ToyLo = W.

Niech 7 : JH(W, &) — LG(V,w) bedzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wiazka wektorowa z witéknem

k+1 -
B Sym' (W) @ ¢,
Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmoéw
(dyfeomorfizmoéw kontaktowych) V & &.

Przez Lezandrowskq klase osobliwoSct rozumiemy
algebraiczny podzbiér ¥ ¢ J#(C", C) niezmienniczy ze
wzgledu na holomorficzne kontaktomorfizmy C*+1.

Dodatkowo, zaktadamy, ze X jest stabilny ze wzgledu na
zwiekszanie wymiaru W.



Wiazka dzetéw J5(WV, €)

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, W zespolona
wiazka rangi n nad X oraz £ zespolona wiazka liniowa nad X.
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Wiazka dzetéw J5(WV, €)

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, W zespolona
wiazka rangi n nad X oraz £ zespolona wiazka liniowa nad X.
Niech 7 : LG(V,w) — X oznacza wiazke Lagranzowskich
Grassmannianéw parametryzujaca liniowe podrozmaitosci w
Ve, x € X.
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Wiazka dzetéw J5(WV, €)

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, W zespolona
wiazka rangi n nad X oraz £ zespolona wiazka liniowa nad X.
Niech 7 : LG(V,w) — X oznacza wiazke Lagranzowskich
Grassmannianéw parametryzujaca liniowe podrozmaitosci w
Ve, x € X. Mamy relatywna wersje

m: JFW,€) — LG(V,w).



Wiazka dzetéw J5(WV, €)

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, W zespolona
wiazka rangi n nad X oraz £ zespolona wiazka liniowa nad X.
Niech 7 : LG(V,w) — X oznacza wiazke Lagranzowskich
Grassmannianéw parametryzujaca liniowe podrozmaitosci w
Ve, x € X. Mamy relatywna wersje

m: JFW,€) — LG(V,w).

Przestrzen jk(W, ) rozwidknia sie nad X. Jest réowna:

k+1
TEW,€) = 1 (@Sym W*)®§>



Wiazka dzetéw J%(WV, ¢)

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, W zespolona
wiazka rangi n nad X oraz £ zespolona wiazka liniowa nad X.
Niech 7 : LG(V,w) — X oznacza wiazke Lagranzowskich
Grassmannianéw parametryzujaca liniowe podrozmaitosci w
Ve, x € X. Mamy relatywna wersje

m: JFW,€) — LG(V,w).

Przestrzen J%(W, &) rozwtdknia sie nad X. Jest réwna:

k+1
TEW,€) = 1 (@Sym W*)®§>

Poniewaz zmiany wspétrzednych W i1 ¢ indukuja
holomorficzne kontaktomorfizmy V @ &, kazda Lezandrowska
klasa osobliwoéci ¥ wyznacza S(W, &) c JF(W, ).



Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.
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Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.

Forma symplektyczna w indukuje izomorfizm V = V* ® €.
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Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.

Forma symplektyczna w indukuje izomorfizm V = V* ® €.

Na LG(V,w) mamy ciag tautologiczny wiazek:
0>R—>V —>R"®&— 0.




Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.

Forma symplektyczna w indukuje izomorfizm V = V* ® €.

Na LG(V,w) mamy ciag tautologiczny wiazek:
0 —>R—-V >R"®&— 0.

Rozwazmy wiazke wirtualng A .= W* ® § — Ryy.




Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.

Forma symplektyczna w indukuje izomorfizm V = V* ® €.

Na LG(V,w) mamy ciag tautologiczny wiazek:
0 —>R—-V >R"®&— 0.

Rozwazmy wiazke wirtualng A .= W* ® § — Ryy.

Mamy relacje: A+ A*® & = 0.



Tautologiczna wiazka wektorowa nad LG(V,w) bedzie
oznaczana przez Ry ¢ albo R.

Forma symplektyczna w indukuje izomorfizm V = V* ® €.

Na LG(V,w) mamy ciag tautologiczny wiazek:
0 —>R—-V >R"®&— 0.

Rozwazmy wiazke wirtualng A .= W* ® § — Ryy.

Mamy relacje: A+ A*® & = 0.

Klasy Cherna a; = ¢;(A) generuja

H*(LG(V,w),Z) = H*(JF(W,€),Z) jako algebre nad
H*(X,7Z).



Niech X = P", £ = O(1) oraz niech W = 1" bedzie trywialna
wiazka rangi n.

O dodatniodci wielomiandw Thoma — b. 25/35



Niech X = P", £ = O(1) oraz niech W = 1" bedzie trywialna
wiazka rangi n.

Wéwczas H*(LG(V,w),Z) = H*(J*(W,€),Z) jest
izomorficzny z pierscieniem Lezandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiekszych niz n.



Niech X = P", £ = O(1) oraz niech W = 1" bedzie trywialna
wiazka rangi n.

Wéwczas H*(LG(V,w),Z) = H*(J*(W,€),Z) jest
izomorficzny z pierscieniem Lezandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiekszych niz n.

Element [S(W, €)] of H*(J*(W, €),Z), nazywany jest
Lezandrowskim wielomianem Thoma ..



Niech X = P", £ = O(1) oraz niech W = 1" bedzie trywialna
wiazka rangi n.

Wéwczas H*(LG(V,w),Z) = H*(J*(W,€),Z) jest
izomorficzny z pierscieniem Lezandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiekszych niz n.

Element [S(W, €)] of H*(J*(W, €),Z), nazywany jest
Lezandrowskim wielomianem Thoma X.
| czesto oznaczany 7 *. Wyrazony jest w terminach a; and

s =c1(£).



Niech X = P", £ = O(1) oraz niech W = 1" bedzie trywialna
wiazka rangi n.

Wéwczas H*(LG(V,w),Z) = H*(J*(W,€),Z) jest
izomorficzny z pierscieniem Lezandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiekszych niz n.

Element [S(W, €)] of H*(J*(W, €),Z), nazywany jest
Lezandrowskim wielomianem Thoma X.
| czesto oznaczany 7 *. Wyrazony jest w terminach a; and

s =c1(£).

Twierdzenie. (M. Mikosz+PP+A. Weber, 2010) Istnieje
I-parametrowa rodzina baz (w pierscieniu Lezandrowskich
klas charakterystycznych) taka, Ze kazdy LeZandrowsksi

wielomian Thoma T* ma dodatnie rozwiniecie w kazdej
bazie z tej rodziny.



Niech &, a1, a9, ..., o, beda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W= @@ a;, Vi=Wo (W' ®C§.
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Niech &, a1, a9, ..., o, beda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W= @@ a;, Vi=Wo (W' ®C§.

Mamy forme symplektyczna w zdefiniowana na V' o
wartosciach w &. LG(V,w) jest przestrzenia jednorodna dla
grupy symplektycznej Sp(V,w) C End(V).



Niech &, a1, a9, ..., o, beda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W= @@ a;, Vi=Wo (W' ®C§.

Mamy forme symplektyczna w zdefiniowana na V' o
wartosciach w &. LG(V,w) jest przestrzenia jednorodna dla
grupy symplektycznej Sp(V,w) C End(V).

Ustalmy dwie “przeciwne” standardowe izotropowe flagi w V':

h h
F};r ::@ai, F- I:@C)&Z_i+1®f, (h=1,2,...,n)
i=1 i=1



Niech &, a1, a9, ..., o, beda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W= @@ a;, Vi=Wo (W' ®C§.

Mamy forme symplektyczna w zdefiniowana na V' o
wartosciach w &. LG(V,w) jest przestrzenia jednorodna dla
grupy symplektycznej Sp(V,w) C End(V).

Ustalmy dwie “przeciwne” standardowe izotropowe flagi w V':

h h
Fi;r ::@ai, F- ::@&Z_Hl@f, (h=1,2,...,n)
i=1 i=1

Rozwazmy dwie grupy Borela B* C Sp(V,w), zachowujace
flagi F&. Orbity B* w LG(V,w) daja dwa “przeciwne”
rozktady komdrkowe {Q(F:F, &)} przestrzeni LG(V,w),
indeksowane przez ostre podziaty.



Wszystko jest funktorialne ze wzgledu na automorfizmy ¢ |
a;'s, (tworza one torus (C*)"™1). Zatem konstrukcja
rozktadow komorkowych moze by¢ powtdrzona dla wiazek &
oraz {a;}_; nad dowolna baza X. Dostajemy wiazke
Lagranzowskich Grassmannianéw: 7: LG(V,w) — X.
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Wszystko jest funktorialne ze wzgledu na automorfizmy ¢ |
a;'s, (tworza one torus (C*)"™1). Zatem konstrukcja
rozktadow komorkowych moze by¢ powtdrzona dla wiazek &
oraz {a;}_; nad dowolna baza X. Dostajemy wiazke
Lagranzowskich Grassmannianéw: 7: LG(V,w) — X.
LG(V,w) posiada dwie (relatywne) stratyfikacje

{Q(FF ) — X}

Zatézmy, ze X = G /P jest rozmaitoscia zwarta, jednorodna
ze wzgledu ma dziatanie grupy G. Wéwczas X posiada
algebraiczny rozktad komérkowy {o)}. Dwa rozktady
komérkowe LG(V,w):

ZA =7 (o)) NQFE, ).



Twierdzenie. Zatozmy, ze wigzka wektorowa J jest
globalnie generowana. Wowczas, w J, przeciecie (W, €) z

domknig¢ciem kazdego m—(Z7,) jest reprezentowane przez
cykl dodatna.
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domknieciem kazdego w1 (Z7,) jest reprezentowane przez
cykl dodatna.

Bedziemy stosowac to twierdzenie gdy wszystkie a; sa rowne
tej samej wiazce « (tzn. W = a®™) oraz o™ ® £ bedzie
globalnie generowane dla m > 3.
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Twierdzenie. Zatozmy, ze wigzka wektorowa J jest
globalnie generowana. Wowczas, w J, przeciecie (W, €) z

domknig¢ciem kazdego m—(Z7,) jest reprezentowane przez
cykl dodatna.

Bedziemy stosowac to twierdzenie gdy wszystkie a; sa rowne
tej samej wiazce « (tzn. W = a®™) oraz o™ ® £ bedzie
globalnie generowane dla m > 3.

Rozwazmy nastepujace trzy sytuacje: baza to zawsze X = P"
oraz

{1 = 0(-2), ap = O(-1),
5220(1), 042:]_,
£ = 0(-3), ag = 0(—1),

Otrzymujemy wiazki symplektyczne V; = af" @ (af @ &)®"

1

ze skreconymi formami symplektycznymi w; dla 7 =.1.2 3
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Zeby objac¢ wszystkie trzy sytuacje, rozwazamy produkt
X =P"xP"
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Zeby objac¢ wszystkie trzy sytuacje, rozwazamy produkt
X = P" x P" | ktadziemy

W= piO(-1)"",  §:=piO(=3) ® p50(1),

gdzie p; : X — P", i =1, 2 sa rzutowaniami.
Obcinajac wiazki W oraz £ do przekatnej albo do faktordw,
otrzymujemy powyzsze trzy sytuacje.

Przestrzen LG(V,w) posiada rozktad komérkowy Z; . Baza

dualna kohomologii (w sensie algebry liniowej) bedzie
oznaczona przez:

€l.ab — [Z[_,a,b] "

- +
Ta baza jest reprezentowana przez 2l ab-

Mamy er o = €1,0,0 U?US Ooraz €r 0,0 = [QI(FO—'_a §)].
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech ¥ bedzie
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech ¥ bedzie

Lezandrowskg klasg osobliwosci. Wowczas [X(W, &) ma
nieujemne wspotczynnikt w bazie {er qp}-

Wiazka J jest tu g.g. (wiec przeciecia w J sa nieujemne):
P (@ sy o) =

()55 Sym? (1) @ piO(j-3) © p30(1))
Niech > bedzie Lezandrowska klasa osobliwosci. Jej wielomian

Thoma wyrazony w klasach Cherna A=W*® & — R i
c1(&) = vg — 3v1, jest nieujemna kombinacja

TH =2 Arab eran =Y aslu (RO},

I.a,b I.a.b



Chcemy znalez¢ addytywna baze pierscienia Lezandrowskich
klas charakterystycznych taka ze kazdy Lezandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna kombinacja elementow
bazowych.
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klas charakterystycznych taka ze kazdy Lezandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna kombinacja elementow

bazowych.
Wezmy pare liczb catkowitych p, q.

g(p,Q) _ g@P R 5?‘1

a = aP?) = ozég)p ® oz?q = a?q
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Chcemy znalez¢ addytywna baze pierscienia Lezandrowskich
klas charakterystycznych taka ze kazdy Lezandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna kombinacja elementow

bazowych.
Wezmy pare liczb catkowitych p, q.

g(p,Q) _ g@P R 5?‘1

a = aP?) = ozég)p ® Oz?q = a?q
Podzielmy H*(LG(V,w), Q) przez relacje: ¢ - vy =p - v9
czyli specjalizujac: vi = p-t, v9 = q - t, otrzymujemy pierscien
H*(LG(VPD) ,(P9)) Q) izomorficzny z pierécienim
Lezandrowskich klas charakterstycznych do stopnia n (o ile
c1(§) = vo — 3y nie specjalizuje sie do 0.)
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zalezna od parametru p/q.
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oraz ¢ do przekatnej w P™ x P".




Twierdzenie. Jesli p 1 q sg nieujemne, ¢ — 3p # 0, to
wielomian Thoma jest nieujemng kombinacjq elementow

Q(FF, &)t s.

Rodzina [Q7(Fy", €)]t* jest jednoparametrowa rodzina baz
zalezna od parametru p/q.

Przypadek 1. & = O(—2), a1 = O(—1). To odpowiada
wartosci parametru 1; p=1and ¢g=1; v; = v = t.
Geometrycznie to oznacza, ze studiujemy obciecie wiazek W
oraz ¢ do przekatnej w P™ x P".

Twierdzenie. Wielomian Thoma Lagranzowskiej klasy
osobliwosct jest kombinacja:

=3 ar; QA )

720 1

Tutaj t = %cl (&), I C p, oraz ag; sa me]emnymz liczbams
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Stwierdzenie. Niech t = v1 = vo. Dla niepustej
Lezandrowskiej klasy osobliwosci X2, Lagranzowsk:

wielomian Thoma (czyli T dlat = 0) jest niezerowy.
(Zatem takie T* jest niezerowy.)



Stwierdzenie. Niech t = v1 = vo. Dla niepustej
Lezandrowskiej klasy osobliwosci X2, Lagranzowsk:

wielomian Thoma (czyli T dlat = 0) jest niezerowy.
(Zatem takie T* jest niezerowy.)

Kazarian: Klasyfikacja osobliwosci Lezandrowskich jest
rownolegta do klasyfikacji osobliwosci punktéw krytycznych
odwzorowan ze wzgledu na stabilna prawa réwnowaznosc.
Dla Lezandrowskie] klasy osobliwosci > rozwazmy
stowarzyszona klase osobliwosci odwzorowan f: M — C' z
n-wymiarowych rozmaitosci do krzywych. Oznaczmy

stowarzyszony wielomian przez Tp>.
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Stwierdzenie. Niech t = v1 = vo. Dla niepustej
Lezandrowskiej klasy osobliwosci X2, Lagranzowsk:

wielomian Thoma (czyli T dlat = 0) jest niezerowy.
(Zatem takie T* jest niezerowy.)

Kazarian: Klasyfikacja osobliwosci Lezandrowskich jest
rownolegta do klasyfikacji osobliwosci punktéw krytycznych
odwzorowan ze wzgledu na stabilna prawa réwnowaznosc.
Dla Lezandrowskie] klasy osobliwosci > rozwazmy
stowarzyszona klase osobliwosci odwzorowan f: M — C' z
n-wymiarowych rozmaitosci do krzywych. Oznaczmy

stowarzyszony wielomian przez Tp>.
Mamy

Tp™ =T% - eo(T*M @ f*TC).

Wiemy, ze Tp> jest niezerowy. Pokazuje sie, ze Tp* po
specializacji f*TC' =1 i1.e. t =0, tez jest niezerowy. Teza
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Ciekawa hipoteza o dodatniosci

Hipoteza Greena-Griffithsa: Kazda rzutowa rozmaitosé
ogodlnego typu zawiera wtasciwa podrozmaitos¢ Y C X taka

ze obrazy wszystkich niestatych catkowitych krzywych
holomorficznych f: C — X lezaw Y.
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Ciekawa hipoteza o dodatniosci

Hipoteza Greena-Griffithsa: Kazda rzutowa rozmaitosé
ogodlnego typu zawiera wtasciwa podrozmaitos¢ Y C X taka
ze obrazy wszystkich niestatych catkowitych krzywych
holomorficznych f: C — X lezaw Y.

Siu: Dla hiperpowierzchni X w przestrzeni rzutowej, hipoteza
GG jest prawdziwa, gdy deg(X) >> 0.

Hipoteza Rimanyi: Wielomiany Thoma dla A;(r) maja
dodatnie rozwiniecie w bazie jednomianéw od klas Cherna.
OK dla: Al, AQ, Ag, A4.

Twierdzenie Berczi: Zatézmy, ze hipoteza R jest prawdziwa.
Woéwczas dla ogdlnej hiperpowierzchni X C P"**!, hipoteza
GG zachodzi dla deg(X) > n®.



KONIEC
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