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wia̧zek szerokich.
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wia̧zek szerokich.
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każdej n-wymiarowej rozmaitości rzutowej X
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Niech c1, c2, . . . bȩda̧ zmiennymi oraz deg(ci) = i.

Ustalmy n, e ∈ N. Niech P (c1, . . . , ce) bȩdzie wielomianem
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i każdej szerokiej wia̧zki of rangi e na X,
deg(P (c1(E), . . . , ce(E)) > 0.

Rachunki Griffithsa: c1, c2, c21 − c2.

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 2/35



Pionierskie rezultaty o dodatniości
Program Griffithsa (1969): Znaleźć dodatnie wielomiany dla
wia̧zek szerokich.

Niech c1, c2, . . . bȩda̧ zmiennymi oraz deg(ci) = i.

Ustalmy n, e ∈ N. Niech P (c1, . . . , ce) bȩdzie wielomianem
stopnia n.

Mówimy że P jest dodatni dla wia̧zek szerokich, gdy dla
każdej n-wymiarowej rozmaitości rzutowej X
i każdej szerokiej wia̧zki of rangi e na X,
deg(P (c1(E), . . . , ce(E)) > 0.

Rachunki Griffithsa: c1, c2, c21 − c2.

Pomy lka: sa̧dzono, że c21 − 2c2 jest dodatni, ale nie jest.
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wia̧zek wektorowych nad powierzchniami, sa̧ nieujemnymi
kombinacjami c2 i c21 − c2.

Bloch-Gieseker: cn jest zawsze dodatnie; ważny zwia̧zek z
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“Hard Lefschetz Theorem”.

Fulton-Lazarsfeld pokazali, że wielomian jest dodatni
wtedy i tylko wtedy gdy jego rozwiniȩcie w bazie funkcji
Schura jest dodatnie.

n = 3 c3, c2c1 − c3, c31 − 2c2c1 + c3.
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uzyskany przez Usui-Tango.
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Kleiman: wielomiany, które sa̧ dodatnie dla
wia̧zek wektorowych nad powierzchniami, sa̧ nieujemnymi
kombinacjami c2 i c21 − c2.

Bloch-Gieseker: cn jest zawsze dodatnie; ważny zwia̧zek z
“Hard Lefschetz Theorem”.

Fulton-Lazarsfeld pokazali, że wielomian jest dodatni
wtedy i tylko wtedy gdy jego rozwiniȩcie w bazie funkcji
Schura jest dodatnie.

n = 3 c3, c2c1 − c3, c31 − 2c2c1 + c3.

Dla wia̧zek globalnie generowanych, bliski rezultat by l
uzyskany przez Usui-Tango.

Przez klasy cykli algebraicznych, bȩdziemy rozumieli ich
Poincaré dualne klasy w kohomologiach.
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Osobliwości odwzorowań
Pkt x0 jest punktem krytycznym (osobliwym) funkcji f(x)
jeżeli f ′(x0) = 0.
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reparametryzacje dziedziny i przeciwdziedziny.

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 4/35



Osobliwości odwzorowań
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Osobliwości odwzorowań
Pkt x0 jest punktem krytycznym (osobliwym) funkcji f(x)
jeżeli f ′(x0) = 0.

Pkt x ∈ M jest punktem krytycznym (osobliwym)
odwzorowania rozmaitości f : M → N jeżeli ranga
dfx : TxM → Tf(x)N nie jest maksymalna.

Osobliwość odwzorowania: klasa równoważności kie lków
η : (Cm, 0) → (Cn, 0) ze wzglȩdu na analityczne
reparametryzacje dziedziny i przeciwdziedziny.

Najprostsza osobliwość: A1 : z 7→ z2.

Ai : z 7→ zi+1 - osobliwości Morina.

Interesuje nas geometria zbioru: {x ∈ M : f ma w x osobliwość η} .

– dla ogólnego f .
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Klasa osobliwości

”
Prawo-lewe dzia lanie”: Niech k >> 0, Autn = grupa
k-dżetów automorfizmów (Cn, 0). Grupa Autm ×Autn dzia la

na J k(Cm
0 ,Cn

0 ).
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DOMKNIȨCIA takich zbiorów.

Mm, Nn - rozmaitości, J k(M,N) - przestrzeń k-dżetów
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Prawo-lewa orbita, suma takich orbit, rodzina takich orbit:
DOMKNIȨCIA takich zbiorów.

Mm, Nn - rozmaitości, J k(M,N) - przestrzeń k-dżetów

odwzorowań z M do N , jkf : M → J k(M,N) - k-dżetowe
rozszerzenie.

Σ definiuje Σ(M,N) ⊂ J k(M,N): w mapach M ≃ Cm i
N ≃ Cn, punkt należy do Σ(M,N) w.i.t.w gdy należy do Σ.
Gdy zmienimy mapy, to definiowany zbiór siȩ nie zmieni,
dziȩki prawo-lewej niezmienniczości Σ.
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taki że dla każdej pary rozmaitości Mm, Nn i ogólnego
odwzorowania f : M → N ,

klasa Σ(f) = (jkf)−1(Σ(M,N))

jest równa T Σ(c1(M), . . . , cm(M), f∗c1(N), . . . , f∗cn(N)).
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Wielomian Thoma

Wówczas istnieje uniwersalny wielomian T Σ nad Z

od m+ n zmiennych który zależy tylko od Σ, m i n,

taki że dla każdej pary rozmaitości Mm, Nn i ogólnego
odwzorowania f : M → N ,

klasa Σ(f) = (jkf)−1(Σ(M,N))

jest równa T Σ(c1(M), . . . , cm(M), f∗c1(N), . . . , f∗cn(N)).

Jeżeli klasa osobliwości Σ jest
”
stabilna” (np. domkniȩta ze

wzglȩdu na równoważność kontaktowa̧), to T Σ zależy od
ci(TM − f∗TN).
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Twierdzenie Riemanna-Hurwitza
Niech Σ bȩdzie domkniȩciem prawo-lewej orbity osobliwości
A1, zadanej przez z 7→ z2.
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Dla każdego odwzorowania krzywych f : M → N ,
T A1(c1(M), f∗c1(N)) daje klasȩ domkniȩcia zbioru punktów
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Dla każdego odwzorowania krzywych f : M → N ,
T A1(c1(M), f∗c1(N)) daje klasȩ domkniȩcia zbioru punktów
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Ale to domkniȩcie to zbiór wszystkich punktów krytycznych f
- dywizor rozga lȩzienia
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Twierdzenie Riemanna-Hurwitza
Niech Σ bȩdzie domkniȩciem prawo-lewej orbity osobliwości
A1, zadanej przez z 7→ z2.
Dla każdego odwzorowania krzywych f : M → N ,
T A1(c1(M), f∗c1(N)) daje klasȩ domkniȩcia zbioru punktów
M w których f ma osobliwość A1.
Ale to domkniȩcie to zbiór wszystkich punktów krytycznych f
- dywizor rozga lȩzienia
Niech f : M → N bȩdzie surjektywnym odwzorowaniem
zwartych powierzchni Riemanna.
Dla x ∈ M , niech ex =: liczba ga lȩzi f w x.
Wtedy dywizor rozga lȩzienia f jest równy

∑
(ex − 1)x.

Twierdzenie Riemanna-Hurwitza orzeka:
∑

x∈M

(ex−1) = 2g(M)−2−deg(f)
(
2g(N)−2

)
= f∗c1(N)−c1(M).

Zatem: T A1(c1(M), f∗c1(N)) = f∗c1(N)− c1(M).
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Funkcje Schura
Alfabet A: skończony zbiór zmiennych.
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Identyfikujemy alfabet A = {a1, . . . , am} z suma̧
a1 + · · ·+ am.
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Funkcje Schura
Alfabet A: skończony zbiór zmiennych.
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Alfabet A: skończony zbiór zmiennych.

Identyfikujemy alfabet A = {a1, . . . , am} z suma̧
a1 + · · ·+ am.

Weźmy inny alfabet B.

∑
Si(A−B)zi =

∏

b∈B

(1−bz)/
∏

a∈A

(1−az) .

Dla podzia lu I = (0 ≥ i1 ≥ · · · ≥ ih ≥ 0), definiujemy funkcjȩ
Schura SI(A−B) jako

SI(A−B) :=
∣∣∣Sip−p+q(A−B)

∣∣∣
1≤p,q≤h

.
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Np. pisza̧c Si = Si(A−B),
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Np. pisza̧c Si = Si(A−B),

S44333(A−B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S4 S5 S6 S7 S8

S3 S4 S5 S6 S7

S1 S2 S3 S4 S5

1 S1 S2 S3 S4

0 1 S1 S2 S3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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.

Wzór faktoryzacyjny!
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Np. pisza̧c Si = Si(A−B),

S44333(A−B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S4 S5 S6 S7 S8

S3 S4 S5 S6 S7

S1 S2 S3 S4 S5

1 S1 S2 S3 S4

0 1 S1 S2 S3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Wzór faktoryzacyjny!

Dla wia̧zek wektorowych E,F , SI(E−F ) := SI(A− B), dla
A i B równych alfabetom pierwiastków Cherna E i F.

Giambelli: Klasa rozmaitości Schuberta w Grassmannianie
jest dana przez wielomian Schura od wia̧zki tautologicznej
nad nim.
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Now, f : M → N , r := dim(N)− dim(M) + 1 ≥ 1.
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Now, f : M → N , r := dim(N)− dim(M) + 1 ≥ 1.

Osobliwości Morina Ai(r). Definiujemy F
(1)
r (−) = Sr(−)

oraz dla i ≥ 2,

F
(i)
r (−) :=

∑

J

SJ( 2 + 3 + · · ·+ i )Sr+|J |,r−ji−1,...,r−j1(−) ,
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(1)
r (−) = Sr(−)

oraz dla i ≥ 2,

F
(i)
r (−) :=

∑

J

SJ( 2 + 3 + · · ·+ i )Sr+|J |,r−ji−1,...,r−j1(−) ,

gdzie suma jest po podzia lach J ⊂ (ri−1).

Twierdzenie. F
(1)
r = Sr and F

(2)
r =

∑
j≤r 2

jSr+j,r−j sa̧

wielomianami Thoma osobliwości A1(r) oraz A2(r).
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r =
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j≤r 2
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– przeformuowane klasyczne wyniki Thoma oraz Rongi.
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Now, f : M → N , r := dim(N)− dim(M) + 1 ≥ 1.

Osobliwości Morina Ai(r). Definiujemy F
(1)
r (−) = Sr(−)

oraz dla i ≥ 2,

F
(i)
r (−) :=

∑

J

SJ( 2 + 3 + · · ·+ i )Sr+|J |,r−ji−1,...,r−j1(−) ,

gdzie suma jest po podzia lach J ⊂ (ri−1).

Twierdzenie. F
(1)
r = Sr and F

(2)
r =

∑
j≤r 2

jSr+j,r−j sa̧

wielomianami Thoma osobliwości A1(r) oraz A2(r).

– przeformuowane klasyczne wyniki Thoma oraz Rongi.

Twierdzenie. (PP) Przypuśćmy, że Σj(f) = ∅ dla j ≥ 2.

(To mówi, że nad Σ1(f), ja̧dro df : TM → f∗TN jest

wia̧zka̧ liniowa̧.) Wówczas dla każdego r ≥ 1, T Ai
r = F

(i)
r .
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33

H3 = 5S441 + 24S54
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33

H3 = 5S441 + 24S54

...
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33

H3 = 5S441 + 24S54

...

H7 = 5S885 + 24S984 + 24S993 + 89S10,8,3 + 113S10,9,3 +
300S11,8,2 + 113S10,10,1 + 413S11,9,1 + 965S12,8,1 + 526S11,10 +
1378S12,9 + 3024S13,8
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑
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S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33

H3 = 5S441 + 24S54

...

H7 = 5S885 + 24S984 + 24S993 + 89S10,8,3 + 113S10,9,3 +
300S11,8,2 + 113S10,10,1 + 413S11,9,1 + 965S12,8,1 + 526S11,10 +
1378S12,9 + 3024S13,8
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T A3

r = Fr +Hr (A. Lascoux+PP)

Fr :=
∑

r≥j1≥j2
S(j1,j2)( 2 + 3 )S(r+j1+j2,r−j2,r−j1)

H1 = 0

H2 = 5S33

H3 = 5S441 + 24S54

...

H7 = 5S885 + 24S984 + 24S993 + 89S10,8,3 + 113S10,9,3 +
300S11,8,2 + 113S10,10,1 + 413S11,9,1 + 965S12,8,1 + 526S11,10 +
1378S12,9 + 3024S13,8

...
Rozwiniȩcia w bazie funkcji Schura T A4

r nie sa̧ znane (za

wyja̧tkiem r = 1, 2,3,4 – Özer Öztürk).
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I2,2: c22 − c1c3
I2,3: 2c1c

2
2 − c21c3 + 2c2c3 − 2c1c4

I2,4: 2c21c
2
2+ c32− 2c31c3+2c1c2c3− 3c33− 5c21c4+9c2c4− 6c1c5

I3,3: c21c
2
2 − c32 − c31c3 + 3c1c2c3 + 3c23 − 2c21c4 − 3c2c4
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I2,2: c22 − c1c3
I2,3: 2c1c

2
2 − c21c3 + 2c2c3 − 2c1c4

I2,4: 2c21c
2
2+ c32− 2c31c3+2c1c2c3− 3c33− 5c21c4+9c2c4− 6c1c5

I3,3: c21c
2
2 − c32 − c31c3 + 3c1c2c3 + 3c23 − 2c21c4 − 3c2c4

I2,2: S22

I2,3: 4S32 + 2S221

I2,4: 16S42 + 4S33 + 12S321 + 5S222 + 2S2211

I3,3: 2S42 + 6S33 + 3S321 + S2211
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Twierdzenie. (PP+A.Weber, 2006) Niech Σ bȩdzie
nietrywialna̧, stabilna̧ klasa̧ osobliwości. Wtedy dla
dowolnego podzia lu I, wspó lczynnik αI w

T Σ =
∑

αISI(T
∗M − f∗T ∗N) ,

jest nieujemny i
∑

αI > 0.
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Twierdzenie. (PP+A.Weber, 2006) Niech Σ bȩdzie
nietrywialna̧, stabilna̧ klasa̧ osobliwości. Wtedy dla
dowolnego podzia lu I, wspó lczynnik αI w

T Σ =
∑

αISI(T
∗M − f∗T ∗N) ,

jest nieujemny i
∑

αI > 0.

– dla osobliwości Thom-Boardman by la to hipoteza Fehera i
Komuvesa (2004), którzy wyliczyli Schurowskie rozwiniȩcie

wielomianu Thoma dla Σi,j : Mm → Nm−i+1.
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Twierdzenie. (PP+A.Weber, 2006) Niech Σ bȩdzie
nietrywialna̧, stabilna̧ klasa̧ osobliwości. Wtedy dla
dowolnego podzia lu I, wspó lczynnik αI w

T Σ =
∑

αISI(T
∗M − f∗T ∗N) ,

jest nieujemny i
∑

αI > 0.

– dla osobliwości Thom-Boardman by la to hipoteza Fehera i
Komuvesa (2004), którzy wyliczyli Schurowskie rozwiniȩcie

wielomianu Thoma dla Σi,j : Mm → Nm−i+1.

Dla dowolnej klasy osobliwości Σ, wspó lczynniki w

T Σ =
∑

αI,JSI(T
∗M)SJ(f

∗TN)

sa̧ nieujemne.
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Szkic dowodu przy pomocy twierdzenia Bertiniego:
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Przy pomocy odwzorowania Veronese, realizujemy wszystkie
klasy osobliwości w dostatecznie dużych Grassmannianach.
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funkcji Schura.
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funkcji Schura.
Weźmy dostatecznie duży Grassmannian zawieraja̧cy Σ i taki,
ze specjalizuja̧c T Σ w wia̧zce tautologicznej Q, nie tracimy
żadnego sk ladnika Schura.
Identyfikujmy – za pośrednictwem wzoru Giambelli’ego –
wielomian Schura od Q z cyklem Schuberta na
Grassmannianie.
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Ustalmy klasȩ osobliwości Σ i przedstawmy T Σ w bazie
funkcji Schura.
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wielomian Schura od Q z cyklem Schuberta na
Grassmannianie.
Aby wytestować wspó lczynnik, przetnijmy [Σ] z odpowiednim
dualnym cyklem Schuberta.
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żadnego sk ladnika Schura.
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Szkic dowodu przy pomocy twierdzenia Bertiniego:

Przy pomocy odwzorowania Veronese, realizujemy wszystkie
klasy osobliwości w dostatecznie dużych Grassmannianach.
Ustalmy klasȩ osobliwości Σ i przedstawmy T Σ w bazie
funkcji Schura.
Weźmy dostatecznie duży Grassmannian zawieraja̧cy Σ i taki,
ze specjalizuja̧c T Σ w wia̧zce tautologicznej Q, nie tracimy
żadnego sk ladnika Schura.
Identyfikujmy – za pośrednictwem wzoru Giambelli’ego –
wielomian Schura od Q z cyklem Schuberta na
Grassmannianie.
Aby wytestować wspó lczynnik, przetnijmy [Σ] z odpowiednim
dualnym cyklem Schuberta.
Używaja̧c twierdzenia Bertini-Kleimana, przesuwamy cykle w
po lożenie ogólne, i sprowadzamy problem do przeciȩcia
teorio-mnogościowego, które jest nieujemne.
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Lagranżowskie wielomiany Thoma
Niech L bȩdzie Lagranżowska̧ podrozmaitoscia̧ w liniowej
przestrzeni symplektycznej V = W ⊕W ∗
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przestrzeni symplektycznej V = W ⊕W ∗ wyposażonej w
standardowa̧ formȩ symplektyczna̧.
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standardowa̧ formȩ symplektyczna̧.
Klasycznie, w rzeczywistej geometrii symplektycznej, klasa
Mas lova jest reprezentowana przez cykl
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standardowa̧ formȩ symplektyczna̧.
Klasycznie, w rzeczywistej geometrii symplektycznej, klasa
Mas lova jest reprezentowana przez cykl

Σ = {x ∈ L : dim(TxL ∩W ∗) > 0}.
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Lagranżowskie wielomiany Thoma
Niech L bȩdzie Lagranżowska̧ podrozmaitoscia̧ w liniowej
przestrzeni symplektycznej V = W ⊕W ∗ wyposażonej w
standardowa̧ formȩ symplektyczna̧.
Klasycznie, w rzeczywistej geometrii symplektycznej, klasa
Mas lova jest reprezentowana przez cykl

Σ = {x ∈ L : dim(TxL ∩W ∗) > 0}.

Jest to zbiór osoblwości rzutowania L → W . Jego klasa
kohomologii jest ca lkowita, i mod 2 jest równa w1(T

∗L).
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∗L).

Ustalmy liczbȩ ca lkowita̧ k >> 0 i identifikujmy dwa kie lki
Lagranżowskich podrozmaitości jeśli stopień ich styczności w
0 jest wiȩkszy niz k.
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Niech L bȩdzie Lagranżowska̧ podrozmaitoscia̧ w liniowej
przestrzeni symplektycznej V = W ⊕W ∗ wyposażonej w
standardowa̧ formȩ symplektyczna̧.
Klasycznie, w rzeczywistej geometrii symplektycznej, klasa
Mas lova jest reprezentowana przez cykl

Σ = {x ∈ L : dim(TxL ∩W ∗) > 0}.

Jest to zbiór osoblwości rzutowania L → W . Jego klasa
kohomologii jest ca lkowita, i mod 2 jest równa w1(T

∗L).

Ustalmy liczbȩ ca lkowita̧ k >> 0 i identifikujmy dwa kie lki
Lagranżowskich podrozmaitości jeśli stopień ich styczności w
0 jest wiȩkszy niz k.
Otrzymujemy przestrzeń k-dżetów podrozmaitości
Lagranżowskich J k(V ).
Każdy kie lek Lagranżowskiej podrozmaitości w V jest
obrazem W via pewien kie lek symplektomorfizmu
(dyfeomorfizmu symplektycznego).
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J k(V ) = Aut(V )/P ,

gdzie Aut(V ) jest groupa̧ k-dżetów symplektomorfizmów, a
P jest stabilizatorem W .
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J k(V ) = Aut(V )/P ,

gdzie Aut(V ) jest groupa̧ k-dżetów symplektomorfizmów, a
P jest stabilizatorem W .
Oczywíscie, Grassmannian Lagranżowski LG(V ) jest zawarty

w J k(V ).

Mamy też rzutowanie J k(V ) → LG(V ) takie, że L 7→ T0L
(ale to nie jest wia̧zka wektorowa dla k ≥ 3).
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P jest stabilizatorem W .
Oczywíscie, Grassmannian Lagranżowski LG(V ) jest zawarty

w J k(V ).

Mamy też rzutowanie J k(V ) → LG(V ) takie, że L 7→ T0L
(ale to nie jest wia̧zka wektorowa dla k ≥ 3).

Niech H bȩdzie podgrupa̧ Aut(V ) skladaja̧ca̧ siȩ z
holomorficznych symplektomorfizmów zachowuja̧cych rzut
V → W . Lagranżowskie dżety sa̧ Lagranżowsko równoważne
gdy należa̧ one do tej samej orbity H.
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gdzie Aut(V ) jest groupa̧ k-dżetów symplektomorfizmów, a
P jest stabilizatorem W .
Oczywíscie, Grassmannian Lagranżowski LG(V ) jest zawarty

w J k(V ).

Mamy też rzutowanie J k(V ) → LG(V ) takie, że L 7→ T0L
(ale to nie jest wia̧zka wektorowa dla k ≥ 3).

Niech H bȩdzie podgrupa̧ Aut(V ) skladaja̧ca̧ siȩ z
holomorficznych symplektomorfizmów zachowuja̧cych rzut
V → W . Lagranżowskie dżety sa̧ Lagranżowsko równoważne
gdy należa̧ one do tej samej orbity H.

Lagranżowska klasa osobliwości to czystowymiarowy
algebraiczny zbiór w J k(V ) który jest niezmienniczy ze
wzglȩdu na dzia lanie H.
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Dla alfabetu X = {x1, x2, . . .}, definiujemy Q̃i(X) = ei(X) -
elementarna symetryczna funkcja od X stopnia i.
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Dla alfabetu X = {x1, x2, . . .}, definiujemy Q̃i(X) = ei(X) -
elementarna symetryczna funkcja od X stopnia i.
Dla i ≥ j, definiujemy

Q̃i,j(X) = Q̃i(X)Q̃j(X) + 2

j∑

p=1

(−1)pQ̃i+p(X)Q̃j−p(X) .
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elementarna symetryczna funkcja od X stopnia i.
Dla i ≥ j, definiujemy

Q̃i,j(X) = Q̃i(X)Q̃j(X) + 2

j∑

p=1

(−1)pQ̃i+p(X)Q̃j−p(X) .

Dla podzia lu I = (i1 ≥ · · · ≥ ih ≥ 0), gdzie możemy za lożyć,
że h jest parzyste, definiujemy

Q̃I(X) = Pfaffian(Q̃ip,iq(X)) .
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Q̃i,j(X) = Q̃i(X)Q̃j(X) + 2

j∑

p=1

(−1)pQ̃i+p(X)Q̃j−p(X) .

Dla podzia lu I = (i1 ≥ · · · ≥ ih ≥ 0), gdzie możemy za lożyć,
że h jest parzyste, definiujemy

Q̃I(X) = Pfaffian(Q̃ip,iq(X)) .

ρ := (n, n− 1, . . . , 1)
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Niech c1, c2, . . . bȩda̧ zmiennymi oraz deg(ci) = i.
Identyfikujemy Z[c1, c2, . . .] z pieŕscieniem funkcji
symetrycznych od X.

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 18/35



Niech c1, c2, . . . bȩda̧ zmiennymi oraz deg(ci) = i.
Identyfikujemy Z[c1, c2, . . .] z pieŕscieniem funkcji
symetrycznych od X.

Dla podzia lu I, oznaczamy przez Q̃I ∈ Z[c1, c2, . . .] wielomian

odpowiadaja̧cy Q̃I(X). Dla wia̧zki wektorowej E, k ladziemy

Q̃I(E) := Q̃I(X), gdzie X sa̧ pierwiastkami Cherna E.
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odpowiadaja̧cy Q̃I(X). Dla wia̧zki wektorowej E, k ladziemy

Q̃I(E) := Q̃I(X), gdzie X sa̧ pierwiastkami Cherna E.

Przypuścmy, że dana jest flaga V• : V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ V
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim Vi = i.
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Q̃I(E) := Q̃I(X), gdzie X sa̧ pierwiastkami Cherna E.

Przypuścmy, że dana jest flaga V• : V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ V
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim Vi = i.
Dla ostrego podzia lu I ⊂ ρ, tzn. I = (n ≥ i1 > · · · > ih > 0),
definujemy

ΩI(V•) = {L ∈ LG(V ) : dim
(
L∩Vn+1−ip

)
≥ p, p = 1, . . . , h}.
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Niech c1, c2, . . . bȩda̧ zmiennymi oraz deg(ci) = i.
Identyfikujemy Z[c1, c2, . . .] z pieŕscieniem funkcji
symetrycznych od X.

Dla podzia lu I, oznaczamy przez Q̃I ∈ Z[c1, c2, . . .] wielomian

odpowiadaja̧cy Q̃I(X). Dla wia̧zki wektorowej E, k ladziemy

Q̃I(E) := Q̃I(X), gdzie X sa̧ pierwiastkami Cherna E.

Przypuścmy, że dana jest flaga V• : V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ V
podprzestrzeni izotropowych, gdzie dim Vi = i.
Dla ostrego podzia lu I ⊂ ρ, tzn. I = (n ≥ i1 > · · · > ih > 0),
definujemy

ΩI(V•) = {L ∈ LG(V ) : dim
(
L∩Vn+1−ip

)
≥ p, p = 1, . . . , h}.

Twierdzenie. (PP, 1986) ΩI = Q̃I(R
∗), gdzie R jest

podwia̧zka̧ tautologiczna̧ nad LG(V ).
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Lagranżowska klasa osobliwości Σ ⊂ J k(V ) definiuje klasȩ
kohomologii

[Σ] ∈ H∗(J k(V ),Z) ∼= H∗(LG(V ),Z) .
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Lagranżowska klasa osobliwości Σ ⊂ J k(V ) definiuje klasȩ
kohomologii

[Σ] ∈ H∗(J k(V ),Z) ∼= H∗(LG(V ),Z) .

Przypuścmy, że ta klasa jest rowna
∑

I αI Q̃I(R
∗) , gdzie

suma jest po ostrych podzia lach I ⊂ ρ i αI ∈ Z (jest ważne
że używamy wia̧zki R∗).
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Lagranżowska klasa osobliwości Σ ⊂ J k(V ) definiuje klasȩ
kohomologii

[Σ] ∈ H∗(J k(V ),Z) ∼= H∗(LG(V ),Z) .

Przypuścmy, że ta klasa jest rowna
∑

I αI Q̃I(R
∗) , gdzie

suma jest po ostrych podzia lach I ⊂ ρ i αI ∈ Z (jest ważne
że używamy wia̧zki R∗).

Wȯwczas T Σ :=
∑

I αI Q̃I jest wielomianem Thoma
stowarzyszonym z Lagranżowska̧ klasa̧ osobliwości Σ.
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[Σ] ∈ H∗(J k(V ),Z) ∼= H∗(LG(V ),Z) .

Przypuścmy, że ta klasa jest rowna
∑

I αI Q̃I(R
∗) , gdzie

suma jest po ostrych podzia lach I ⊂ ρ i αI ∈ Z (jest ważne
że używamy wia̧zki R∗).

Wȯwczas T Σ :=
∑

I αI Q̃I jest wielomianem Thoma
stowarzyszonym z Lagranżowska̧ klasa̧ osobliwości Σ.

Twierdzenie. (M.Mikosz+PP+A.Weber, 2007) Dla
każdej Lagranżowskiej klasy osobliwości Σ, jej wielomian

Thoma T Σ jest nieujemna̧ kombinacja̧ Q̃-funcji.

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 19/35



Trochȩ geometrii Leżandrowskiej
Ustalmy n ∈ N. Niech W (odp. ξ) bȩda̧ przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).
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Ustalmy n ∈ N. Niech W (odp. ξ) bȩda̧ przestrzeniami
wektorowymi wymiaru n (odp. 1).
Standarowa przestrzeń symplektyczna V := W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ).

wyposażona w skrecona̧ formȩ symplektyczna̧ ω ∈ Λ2V ∗ ⊗ ξ.
Mamy podrozmaitości Lagranżowskie (kie lki przez 0).

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 20/35
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wyposażona w skrecona̧ formȩ symplektyczna̧ ω ∈ Λ2V ∗ ⊗ ξ.
Mamy podrozmaitości Lagranżowskie (kie lki przez 0).
Standardowa przestrzeń kontaktowa wyposażona w formȩ
kontaktowa̧ α,

V ⊕ ξ = W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ)⊕ ξ .
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Standardowa przestrzeń kontaktowa wyposażona w formȩ
kontaktowa̧ α,

V ⊕ ξ = W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ)⊕ ξ .

Podrozmaitości Leżandrowskie V ⊕ ξ to rozmaitości wymiaru
n, których przestrzenie styczne sa̧ zawarte w Ker(α).
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Standardowa przestrzeń kontaktowa wyposażona w formȩ
kontaktowa̧ α,

V ⊕ ξ = W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ)⊕ ξ .

Podrozmaitości Leżandrowskie V ⊕ ξ to rozmaitości wymiaru
n, których przestrzenie styczne sa̧ zawarte w Ker(α).

Każda Leżandrowska podrozmaitość w V ⊕ ξ jest wyznaczona
przez swój Lagranżowski rzut do V oraz każda Lagranżowska
podrozmaitość w V podnosi siȩ do podrozmaitości
Leżandrowskiej w V ⊕ ξ.
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Bȩdziemy pracować z parami podrozmaitości Lagranżowskich
i starali siȩ klasyfikować ich możliwe relatywne pozycje.
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Bȩdziemy pracować z parami podrozmaitości Lagranżowskich
i starali siȩ klasyfikować ich możliwe relatywne pozycje.
Dwie podrozmaitości Lagranżowskie, gdy sa̧ w po lożeniu
ogólnym, to przecinaja̧ siȩ transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga̧ być podzielone na Leżandrowskie klasy
osobliwości.
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podrozmaitości Lagranżowskich.

Lemat. Każda para podrozmaitości Lagranżowskich jest
równoważna parze (L1, L2) takiej, że L1 jest
podprzestrzenia̧ liniowa̧ oraz T0L2 = W .
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równoważna parze (L1, L2) takiej, że L1 jest
podprzestrzenia̧ liniowa̧ oraz T0L2 = W .

Dostajemy 2 typy podrozmaitosci Lagranżowskich:
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ogólnym, to przecinaja̧ siȩ transwersalnie. Osobliwe relatywne
pozycje moga̧ być podzielone na Leżandrowskie klasy
osobliwości.
Grupa symplektomorfizmów V dzia la na zbiorze par
podrozmaitości Lagranżowskich.

Lemat. Każda para podrozmaitości Lagranżowskich jest
równoważna parze (L1, L2) takiej, że L1 jest
podprzestrzenia̧ liniowa̧ oraz T0L2 = W .

Dostajemy 2 typy podrozmaitosci Lagranżowskich:
podprzestrzenie liniowe,
podrozmaitości, których przestrzeń styczna w 0 jest równa
W ; sa̧ one wykresami różniczek funkcji f : W → ξ takimi że
df(0) = 0 and d2f(0) = 0.
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Niech J k(W, ξ) bȩdzie zbiorem par (L1, L2) k-dżetów
Lagranżowskich podrozmaitości w V takich że L1 jest
przestrzenia̧ liniowa̧ i T0L2 = W .
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Niech J k(W, ξ) bȩdzie zbiorem par (L1, L2) k-dżetów
Lagranżowskich podrozmaitości w V takich że L1 jest
przestrzenia̧ liniowa̧ i T0L2 = W .

Niech π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) bȩdzie rzutowaniem.
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Niech J k(W, ξ) bȩdzie zbiorem par (L1, L2) k-dżetów
Lagranżowskich podrozmaitości w V takich że L1 jest
przestrzenia̧ liniowa̧ i T0L2 = W .

Niech π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) bȩdzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wia̧zka wektorowa z w lóknem⊕k+1

i=3 Symi(W ∗)⊗ ξ.
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Niech J k(W, ξ) bȩdzie zbiorem par (L1, L2) k-dżetów
Lagranżowskich podrozmaitości w V takich że L1 jest
przestrzenia̧ liniowa̧ i T0L2 = W .

Niech π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) bȩdzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wia̧zka wektorowa z w lóknem⊕k+1

i=3 Symi(W ∗)⊗ ξ.

Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmów
(dyfeomorfizmów kontaktowych) V ⊕ ξ.
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i=3 Symi(W ∗)⊗ ξ.

Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmów
(dyfeomorfizmów kontaktowych) V ⊕ ξ.

Przez Leżandrowska̧ klasȩ osobliwości rozumiemy
algebraiczny podzbiór Σ ⊂ J k(Cn,C) niezmienniczy ze

wzglȩdu na holomorficzne kontaktomorfizmy C2n+1.
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Lagranżowskich podrozmaitości w V takich że L1 jest
przestrzenia̧ liniowa̧ i T0L2 = W .

Niech π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) bȩdzie rzutowaniem.
Jest to trywialna wia̧zka wektorowa z w lóknem⊕k+1

i=3 Symi(W ∗)⊗ ξ.

Interesuje nas teraz grupa kontaktomorfizmów
(dyfeomorfizmów kontaktowych) V ⊕ ξ.

Przez Leżandrowska̧ klasȩ osobliwości rozumiemy
algebraiczny podzbiór Σ ⊂ J k(Cn,C) niezmienniczy ze

wzglȩdu na holomorficzne kontaktomorfizmy C2n+1.

Dodatkowo, zak ladamy, że Σ jest stabilny ze wzglȩdu na
zwiȩkszanie wymiaru W .
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Wia̧zka dżetów J k(W, ξ)
Niech X bȩdzie przestrzenia̧ topologiczna̧, W zespolona̧
wia̧zka̧ rangi n nad X oraz ξ zespolona̧ wia̧zka̧ liniowa̧ nad X.
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Niech X bȩdzie przestrzenia̧ topologiczna̧, W zespolona̧
wia̧zka̧ rangi n nad X oraz ξ zespolona̧ wia̧zka̧ liniowa̧ nad X.
Niech τ : LG(V, ω) → X oznacza wia̧zkȩ Lagranżowskich
Grassmannianów parametryzuja̧ca̧ liniowe podrozmaitości w
Vx, x ∈ X.
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wia̧zka̧ rangi n nad X oraz ξ zespolona̧ wia̧zka̧ liniowa̧ nad X.
Niech τ : LG(V, ω) → X oznacza wia̧zkȩ Lagranżowskich
Grassmannianów parametryzuja̧ca̧ liniowe podrozmaitości w
Vx, x ∈ X. Mamy relatywna̧ wersjȩ
π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) .
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Grassmannianów parametryzuja̧ca̧ liniowe podrozmaitości w
Vx, x ∈ X. Mamy relatywna̧ wersjȩ
π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) .

Przestrzeń J k(W, ξ) rozw lóknia siȩ nad X. Jest równa:

J k(W, ξ) = τ∗

(
k+1⊕

i=3

Symi(W ∗)⊗ ξ

)
.
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Wia̧zka dżetów J k(W, ξ)
Niech X bȩdzie przestrzenia̧ topologiczna̧, W zespolona̧
wia̧zka̧ rangi n nad X oraz ξ zespolona̧ wia̧zka̧ liniowa̧ nad X.
Niech τ : LG(V, ω) → X oznacza wia̧zkȩ Lagranżowskich
Grassmannianów parametryzuja̧ca̧ liniowe podrozmaitości w
Vx, x ∈ X. Mamy relatywna̧ wersjȩ
π : J k(W, ξ) → LG(V, ω) .

Przestrzeń J k(W, ξ) rozw lóknia siȩ nad X. Jest równa:

J k(W, ξ) = τ∗

(
k+1⊕

i=3

Symi(W ∗)⊗ ξ

)
.

Ponieważ zmiany wspó lrzȩdnych W i ξ indukuja̧
holomorficzne kontaktomorfizmy V ⊕ ξ, każda Leżandrowska
klasa osobliwości Σ wyznacza Σ(W, ξ) ⊂ J k(W, ξ).
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Tautologiczna wia̧zka wektorowa nad LG(V, ω) bȩdzie
oznaczana przez RW,ξ albo R.
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Tautologiczna wia̧zka wektorowa nad LG(V, ω) bȩdzie
oznaczana przez RW,ξ albo R.

Forma symplektyczna ω indukuje izomorfizm V ∼= V ∗ ⊗ ξ.
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Tautologiczna wia̧zka wektorowa nad LG(V, ω) bȩdzie
oznaczana przez RW,ξ albo R.

Forma symplektyczna ω indukuje izomorfizm V ∼= V ∗ ⊗ ξ.

Na LG(V, ω) mamy cia̧g tautologiczny wia̧zek:
0 → R → V → R∗ ⊗ ξ → 0.
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Na LG(V, ω) mamy cia̧g tautologiczny wia̧zek:
0 → R → V → R∗ ⊗ ξ → 0.

Rozważmy wia̧zkȩ wirtualna̧ A := W ∗ ⊗ ξ −RW,ξ.
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Forma symplektyczna ω indukuje izomorfizm V ∼= V ∗ ⊗ ξ.

Na LG(V, ω) mamy cia̧g tautologiczny wia̧zek:
0 → R → V → R∗ ⊗ ξ → 0.

Rozważmy wia̧zkȩ wirtualna̧ A := W ∗ ⊗ ξ −RW,ξ.

Mamy relacjȩ: A+ A∗ ⊗ ξ = 0.
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Tautologiczna wia̧zka wektorowa nad LG(V, ω) bȩdzie
oznaczana przez RW,ξ albo R.

Forma symplektyczna ω indukuje izomorfizm V ∼= V ∗ ⊗ ξ.

Na LG(V, ω) mamy cia̧g tautologiczny wia̧zek:
0 → R → V → R∗ ⊗ ξ → 0.

Rozważmy wia̧zkȩ wirtualna̧ A := W ∗ ⊗ ξ −RW,ξ.

Mamy relacjȩ: A+ A∗ ⊗ ξ = 0.

Klasy Cherna ai = ci(A) generuja̧

H∗(LG(V, ω),Z) ∼= H∗(J k(W, ξ),Z) jako algebrȩ nad
H∗(X,Z).
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Niech X = Pn, ξ = O(1) oraz niech W = 1n bȩdzie trywialna̧
wia̧zka̧ rangi n.
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Niech X = Pn, ξ = O(1) oraz niech W = 1n bȩdzie trywialna̧
wia̧zka̧ rangi n.

Wówczas H∗(LG(V, ω),Z) ∼= H∗(J k(W, ξ),Z) jest
izomorficzny z pieŕscieniem Leżandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiȩkszych niż n.
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Niech X = Pn, ξ = O(1) oraz niech W = 1n bȩdzie trywialna̧
wia̧zka̧ rangi n.

Wówczas H∗(LG(V, ω),Z) ∼= H∗(J k(W, ξ),Z) jest
izomorficzny z pieŕscieniem Leżandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiȩkszych niż n.

Element [Σ(W, ξ)] of H∗(J k(W, ξ),Z), nazywany jest
Leżandrowskim wielomianem Thoma Σ.
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Wówczas H∗(LG(V, ω),Z) ∼= H∗(J k(W, ξ),Z) jest
izomorficzny z pieŕscieniem Leżandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiȩkszych niż n.

Element [Σ(W, ξ)] of H∗(J k(W, ξ),Z), nazywany jest
Leżandrowskim wielomianem Thoma Σ.
i czȩsto oznaczany T Σ. Wyrażony jest w terminach ai and
s = c1(ξ).
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Niech X = Pn, ξ = O(1) oraz niech W = 1n bȩdzie trywialna̧
wia̧zka̧ rangi n.

Wówczas H∗(LG(V, ω),Z) ∼= H∗(J k(W, ξ),Z) jest
izomorficzny z pieŕscieniem Leżandrowskich klas
charakterystycznych w stopniach nie wiȩkszych niż n.

Element [Σ(W, ξ)] of H∗(J k(W, ξ),Z), nazywany jest
Leżandrowskim wielomianem Thoma Σ.
i czȩsto oznaczany T Σ. Wyrażony jest w terminach ai and
s = c1(ξ).

Twierdzenie. (M.Mikosz+PP+A.Weber, 2010) Istnieje
1-parametrowa rodzina baz (w pierścieniu Leżandrowskich
klas charakterystycznych) taka, że każdy Leżandrowski

wielomian Thoma T Σ ma dodatnie rozwiniȩcie w każdej
bazie z tej rodziny.
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Niech ξ, α1, α2, . . . , αn bȩda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W :=

⊕n
i=1 αi , V := W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ) .
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Niech ξ, α1, α2, . . . , αn bȩda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W :=

⊕n
i=1 αi , V := W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ) .

Mamy formȩ symplektyczna̧ ω zdefiniowana̧ na V o
wartościach w ξ. LG(V, ω) jest przestrzenia̧ jednorodna̧ dla
grupy symplektycznej Sp(V, ω) ⊂ End(V ).
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Niech ξ, α1, α2, . . . , αn bȩda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W :=

⊕n
i=1 αi , V := W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ) .

Mamy formȩ symplektyczna̧ ω zdefiniowana̧ na V o
wartościach w ξ. LG(V, ω) jest przestrzenia̧ jednorodna̧ dla
grupy symplektycznej Sp(V, ω) ⊂ End(V ).
Ustalmy dwie “przeciwne” standardowe izotropowe flagi w V :

F+
h :=

h⊕

i=1

αi , F−
h :=

h⊕

i=1

α∗
n−i+1⊗ξ , (h = 1, 2, . . . , n)
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Niech ξ, α1, α2, . . . , αn bȩda przestrzeniami wektorowymi
wymiaru 1; W :=

⊕n
i=1 αi , V := W ⊕ (W ∗ ⊗ ξ) .

Mamy formȩ symplektyczna̧ ω zdefiniowana̧ na V o
wartościach w ξ. LG(V, ω) jest przestrzenia̧ jednorodna̧ dla
grupy symplektycznej Sp(V, ω) ⊂ End(V ).
Ustalmy dwie “przeciwne” standardowe izotropowe flagi w V :

F+
h :=

h⊕

i=1

αi , F−
h :=

h⊕

i=1

α∗
n−i+1⊗ξ , (h = 1, 2, . . . , n)

Rozważmy dwie grupy Borela B± ⊂ Sp(V, ω), zachowuja̧ce
flagi F±

• . Orbity B± w LG(V, ω) daja dwa “przeciwne”
rozk lady komórkowe {ΩI(F

±
• , ξ)} przestrzeni LG(V, ω),

indeksowane przez ostre podzia ly.
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Wszystko jest funktorialne ze wzglȩdu na automorfizmy ξ i
αi’s, (tworza̧ one torus (C∗)n+1). Zatem konstrukcja
rozk ladów komorkowych może być powtórzona dla wia̧zek ξ
oraz {αi}

n
i=1 nad dowolna̧ baza̧ X. Dostajemy wia̧zkȩ

Lagranżowskich Grassmannianów: τ : LG(V, ω) → X .
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Wszystko jest funktorialne ze wzglȩdu na automorfizmy ξ i
αi’s, (tworza̧ one torus (C∗)n+1). Zatem konstrukcja
rozk ladów komorkowych może być powtórzona dla wia̧zek ξ
oraz {αi}

n
i=1 nad dowolna̧ baza̧ X. Dostajemy wia̧zkȩ

Lagranżowskich Grassmannianów: τ : LG(V, ω) → X .
LG(V, ω) posiada dwie (relatywne) stratyfikacje

{ΩI(F
±
• , ξ) → X}I

Za lóżmy, że X = G/P jest rozmaitoscia̧ zwarta̧, jednorodna̧
ze wzglȩdu ma dzia lanie grupy G. Wówczas X posiada
algebraiczny rozk lad komórkowy {σλ}.
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Wszystko jest funktorialne ze wzglȩdu na automorfizmy ξ i
αi’s, (tworza̧ one torus (C∗)n+1). Zatem konstrukcja
rozk ladów komorkowych może być powtórzona dla wia̧zek ξ
oraz {αi}

n
i=1 nad dowolna̧ baza̧ X. Dostajemy wia̧zkȩ

Lagranżowskich Grassmannianów: τ : LG(V, ω) → X .
LG(V, ω) posiada dwie (relatywne) stratyfikacje

{ΩI(F
±
• , ξ) → X}I

Za lóżmy, że X = G/P jest rozmaitoscia̧ zwarta̧, jednorodna̧
ze wzglȩdu ma dzia lanie grupy G. Wówczas X posiada
algebraiczny rozk lad komórkowy {σλ}. Dwa rozk lady
komórkowe LG(V, ω):

Z±
Iλ := τ−1(σλ) ∩ ΩI(F

±
• , ξ) .

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 27/35



Twierdzenie. Za lóżmy, że wia̧zka wektorowa J jest
globalnie generowana. Wówczas, w J , przeciȩcie Σ(W, ξ) z

domkniȩciem każdego π−1(Z−
Iλ) jest reprezentowane przez

cykl dodatni.
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Twierdzenie. Za lóżmy, że wia̧zka wektorowa J jest
globalnie generowana. Wówczas, w J , przeciȩcie Σ(W, ξ) z

domkniȩciem każdego π−1(Z−
Iλ) jest reprezentowane przez

cykl dodatni.

Bȩdziemy stosować to twierdzenie gdy wszystkie αi sa̧ równe
tej samej wia̧zce α (tzn. W = α⊕n) oraz α−m ⊗ ξ bȩdzie
globalnie generowane dla m ≥ 3.
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Twierdzenie. Za lóżmy, że wia̧zka wektorowa J jest
globalnie generowana. Wówczas, w J , przeciȩcie Σ(W, ξ) z

domkniȩciem każdego π−1(Z−
Iλ) jest reprezentowane przez

cykl dodatni.

Bȩdziemy stosować to twierdzenie gdy wszystkie αi sa̧ równe
tej samej wia̧zce α (tzn. W = α⊕n) oraz α−m ⊗ ξ bȩdzie
globalnie generowane dla m ≥ 3.
Rozważmy nastȩpuja̧ce trzy sytuacje: baza to zawsze X = Pn

oraz

ξ1 = O(−2) , α1 = O(−1) ,

ξ2 = O(1) , α2 = 1 ,

ξ3 = O(−3) , α3 = O(−1) ,

Otrzymujemy wia̧zki symplektyczne Vi = α⊕n
i ⊕ (α∗

i ⊗ ξi)
⊕n

ze skrȩconymi formami symplektycznymi ωi dla i = 1, 2, 3.O dodatniości wielomianów Thoma – p. 28/35



Żeby obja̧ć wszystkie trzy sytuacje, rozważamy produkt
X := Pn ×Pn
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Żeby obja̧ć wszystkie trzy sytuacje, rozważamy produkt
X := Pn ×Pn i k ladziemy

W := p∗1O(−1)⊕n , ξ := p∗1O(−3)⊗ p∗2O(1) ,

gdzie pi : X → Pn, i = 1, 2 sa̧ rzutowaniami.
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W := p∗1O(−1)⊕n , ξ := p∗1O(−3)⊗ p∗2O(1) ,

gdzie pi : X → Pn, i = 1, 2 sa̧ rzutowaniami.

Obcinaja̧c wia̧zki W oraz ξ do przeka̧tnej albo do faktorów,
otrzymujemy powyższe trzy sytuacje.
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W := p∗1O(−1)⊕n , ξ := p∗1O(−3)⊗ p∗2O(1) ,

gdzie pi : X → Pn, i = 1, 2 sa̧ rzutowaniami.

Obcinaja̧c wia̧zki W oraz ξ do przeka̧tnej albo do faktorów,
otrzymujemy powyższe trzy sytuacje.

Przestrzeń LG(V, ω) posiada rozk lad komórkowy Z−
I,a,b. Baza

dualna kohomologii (w sensie algebry liniowej) bȩdzie
oznaczona przez:

eI,a,b = [Z−
I,a,b]

∗.

Ta baza jest reprezentowana przez Z+
I,a,b.
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Żeby obja̧ć wszystkie trzy sytuacje, rozważamy produkt
X := Pn ×Pn i k ladziemy

W := p∗1O(−1)⊕n , ξ := p∗1O(−3)⊗ p∗2O(1) ,

gdzie pi : X → Pn, i = 1, 2 sa̧ rzutowaniami.

Obcinaja̧c wia̧zki W oraz ξ do przeka̧tnej albo do faktorów,
otrzymujemy powyższe trzy sytuacje.

Przestrzeń LG(V, ω) posiada rozk lad komórkowy Z−
I,a,b. Baza

dualna kohomologii (w sensie algebry liniowej) bȩdzie
oznaczona przez:

eI,a,b = [Z−
I,a,b]

∗.

Ta baza jest reprezentowana przez Z+
I,a,b.

Mamy eI,a,b = eI,0,0 va1v
b
2 oraz eI,0,0 = [ΩI(F

+
• , ξ)].
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech Σ bȩdzie
Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Wówczas [Σ(W, ξ)] ma
nieujemne wspó lczynniki w bazie {eI,a,b}.
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech Σ bȩdzie
Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Wówczas [Σ(W, ξ)] ma
nieujemne wspó lczynniki w bazie {eI,a,b}.

Wia̧zka J jest tu g.g. (wiȩc przeciȩcia w J sa̧ nieujemne):

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(W ∗)⊗ ξ

)
=

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(1n)⊗ p∗1O(j−3)⊗ p∗2O(1)

)
.
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech Σ bȩdzie
Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Wówczas [Σ(W, ξ)] ma
nieujemne wspó lczynniki w bazie {eI,a,b}.

Wia̧zka J jest tu g.g. (wiȩc przeciȩcia w J sa̧ nieujemne):

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(W ∗)⊗ ξ

)
=

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(1n)⊗ p∗1O(j−3)⊗ p∗2O(1)

)
.

Niech Σ bȩdzie Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Jej wielomian
Thoma wyrażony w klasach Cherna A = W ∗ ⊗ ξ −R i
c1(ξ) = v2 − 3v1, jest nieujemna̧ kombinacja̧
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Twierdzenie. (MM+PP+AW 2010) Niech Σ bȩdzie
Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Wówczas [Σ(W, ξ)] ma
nieujemne wspó lczynniki w bazie {eI,a,b}.

Wia̧zka J jest tu g.g. (wiȩc przeciȩcia w J sa̧ nieujemne):

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(W ∗)⊗ ξ

)
=

τ∗
(⊕k+1

j=3 Sym
j(1n)⊗ p∗1O(j−3)⊗ p∗2O(1)

)
.

Niech Σ bȩdzie Leżandrowska̧ klasa̧ osobliwości. Jej wielomian
Thoma wyrażony w klasach Cherna A = W ∗ ⊗ ξ −R i
c1(ξ) = v2 − 3v1, jest nieujemna̧ kombinacja̧

T Σ =
∑

I,a,b

γI,a,b eI,a,b =
∑

I,a,b

γI,a,b[ΩI(F
+
• , ξ)]va1v

b
2 .
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Chcemy znaleźć addytywna̧ bazȩ pieŕscienia Leżandrowskich
klas charakterystycznych taka̧ że każdy Leżandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów
bazowych.
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Chcemy znaleźć addytywna̧ bazȩ pieŕscienia Leżandrowskich
klas charakterystycznych taka̧ że każdy Leżandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów
bazowych.
Weźmy parȩ liczb ca lkowitych p, q.
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Chcemy znaleźć addytywna̧ bazȩ pieŕscienia Leżandrowskich
klas charakterystycznych taka̧ że każdy Leżandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów
bazowych.
Weźmy parȩ liczb ca lkowitych p, q.

ξ(p,q) = ξ⊗p
2 ⊗ ξ⊗q

3

α = α(p,q) = α⊗p
2 ⊗ α⊗q

3 = α⊗q
3
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2 ⊗ ξ⊗q

3

α = α(p,q) = α⊗p
2 ⊗ α⊗q

3 = α⊗q
3

Podzielmy H∗(LG(V, ω),Q) przez relacjȩ: q · v1 = p · v2
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Chcemy znaleźć addytywna̧ bazȩ pieŕscienia Leżandrowskich
klas charakterystycznych taka̧ że każdy Leżandrowski
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów
bazowych.
Weźmy parȩ liczb ca lkowitych p, q.

ξ(p,q) = ξ⊗p
2 ⊗ ξ⊗q

3

α = α(p,q) = α⊗p
2 ⊗ α⊗q

3 = α⊗q
3

Podzielmy H∗(LG(V, ω),Q) przez relacjȩ: q · v1 = p · v2
czyli specjalizuja̧c: v1 = p · t, v2 = q · t, otrzymujemy pieŕscień

H∗(LG(V (p,q), ω(p,q)),Q) izomorficzny z pieŕscienim
Leżandrowskich klas charakterstycznych do stopnia n (o ile
c1(ξ) = v2 − 3v1 nie specjalizuje siȩ do 0.)
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Twierdzenie. Jeśli p i q sa̧ nieujemne, q − 3p 6= 0, to
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów

[ΩI(F
+
• , ξ)] ti’s.
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wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów

[ΩI(F
+
• , ξ)] ti’s.

Rodzina [ΩI(F
+
• , ξ)] ti jest jednoparametrowa̧ rodzina̧ baz

zależna̧ od parametru p/q.
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Twierdzenie. Jeśli p i q sa̧ nieujemne, q − 3p 6= 0, to
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów

[ΩI(F
+
• , ξ)] ti’s.

Rodzina [ΩI(F
+
• , ξ)] ti jest jednoparametrowa̧ rodzina̧ baz

zależna̧ od parametru p/q.
Przypadek 1. ξ1 = O(−2), α1 = O(−1). To odpowiada
wartości parametru 1; p = 1 and q = 1 ; v1 = v2 = t.
Geometrycznie to oznacza, że studiujemy obciȩcie wia̧zek W
oraz ξ do przeka̧tnej w Pn ×Pn.
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Twierdzenie. Jeśli p i q sa̧ nieujemne, q − 3p 6= 0, to
wielomian Thoma jest nieujemna̧ kombinacja̧ elementów

[ΩI(F
+
• , ξ)] ti’s.

Rodzina [ΩI(F
+
• , ξ)] ti jest jednoparametrowa̧ rodzina̧ baz

zależna̧ od parametru p/q.
Przypadek 1. ξ1 = O(−2), α1 = O(−1). To odpowiada
wartości parametru 1; p = 1 and q = 1 ; v1 = v2 = t.
Geometrycznie to oznacza, że studiujemy obciȩcie wia̧zek W
oraz ξ do przeka̧tnej w Pn ×Pn.

Twierdzenie. Wielomian Thoma Lagranżowskiej klasy
osobliwości jest kombinacja̧:

T Σ =
∑

j≥0

∑

I

αI,j Q̃I(A⊗ ξ−
1

2 ) · tj .

Tutaj t = 1
2c1(ξ

∗), I ⊂ ρ, oraz αI,j sa niejemnymi liczbami
ca lkowitymi.

O dodatniości wielomianów Thoma – p. 32/35



Stwierdzenie. Niech t = v1 = v2. Dla niepustej
Leżandrowskiej klasy osobliwości Σ, Lagranżowski
wielomian Thoma (czyli T Σ dla t = 0) jest niezerowy.

(Zatem także T Σ jest niezerowy.)
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Stwierdzenie. Niech t = v1 = v2. Dla niepustej
Leżandrowskiej klasy osobliwości Σ, Lagranżowski
wielomian Thoma (czyli T Σ dla t = 0) jest niezerowy.

(Zatem także T Σ jest niezerowy.)

Kazarian: Klasyfikacja osobliwości Leżandrowskich jest
równoleg la do klasyfikacji osobliwości punktów krytycznych
odwzorowań ze wzglȩdu na stabilna̧ prawa̧ równoważność.
Dla Leżandrowskiej klasy osobliwości Σ rozważmy
stowarzyszona̧ klasȩ osobliwości odwzorowań f : M → C z
n-wymiarowych rozmaitości do krzywych. Oznaczmy

stowarzyszony wielomian przez TpΣ.
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równoleg la do klasyfikacji osobliwości punktów krytycznych
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stowarzyszona̧ klasȩ osobliwości odwzorowań f : M → C z
n-wymiarowych rozmaitości do krzywych. Oznaczmy

stowarzyszony wielomian przez TpΣ.
Mamy

TpΣ = T Σ · cn(T
∗M ⊗ f∗TC) .
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Stwierdzenie. Niech t = v1 = v2. Dla niepustej
Leżandrowskiej klasy osobliwości Σ, Lagranżowski
wielomian Thoma (czyli T Σ dla t = 0) jest niezerowy.

(Zatem także T Σ jest niezerowy.)

Kazarian: Klasyfikacja osobliwości Leżandrowskich jest
równoleg la do klasyfikacji osobliwości punktów krytycznych
odwzorowań ze wzglȩdu na stabilna̧ prawa̧ równoważność.
Dla Leżandrowskiej klasy osobliwości Σ rozważmy
stowarzyszona̧ klasȩ osobliwości odwzorowań f : M → C z
n-wymiarowych rozmaitości do krzywych. Oznaczmy

stowarzyszony wielomian przez TpΣ.
Mamy

TpΣ = T Σ · cn(T
∗M ⊗ f∗TC) .

Wiemy, że TpΣ jest niezerowy. Pokazuje siȩ, że TpΣ po
specializacji f∗TC = 1 i.e. t = 0, też jest niezerowy. Teza
wynika z równania. O dodatniości wielomianów Thoma – p. 33/35



Ciekawa hipoteza o dodatniości
Hipoteza Greena-Griffithsa: Każda rzutowa rozmaitość
ogólnego typu zawiera w laściwa̧ podrozmaitość Y ⊂ X taka̧
że obrazy wszystkich niesta lych ca lkowitych krzywych
holomorficznych f : C → X leża̧ w Y .
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Ciekawa hipoteza o dodatniości
Hipoteza Greena-Griffithsa: Każda rzutowa rozmaitość
ogólnego typu zawiera w laściwa̧ podrozmaitość Y ⊂ X taka̧
że obrazy wszystkich niesta lych ca lkowitych krzywych
holomorficznych f : C → X leża̧ w Y .

Siu: Dla hiperpowierzchni X w przestrzeni rzutowej, hipoteza
GG jest prawdziwa, gdy deg(X) >> 0.
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Hipoteza Greena-Griffithsa: Każda rzutowa rozmaitość
ogólnego typu zawiera w laściwa̧ podrozmaitość Y ⊂ X taka̧
że obrazy wszystkich niesta lych ca lkowitych krzywych
holomorficznych f : C → X leża̧ w Y .

Siu: Dla hiperpowierzchni X w przestrzeni rzutowej, hipoteza
GG jest prawdziwa, gdy deg(X) >> 0.

Hipoteza Rimanyi: Wielomiany Thoma dla Ai(r) maja̧
dodatnie rozwiniȩcie w bazie jednomianów od klas Cherna.
OK dla: A1, A2, A3, A4.
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Ciekawa hipoteza o dodatniości
Hipoteza Greena-Griffithsa: Każda rzutowa rozmaitość
ogólnego typu zawiera w laściwa̧ podrozmaitość Y ⊂ X taka̧
że obrazy wszystkich niesta lych ca lkowitych krzywych
holomorficznych f : C → X leża̧ w Y .

Siu: Dla hiperpowierzchni X w przestrzeni rzutowej, hipoteza
GG jest prawdziwa, gdy deg(X) >> 0.

Hipoteza Rimanyi: Wielomiany Thoma dla Ai(r) maja̧
dodatnie rozwiniȩcie w bazie jednomianów od klas Cherna.
OK dla: A1, A2, A3, A4.

Twierdzenie Berczi: Za lóżmy, że hipoteza R jest prawdziwa.
Wówczas dla ogólnej hiperpowierzchni X ⊂ Pn+1, hipoteza
GG zachodzi dla deg(X) > n6.
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KONIEC
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