WIELOMIANY THOMA

Piotr Pragacz (IM PAN, Warszawa)

Osobliwosci odwzorowan: g jest punktem krytycznym
(osobliwym) funkcji f(x) jezeli f'(xg) = 0.

Rozwazaé¢ bedziemy rozmaitosci zespolone: przestrzenie,
ktére ,lokalnie wygladaja” jak C™: x € M jest punktem
krytycznym (osobliwym) odwzorowania rozmaitosci

Jf M — N jezeli ranga df, : T, M — T, N nie jest

maksymalna.
Twoércy teorii osobliwosci odwzorowan:

Hassler Whitney: twierdzenia o aproksymacji dowolnych
odwzorowan przy pomocy odwzorowan bez punktéw

osobliwych.

René Thom: Lemat o transwersalnosci, wielomiany
Thoma — wazny i intrygujacy rozdziat globalnej teorii

osobliwosci.

Cel: Nowe metody algebraiczne w wyliczaniu i badaniu

struktury wielomianéw Thoma.

Wielomiany Thoma pochodzg z geometrii; aby wiec je
wprowadzi¢ i podkresli¢ ich uniwersalny charakter,
potrzebne sg podstawowe informacje z teorii przecie¢ w

geometrii rozmaitosci.




Baaardzo skrotowo:

Niech M bedzie rozmaitoscia. Np. M = P™, lub
M=Grassmannian Gi(n) ={A C C":|A| = k}.

Chcemy ,mnozy¢” podrozmaitosci X,Y C M. Mozna
skonstruowaé ,pierécien przecie¢” H (M) ze struktura
mnozenia indukowang z ,X NY” modulo ,przesuwanie”

podrozmaitosci, i uwzgledniajacg krotnosci przeciecia. Np.

H(P™) = Z[z]/ (=) x = hiperplaszczyzna

Rozmaitosé Schuberta w Grassmannianie:
{AeGi(n): ANV >1,.., ANV >k}

Tu V' C-.-C V™ C C" jest ,ogélnym” ciggiem
podprzestrzeni liniowych oraz ri < --- < 1.

A. Lascoux 1978: ,Rozmaito$s¢ Schuberta jest FUNKCJA
SCHURA”?!

Funkcje Schura beda gtéwnym narzedziem w tym wyktadzie.
Klasa fundamentalna podrozmaitosci X = J, X;, gdzie X;
sg skladowymi nieprzywiedlnymi jest réwna ) . m; X,
gdzie m; jest krotnoscig sktadowej X;.

Np. klasa fundamentalna podrozmaitosci rzutowej stopnia d
i wymiaru » w P” jest rowna d-zx""; w szczegblnosci

klasa hiperpowierzchni stopnia d jest rowna d - x.




Wiqzka wektorowa: E — M to rozwldknienie przestrzeni
liniowych ustalonego wymiaru nad M: J, ¢, Ex-
(Kombinacja geometrii rozmaitosci z algebra liniowa). Np.

- wigzka styczna do rozmaitosci TM = J, . T M;

- wiazka ,tautologiczna” na Gg(n): wiéknem nad punktem
odpowiadajacym A jest wlasnie przestrzen liniowa A.
(Jezeli ograniczy¢ sie do odwzorowan ciaglych, to kazda
wiazke mozna otrzymac z tautologicznej za pomocy

nastepujacej operacji ,przeciagniecia’).

Dla odwzor. f: M — N i wiazki £ — N konstruuje sie
wigzke f*E — M, ktorej wioknem nad x € M jest Ey(,) .

Kazda wiazke mozna ,rozszczepi¢” na sume wigzek
l-wymiarowych: dla wigzki E™ — M™ istnieje f : M’ — M
takie, ze f*E =11+ ---+ L, (oraz H(M) — H(M")).

Niech wiazce L; odpowiada dywizor D; (miejsce zer
ogélnego przekroju M’ — L;).

Klasa Cherna: ¢;(E) = 14 <..ci<n Dj - Dj, € H(M)
— elementarna funkcja symetryczna stopnia ¢ od Dq,...,D,.

Ta algebraiczna definicja posiada szereg interpretacji
geometrycznych. Np. ¢, (T M) to klasyczna
charakterystyka Eulera x(M) rozmaitoéci M. Nazwa
pochodzi od znanego wzoru Eulera: W — K + 5 = 2,
wigzacego liczbe W wierzchotkéw, K krawedzi i S $cian
wielodcianu (y = 2).




Po tym wstepie, zmierzamy do defincji wielomanu Thoma.

Osobliwosé: klasa rownowaznoSci kietkéw
(C™,0) — (C",0) ze wzgledu na analityczne
reparametryzacje dziedziny i przeciwdziedziny.

Ustalmy osobliwos¢ . Niech f: M™ — N" bedzie
odwzorowaniem miedzy rozmaitosciami zespolonymi. Niech

V(f) bedzie domknieciem zbioru
{x € M : osobliwo$¢ f w x jest rOwna n} .

Przez kowymiar osobliwoéci 1 rozumiemy kowymiar V( f)

dla ogélnego odwzorowania f.

Zaktadamy w tym wyktadzie, ze liczba osobliwosci

kowymiaru mniejszego niz kowymiar 7 jest skonczona.

W roku 1955 Thom dowiédl, ze istnieje wielomian 77
(nazywany obecnie wielomianem Thoma osobliwoéci 7),

ktory zalezy od formalnych zmiennych

C1,C2y .y Cm; C1,Chy ..., Ch, 1 posiada nastepujaca wlasnosc:

Po podstawieniu ¢; = ¢;(T'M), ¢; = ¢;(f*T'N) dla ogblnego

odwzorowania f : M — N rozmaito$ci zespolonych, 7"

oblicza klase fundamentalna V" (f).

Wielomian Thoma koduje wiec ,,numeryczna” informacje o
ustalonej osobliwo$ci przy pomocy niezmiennikow dziedziny

i przeciwdziedziny ogdlnego odwzorowania.




Okazuje sie, ze pierwszy ,,wielomian Thoma” odkryt juz ...
Riemann w roku 1857 (!).

Niech f : M — N bedzie surjektywnym odwzorowaniem
holomorficznym zwartych powierzchni Riemanna stopnia d.
: = indeks rozgalezienia f w x € M (tzn. liczba galezi f

spotykajacych sie w x). Algebraicznie oznacza to, ze
uzywajac wspoélrzednej z w otoczeniu x, lokalnie f(z) = 2°=.
Wzor Riemanna-Hurwitza orzeka

D (ex—1)=d-x(N)— x(M).

xeM
(Jesli powierzchnie M przedstawimy sobie jako ,precelek” z
g dziurami to x(M) =2 — 2g.)
Jezeli e, = 2, to mowimy, ze x jest osobliwoscig typu A;.
Oczywiscie VA1 (f) — jako zbiér — zawiera wszystkie punkty
krytyczne f (tzn. punkty, dla ktorych e, > 2). Jego klasa

fundamentalna (dywizor rozgalezienia f) jest réwna
> (e —1D)a].
x krytyczny

Zatem wzor Riemanna-Hurwitza mozna zinterpretowac

jako:

VA = (f*TN) — er(TM),

co implikuje, ze
A /
T b= Cl —C1.




Symetrie osobliwosci i uklad réwnan na wielomian

Thoma

Bedziemy zajmowac sie osobliwosciami stabilnymi
(C*,0) — (C***,0). Wielomiany Thoma takich osobliwosci
wyrazaja sie przez ¢;(f*TN —TM) = [¢(f*TN)/c(TM)];.

Oznaczmy przez & : (C™,0) — (C"T% 0) prototyp
osobliwosci 7. Analizujac symetrie zwiazane z maksymalna

zwartg podgrupg grupy
Aut k = {(¢,7) € Diff(C™, 0)xDiff (C"*,0) : tporop™! =

stowarzysza sie z n klase Cherna c¢(n) i klase Eulera e(n).

- Ag: C[[]]/(z");

(1 +21)(1 4 z2)

k
6([2’2):.%1562(.261—2332 To— 2$1 H
7j=1




—I1155: Cl[x,y)]/(zy, z*, y?), (tu k > 1);

(14+221) (1+2x2) (1+z1+22) 11
111 (1
( 22) (1+CB1)(1+$2 1;[ +yj

Twierdzenie 1 Ustalmy osobliwos¢ n. Zalozimy, zZe klasy
FEulera wszystkich osobliwosci kowymiaru mniejszeqo niz
kowymiar n sq nie-dzielnikami zera. Wowczas zachodzq
nastepujace rownania:

(i) jezeli &#mn oraz kowymiar £ jest nie wiekszy niz

kowymiar n, to T"(c(§)) = 0;
(1) T"(c(n)) = e(n).

Ten system rownan (gdzie & przebiega zbior wszystkich

takich osobliwosci) wyznacza wielomian Thoma T
jednoznacznie.

Twierdzenie to zwane dalej ,,metoda wegierska” zostato
udowodnione i po raz pierwszy wykorzystane do obliczania
wielomianéw Thoma przez R. Rimanyi’ego i grupe
matematykéw wegierskich na poczatku lat 2000. Metoda ta

odwotuje sie do klasyfikacji osobliwosci — patrz monografia
Du Plesis-Wall’a.

Trzeba rachunki ,,zorganizowac¢” konceptualnie, uzywajac
odpowiedniej bazy wielomianéw. ,,Standardowa” baza
uzywang do wyliczen wielomianéw Thoma (np. w pracach
lideréw tej dziedziny: Rimanyi’ego i Kazariana) byla baza
jednomianow od klas Cherna.




W roku 2004 (dzieki dyskusjom z A. Lascoux)
zainteresowalem sie wielomianami Thoma i zaczalem

stosowac¢ inna baze: funkcji Schura.

Alfabet A: (skonczony) multi-zbiér elementéw w pierscieniu

przemiennym (najczesciej jest to zbidr zmiennych).

Bedziemy identyfikowa¢ alfabet A = {aq,...,a:,,} z suma
a1 + - -+ a,, 1 wykonywaé zwykle operacje algebraiczne na
takich elementach. Rozwazmy inny alfabet B.

Funkcje pelne od réznicy alfabetow S;(A-B):
> Si(A-B)z' = ][ (1-b2)/ [ (1-az).
beB acA

Te funkcje interpoluja miedzy S;(A) — pelnymi funkcjami
symetrycznymi od A i S;(—B) — £+ elementarnymi funkcjami
symetrycznymi od B.

Rugownik A 1B: R(A,B):=[],cspepla—b).
Faktoryzacja: jezeli card(B) = n, to S,(a — B)

Dla podziatu I = (0 < iy < --- < iyp), definujemy funkcje
Schura S;(A-B) jako

Si(A-B) := |S;, 1q—p(A-B)

1<p,q<h .

Funkcje Schura odgrywajg podstawowa role w wielu
dziatach matematyki: teorii reprezentacji, teorii przecie¢ w

geometrii i topologii, kombinatoryce i innych.




Np. oznaczajac S; = S;(A-B), mamy

Uzycie ,,A — B” jest wygodne: pozwala traktowac
wielomiany (symetryczne) ,funktorialnie”. I tak, dla
kombinacji liniowej W funkcji Schura mamy

WA+C-B-C)=W(A-DB).
Poszukiwane wielomiany Thoma bede¢ mialy postac

> o SH(T*M — f*T*N) = " a;Sr.
1 1

Thom policzyt (geometrycznie) T4t dla dowolnego k > 0.

Kowymiar A; jest réwny k+1. Mamy 2 réwnania na 7 41:

W(—=Bg) =0, W(x—Bg—|2z|) = R(x,Bx+ 2z |

Skoro mamy

Sk+1(—Bk) = O, Sk;+1(33 - Bk — | 2x ) = R(zc,]B%k+

wiec dla parametru k, mamy T4 = Sj41.




Wygodniejsza notacja:

n(r): (C*,0) — (C*T"=1,0) 7.7 = wiel. Thoma n(r).
Osobliwosci Morina A;(r).

Thom: 7,41 = S

Twierdzenie 2 (Ronga 1972) T2 = D i<r 298 -

Dla i = 1,2, 7,4 byly policzone geometrycznie; dla
wiekszych 7, potrzeba subtelniejszych metod algebry.

Definujemy:

F(Z Z SJ + +°°"|‘)Sr—ji_1 ..... r—jl,r—l—lJI(_)?

gdzie suma jest po podziatach J C (ri1).
Przyklady: 7,4t = Y, S;(2) =27, wiec T, A2 = P,
Czy T = 39

Roéwnania (od W) charakteryzujace 7,4% pochodzg od
osobliwosci Ay, A1, Az, idlar > 2 od I1155:

W(-B,_1)=W(@x—-B,_1—|2x|) = W(x-B,_1 — |3z

Wz —-B,_1 —|4z|) = R(x +| 2z |+ |32 || B,_1 +




F® spelnia (1) i (2). Zatem
Fl(s) = 5111 + 5812 + 685 = T3

Ale dla r > 2, £ nie spelnia (3). Nalezy ,,poprawi¢” )
dodajac kombinacje liniowg funkcji Schura tak by
otrzymany wielomian spetnial (3) (oraz (1) i (2)). Dla

r = 2, ta poprawka to 5533, czyli 7'2A3 = FQ(B) + 5533.

Twierdzenie 3 (A. Lascour, PP) T4 = Fr(g)JrHT, gdzie

Hs = 53144+24S45, Hy = 55255+24Sl56+24566+89‘9577

H7 = 55588+24S489+24S399+89S3,8,1O+11332,9,10+3OOS2,8,11
+11351,10,10+41351,9,11+965Sl’8,12+526510,11+1378$9,12
+302458,137

(Berczi-Feher-Rimanyi zaanonsowali w 2003 r. inny wzdér).

Twierdzenie 4 (PP) Jezeli dla kazdego x € M, jgdro
dfy : ToM — Tp)N jest wymiaru < 1, to dla© > 1 oraz
r>1 mamy T4 = Fr(i) :

Wryliczenie 7,4 w calej ogélnoéci dla i > 4 jest problemem
otwartym (to najbardziej ,prestizowy” problem w
obliczeniach wielomianéw Thoma; Feher-Rimanyi,
Berczi-Szenes, Kazarian, Ozturk, ...)

Lata 80.: 7'1A4 =7 Sprzeczne wyniki przy pomocy metod
geometrycznych. Gaffney: ¢ + 6¢2ca + 2¢3 + 9cic3 + 6¢y.

Nasze metody daja w prosty sposob: 7'1’44 = F1(4) + 10.59,.

10
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Osobliwos¢ I o(r) ; jej kowymiar wynosi 3r + 1.
Tl22 _ Sao (Porteous 1971). Zal6ézmy, ze r > 2.

Metoda wegierska charakteryzuje 7, >* za pomoca
nastepujacego uktadu réwnan (od W):

Osobliwosci Ag, A1, Ao daja:

W(-B,_1)=W(x—|2x|-B,_1) = W(x—

Osobliwo$¢ I o daje:

W($1+332— 211 |-| 229 _Br—l) —

= $1$2(5€1—2$2)($2—2$1) R($1+$2+

Osobliwos¢ 1115 2 daje:
W(ZCl-HI}g —D — ]BT_Q) =0.

Lemat 5 (PP) Diagram Younga funkcji Schura

wystepujgcee] w roZWINIECiU 7}12’2 zawiera (r + 1,7+ 1) i ma

conajwyzej 3 czesci.

Z, mojej rozprawy habilitacyjnej, ktoérej zasadnicza czesé
dotyczyla enumeratywnej geometrii rozmaitosci
wyznacznikowych (Ann. ENS 1988), wynika, ze diagramy
Younga funkcji Schura wystepujacych w rozwinieciach
wielomianéw Thoma osobliwos$ci muszg zawieraé
,dostatecznie duze” prostokaty. W tym wypadku: prostokat
(r+1,r+1).
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Rekurencyjny(!) opis 7, := 7,122 (widaé to jedynie w
bazie funkcji Schura).
Endomorfizm liniowy D: Sil,ig,ig — 57;14_1’7;24_1’7;34_1.

7

7T,: = suma skladnikéw ,a;;5;;” w rozwinieciu 7.

Algebra funkcji Schura pozwala dowies¢:
Lemat 6 (PP) T, =T, + ®(T,_1).
Stwierdzenie 7 (PP) T,.(x1,72) = (x122)" "1 S,_1(D).

Okazuje sie, ze problem rozwiniecia S,_1(D) w funkcje
Schura wystapil juz wczesniej: zupelne kwadryki: Schubert,
Giambelli (wiek XIX), Laksov i inni (lata 80.); liczby
Cherna: PP (Ann. ENS 1988).

Szukane rozwiniecie S,._1(ID) to:
) G+ (o)
Z ( - +ot Spq(T1+T2) .
<. p+qT_1[ p+1 p+2 q+1 ]
T2 =3S34, T3=7546+ 3555, etc.
To = ®(T1)+T 2 = ®(S22)+3534 = S133+3534
Ts = ®(T3)+T 5 = P(S133+3534)+T 3 = S244+3S145+7546+3555

etc.

Otrzymujemy jawne (zalezne od ,r”) wyrazenie )  «a;S; na

7,/** — rozw. problemu Rimanyi’ego w Inv. Math. (2001).

(Kazarian anonsuje inne, geometryczne podejscie).
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Cllz, y]l/ (zy, P + y)

. C% — C1C3

- 9 2 2 2 —9

: 2c1c5 — c{c3 + 2cac3 C1C4
12,42

ZC%C% + cg’ — 20‘%03 + 2c1c9c3 — 30% — 50%04 + 9cocqy — Ocicy

I3 3: C%C% — c% — C‘;’Cg + 3ci1coc3 + 3c§ — 20%04 — 3cocy

: S92
: 4593 + 25122

Iy 41 16524 + 4533 + 125123 + 55222 + 2571122
: 2594 + 6533 + 35123 + S1122

CZYM ROZNIA SIE TE DWA RODZAJE ROZWINIEC?

Kk ok

Hipoteza 8 (Feher-Komuves, PP 2004) Ustalmy
osobliwosé n. Jezeli

T => oSi(T*M — f*T*N),

to ay > 0 dla kazdego podziatu I.

Tego typu rezultaty o dodatniosci sa obecnie przedmiotem
sporego zainteresowania w geometrii algebraicznej — patrz

monografia Lazarsfelda ,,Positivity in algebraic geometry”.
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Twierdzenie 9 (A. Weber, PP 2006, 07) Ustalmy

osobliwosé n (niekoniecznie stabilng). Jezeli

’7"’7 == ZC\&[JSI(T*M) . SJ(f*TN),

to ary > 0 dla kazdej pary podziatow I, J.

To jest mocniejsza wersja hipotezy o dodatnioSci
(uogdlniona na wielomiany Thoma stozkéw niezmienniczych
wzgledem produktéw GL,, éw).

Uzyte metody opieraja sie na teorii Fultona-Lazarsfelda

numerycznej dodatniosci stozkéw w wigzkach generowanych
przez przekroje globalne i wigzkach szerokich.

Wielomiany Thoma osobliwosci Lagrange’a

Te ,wielomiany Thoma” (Kazarian 2003) uogdlniaja indeks
Mastowa: niech L bedzie podrozmaitoscia Lagrange’a w
przestrzeni symplektycznej V =W @ W*; klasa Mastowa
jest reprezentowana przez {r € L : dim(T,LNW*) > 0}.

Dla tej sytuacji istnieje ,naturalna” baza. W roku 1986
zauwazyltem, ze ,rozmaito$¢ Schuberta w Grassmannianie

Lagrange’a jest @—funkcjag.” Wielomiany Thoma:
Ay Qy,  Ar:135Q391 + 1275Q40 + 2004Qs5; + 25200,
Dg :12(Q32 +2Qq1),  E7:9Qz21 + 60Qus + 24Qs,.

Twierdzenie 10 (M. Mikosz, A. Weber i PP 2007)
Wielomian Thoma osobliwo$ci Lagrange’a jest nieujemng
kombinacjq Q-funkcji Qr(T*L).
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