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Paweª Doma«ski

Streszczenie

Niniejsza praca zawiera omówienieartykuªu Stefana Banacha z roku 1939po±wi�econego
autorskiej wersji \Pra wa Najwy»szego" oraz prób�e wyja±nienia jego zawarto±ci na tle i w
terminach wspóªczesnejanalizy funkcjonalnej.

1 Wst �ep

Praca JózefaHoene-Wro«skiegoo \Pra wie Najwy»szym" wzbudziªa zainteresowanie, które nie
wygasaªoz upªywem lat. Piszeo tym Samuel Dickstein, który przeanalizowaª j �a w roku 1890w
artykule [9], a za po±rednictwem tej z kolei pracy w 1939roku zaj �aª si�e \Pra wem Najwy»szym"
chyba najwybitniejszy polski matematyk Stefan Banach w [3]. W omawianej pracy Banach
nie odwoªuje si�e bezpo±redniodo oryginalnych prac Hoene-Wro«skiego - jednak, jak wynika z
zamieszczonegow tym tomie artykuªu P. Pragacza,miaª do nich dost�ep.

Moim zdaniemBanach byª specjalniepredestynowany do gª�ebszegozrozumieniai zmodernizowania
idei Hoene-Wro«skiego. To matematyk na wskro± nowoczesny - jego prace s�a dzi± doskonale
czytelnei, po naprawdedrobnych zmianach w terminologii, mogªyby uchodzi¢zapracewspóªczesne.
Wida¢ to szczególniepatrz�ac na standardy w zakresie±cisªo±ci,precyzji, stylu dowodzenia itp.
Mógª wi�ec Banach przeksztaªci¢ \mgªawicowe" idee z pocz�atków XIX wieku w precyzyjne,
dowodliwetwierdzenia.Przykªadowo: Hoene-Wro«ski w ogólenie mówi o zbie»no±ci- dla Banacha
to gªówne zagadnienie.Ale to nie jedyny powód, dla którego \b yª on odpowiedni�a osob�a na
odpowiednim miejscu" - Banach byª zapewne jednym z niewielu matematyków ko«ca lat 30-
tych dwudziestegowieku, który mógª w peªni u»y¢j�ezyka i metod analizy funkcjonalnej. Min�eªo
zaledwie8 lat od ukazaniasi�e fundamentalnej ksi�a»ki Banacha \T eorja operacyj, tom I. Operacje
liniowe" [1] b�ed�acej pierwszym systematycznym wykªadem tego j�ezyka i tych metod. Min�eªo 7
lat od opublikowania wersji francuskiej [2] (wersji, a nie dokªadnegotªumaczenia, ró»niªa si�e
ona bowiem ukªadem i nieznaczniezawarto±ci�a), która odegraªawielk�a rol�e w rozwoju mªodej
dziedziny analizy, m.in zawieraj �ac wiele podstawowych dla rozwoju analizy funkcjonalnej pyta«.
Banach dostrzegª, »e \Pra wo Najwy»sze" Hoene-Wro«skiego to fakt z analizy funkcjonalnej,
który mo»ei powinien by¢ wyra»ony w jej j�ezyku - moim zdaniem najbardziej adekwatnym.

W tym miejscu trzeba by w ko«cu zaspokoi¢ ciekawo±¢czytelnika i krótko wyja±ni¢ o czym
mówi \Pra wo Najwy»sze". Jest to pewna metoda znajdywania wspóªczynnikówskalarnych � i

rozwini�ecia \dowolnej" funkcji f wzgl�edemdanego\dowolnego" ci�agu funkcji (x i ) i 2 N tak aby

f =
X

i

� i x i :

Jak ju» wspomniaªem autor tej idei nie zaprz�ataª sobie gªowy zbie»no±ci�a szeregu, ale we
wspóªczesnym jej przedstawieniu (i oczywi±cieu Banacha) musi to by¢ zagadnieniecentralne.

W dalszej cz�e±ci pracy przedstawi�e wynik Banacha i skomentuj�e jego znaczenie,zakres
stosowalno±cii zawarte tam idee- ich zwi�azekz pewnymi pó¹niej rozwini�etymi poj�eciamianalizy
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funkcjonalnej. Có» dowiadujemy si�e st�ad o dziele samegoJózefa Hoene-Wro«skiego? Przede
wszystkim ide�e \Pra wa Najwy»szego"daªosi�e przeku¢w ±ci±lesformuªowanetwierdzenie(co dla
mnie jest ostatecznym dowodem jej \matemat yczno±ci"), a po drugie dokonaª tego matematyk,
którego wielko±¢jest oczywista - co dla niedowiarków mo»eby¢ po±redni�a zach�et�a do przyjrzenia
si�e tej idei. Czy odegraªa ona du»�a rol�e w dalszym rozwoju matematyki? Tu odpowied¹ jest
trudniejsza - mam zbyt maª�a wiedz�e historyczn�a aby odpowiedzie¢na takie pytanie dotycz�ace
lat przed artykuªem Banacha. Je±lichodzi o okrespó¹niejszy, to nie znanemi s�a »adneprzypadki
cytowania pracy Banacha (co nie jest z pewno±ci�a dowodem zupeªnegozapomnienia tej pracy).
Ilu matematyków j �a czytaªo? Z pewno±ci�a jest ªatwo dost�epna w edycji dzieª Banacha [4, str.
450-457].

Omawiana praca jest krótka i skªadasi�e z trzech cz�e±ci:

1. wprowadzeniau»ywanych poj�e¢;

2. sformuªowania i dowodu \Pra wa Najwy»szego";

3. przykªadów.

W takiej te» kolejno±cib�edziemy j �a omawia¢. Przez (� i ) i 2 N b�edziemy zawszeoznacza¢dowolny
ci�ag skalarów. Poj�ecia nie wyja±nionemo»naznale¹¢ np. w monogra�i [12].

2 Przestrzenie o wªasno±ci (A)

Aby móc korzysta¢z zupeªno±cii konsekwencji twierdzeniaBaire'a dla niezupeªnych przestrzeni
unormowanych, Banach wprowadza specjaln�a klas�e przestrzeni speªniaj �acych wªasno±¢(A).
Poniewa»dla ustalonegoci�agu wektorów (x i ) w przestrzeniBanacha E nie mo»naoczekiwa¢,aby
caªa przestrze« E skªadaªasi�e z sum postaci

P
i � i x i wi�ec naturalnie pojawiaj �a si�e niezupeªne

podprzestrzenie. Wprowadzona klasa przestrzeni potrzebna jest m.in. aby uzyska¢ zbie»no±¢
rozpatrywanych szeregóww na ogóªniezupeªnejprzestrzeniunormowanej. Banach swoje wyniki
formuªuje dla przestrzeniBanacha i przestrzeniunormowanych, ale wydaje mi si�e, »ewªa±ciwsz�a
ram�a jest klasa przestrzeni lokalnie wypukªych i dla nich b�ed�e de�nio waª wprowadzonepoj�ecia.

De�nicja 2.1 Przestrze«lokalnie wypukªaE ma wªasno±¢(A), gdydla ka»dego ci�agu (x i ) i 2 N �
E istnieje ci�ag dodatnich liczb rzeczywistych(M i ) i 2 N taki, »edla ka»dego ci�agu skalarów(� i ) i 2 N

zachodzi warunek: je±li szereg
P

i j� i jM i < + 1 , to szereg
P

i � i x i jest zbie»nyw przestrzeni E .

Banach podaje w sposóbjawny tylko jedenprzykªad przestrzeniz wªasno±ci�a (A) - przestrze«
Banacha, ale z jego pracy mo»natakich przykªadów wysnu¢ wi�ecej (por. [3, Satz 1]).

Twierdzenie 2.2 Nast�epuj�ace przestrzeniemaj�a wªasno±¢(A):

1. Przestrze«Banacha.

2. Przestrze«Fr�echeta( = metryzowalnazupeªna przestrze«lokalnie wypukªa).

3. Obraz ci�agªy i liniowy przestrzeni z wªasno±cia(A).

4. Dowolnaprzestrze«lokalnie wypukªaposiadaj�aca mocniejsz�a od oryginalnej topologi�e przestrzeni
Banacha, Fr�echetalub, ogólniej, z wªasno±ci�a (A).

5. Podprzestrze«domkni�eta przestrzeni lokalnie wypukªejz wªasno±ci�a (A).

6. Przekrój ci�agu przestrzeni z wªasno±ci�a (A).
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Dowód: 1. We¹my M i := kx i k, wówczas
X

i

k� i x i k ¬
X

i

j� i jM i < 1 :

Zatem szereg
P

i � i M i jest nawet absolutnie zbie»ny w rozpatrywanej przestrzeni Banacha E,
je±li tylko

P
i j� i jM i < 1 .

2. Niech topologia przestrzeni Fr�echeta E b�edzie zadana ci�agiem póªnorm k � kn , n 2 N.
Zde�niujm y M i := max1¬ n¬ i kx i kn . Zatem podobnie jak w przypadku 1. mo»naudowodni¢, »e
szereg

P
i � i x i jest absolutnie zbie»ny (tj.

P
i k� i x i kn jest zbie»ny dla ka»degon 2 N), o ile tylko

P
i j� i jM i < 1 .

3. Zaªó»my, »e T : Y ! X jest surjektywnym operatorem liniowym i ci�agªym, a X i Y
s�a przestrzeniami lokalnie wypukªymi. Dodatkowo zaªó»my, »e Y ma wªasno±¢(A). We¹my
teraz dowolny ci�ag (x i ) i 2 N � X , wówczas dla ka»degoi 2 N istnieje wektor yi 2 Y taki, »e
Tyi = x i . Z wªasno±ci(A) otrzymamy ci�ag liczb rzeczywistych dodatnich (M i ) i 2 N taki, »e je±li
P

i j� i jM i < 1 , to szereg
P

i � i yi jest zbie»ny w Y. Wówczasrównie»szereg
P

i � i x i =
P

i � i Tyi

jest zbie»ny.
4. Wystarczy zastosowa¢punkt 3. powy»ejdo operatora identyczno±ciowegona rozpatrywanej

przestrzeni z dwiema ró»nymi topologiami (por. cz�e±¢1. i 2.).
5. Oczywiste.
6. Niech (X n )n2 N bedzieci�agiemposiadaj �acych wªasno±¢(A) podprzestrzeniwiekszejprzestrzeni

lokalnie wypukªej. Oznaczmy X :=
T

n X n . Niech (x i ) � X . Z wªasno±ci(A) dla ka»degon 2 N
istnieje ci�ag dodatnich liczb rzeczywistych (M n

i ) i 2 N taki, »e je±li
P

i j� i jM n
i < 1 , to szereg

P
i � i x i jest zbie»ny w X n . Šatwo zauwa»y¢, »e ci�ag (M i ) i 2 N, M i := max1¬ n¬ i M n

i , speªnia
warunki z de�nicji wªasno±ci(A) dla ci�agu wektorów (x i ) i 2 N w przestrzeni X . 2

W powy»szymdowodzienie przypadkiem pojawia si�ezbie»no±¢absolutna.Nast�epnetwierdzenie
(dla unormowanych przestrzeni E udowodnione w analizowanej pracy Banacha) wykorzystuje
\t ypow�a" ide�eBanacha - a dzi±powiedzieliby±my: jedenz typowych \chwytów" analizy funkcjonalnej.

Twierdzenie 2.3 (por. [3, Satz 2 a]) Niech (x i ) i 2 N b�edzie ci�agiem elementów w dowolnej
zupeªnej przestrzeni lokalnie wypukªej E , a (M i ) i 2 N b�edzie dowolnym ci�agiem liczb dodatnich.
Nast�epuj�ace warunki s�a równowa»ne:

1. Dla ka»dego ci�agu skalarów (� i ) i 2 N, je±li szereg
P

i j� i jM i jest zbie»ny,to szereg
P

i � i x i

jest zbie»nyw E.

2. Dla ka»dejpóªnormy ci�agªej p na E istnieje staªa K p taka, »edla ka»dego ci�agu skalarów
(� i ) i 2 N zachodzi nierówno±¢:

p

 
X

i

� i x i

!

¬ K p
X

i

j� i jM i :

3. Ci �ag
�

x i
M i

�

i 2 N
jest ograniczony.

4. Dla ka»dego ci�agu skalarów (� i ) i 2 N, je±li szereg
P

i j� i jM i jest zbie»ny,to szereg
P

i � i x i

jest absolutniezbie»nyw przestrzeni E .

Dowód: 1. ) 2. De�niujem y przestrze«Banacha

H := `1((M i ) i 2 N) := f � = (� i ) : k� k :=
X

i

j� i jM i < 1g :
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Ponadto de�niujem y ci�agªeoperatory liniowe Un : H ! E ,

Un (( � i ) i 2 N) :=
nX

i =1

� i x i :

Z warunku 1. ci�ag Un jest punktowo zbie»ny a z twierdzenia Banacha-Steinhausa,wynika, »e
granica jest ci�agªym operatorem liniowym U : H ! E, U(( � i ) i 2 N) =

P
i � i x i . Ci�agªo±¢U

natychmiast implikuje warunek 2.
Implik acje 2. ) 3. ) 4. ) 1. s�a oczywiste. 2
Przygl�adaj �ac si�e nieco uwa»niej dowodowi implikacji 1. ) 2. zauwa»ymy, »eudowodnili±my

faktycznie (zupeªno±¢,lub tylko lokalna zupeªno±¢- por. de�nicja ni»ej, jest potrzebna tylko w
implikacji 3. ) 4.):

Wniosek 2.4 (por. [3, Satz 3]) Niech (x i ) i 2 N � E b�edzie ci�agiem wektorów w przestrzeni
lokalnie wypukªej E , a (M i ) i 2 N ci�agiem liczb dodatnich takim, »e je±li szereg

P
i j� i jM i jest

zbie»ny,to szereg
P

i � i x i jest zbie»nyw przestrzeni E . Wówczasprzestrze«

L :=

(
X

i

� i x i :
X

i

j� i jM i < 1

)

� E

jest ci�agªym liniowym obrazem przestrzeni Banacha, a zatem posiada wªasno±¢(A). Innymi
sªowyci�ag (x i ) i 2 N jest zawarty w podprzestrzenio wªasno±ci(A).

U»ywaj �ac wspóªczesnejterminologii nale»aªoby si�e odwoªa¢do poj�ecia dysku Banacha.

De�nicja 2.5 Ograniczony zbiór absolutniewypukªynazywamydyskiem.Dysk B w przestrzeni
lokalnie wypukªejE nazywamydyskiemBanacha, je±li przestrze«unormowanaE B zde�niowana
jako powªokaliniowa zbioru B wyposa»onaw norm�e:

kxkB := inf f � : x=� 2 B g

jest zupeªna, a zatem jest przestrzeni�a Banacha.

Šatwo zauwa»y¢,»e
K B (0; 1) � B � K B (0; 1);

gdzie K B , K B to dopowiednio kula otwarta i kula domkni�eta w przestrzeni E B . Zatem dyski
Banacha to \pra wie" ci�agªeobrazy liniowe kul jednostkowych w przestrzeniach Banacha:

Wniosek 2.6 Dysk B jest dyskiem Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci�agªy obraz
liniowy C kuli jednostkowejw przestrzeni Banacha taki, »eC � B � 2C.

Wi�ecej o dyskach Banacha patrz [16, Ch. 3.2]

Wniosek 2.7 Niech E b�edzie dowoln�a przestrzeni�a lokalnie wypukª�a. Nast�epuj�ace warunki s�a
równowa»ne:

1. Przestrze«E ma wªasno±¢(A).

2. Ka»dy ci�ag elementówprzestrzeni E jest zawarty w ci�agªym liniowym obrazie przestrzeni
Banacha zawartym w przestrzeni E .

3. Ka»dy ci�ag elementówprzestrzeni E jest zawarty w powªoce liniowej dyskuBanacha.
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4. Ka»dy ci�ag elementówprzestrzeni E jest zawarty w ci�agªym liniowym obrazie przestrzeni
Fr�echetazawartym w przestrzeni E .

Dowód: 1. ) 2. Wniosek 2.4.
2. , 3. ) 4. Oczywiste (por. wniosek2.6).
4. ) 1. Twierdzenie 2.2. 2
Banach chyba nie zastanawiaª si�e jakie przestrzenieunormowanemaj �a wªasno±¢(A) (przynajmniej

nie ma po tym ±ladu w jego pracy) - powy»szy wniosek w pewnym sensieodpowiada na to
pytanie. W szczególno±ciimplikuje on, »eprzestrze«z wªasno±ci�a (A) mo»eby¢ albo sko«czenie
wymiarowa albo nieprzeliczalniewymiarowa (podobnie jak przestrzenieBanacha). Warto jednak
zauwa»y¢,»eistniej �a unormowaneprzestrzenieposiadaj �acewªasno±¢(A), które nie s�a obrazami
ci�agªymi i liniowymi przestrzeni Banacha.

Dowód: We¹my np. przestrze«Fr�echeta ci�agów szybko malej�acych do zera

s := f x = (x i ) : 8k 2 N kxkk :=
X

i

jx i jnk < 1g :

Oczywi±cies jest w sposób ci�agªy zanurzona w przestrze« Banacha ci�agów ograniczonych ` 1

i, wyposa»onaw jej norm�e, jest przestrzeni�a unormowan�a. Z twierdzenia 2.2 ma wªasno±¢(A),
ale z twierdzenia o domkni�etym wykresie nie mo»eby¢ ci�agªym obrazem liniowym przestrzeni
Banacha. 2

Okazuje si�e, »ewªasno±¢(A) jest blisko zwi�azanaz tzw. lokaln�a zupeªno±ci�a.

De�nicja 2.8 Ci �ag (x i ) i 2 N w przestrzeni lokalnie wypukªejE jest lokalnie Cauchy'ego (lokalnie
zbie»ny)o ile istnieje dysk B w E taki, »e (x i ) jest ci�agiem Cauchy'ego (ci �agiem zbie»nym)w
EB . Ci �ag (x i ) i 2 N jest szybkozbie»nyje±li istnieje dysk Banacha B � E taki, »e ci�ag (x i ) i 2 N

jest zbieznyw EB . Przestrze« E jest lokalnie zupeªna, je±li ka»dyci�ag lokalnie Cauchy'ego jest
lokalnie zbie»ny.

Porównajmy teraz wniosek 2.7 z poni»szymfaktem:

Twierdzenie 2.9 ([16, Prop. 5.1.6]) Przestrze«lokalnie wypukªaE jest lokalnie zupeªnawtedy
i tylko wtedy, gdy ka»dyci�ag ograniczony w E jest zawarty w pewnym dysku Banacha.

St�ad i z wniosku 2.7 otrzymujemy natychmiast:

Wniosek 2.10 Lokalnie zupeªna przestrze«lokalnie wypukªaE ma wªasno±¢(A) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka»dego ci�agu (x i ) i 2 N � E istnieje ci�ag dodatnich skalarów (M i ) i 2 N taki, »eci�ag�

x i
M i

�

i 2 N
jest ograniczony w przestrzeni E .

Z drugiej strony wszystkie unormowane przestrzenie niezupeªne z wªasno±ci�a (A) nie s�a
lokalnie zupeªne(por. [16, Cor. 5.1.9]). Co wi�ecej,oczywi±ciezupeªneLB-przestrzenie nie maj �a
wªasno±ci(A), np. przestrzenie dualne z siln�a topologi�a do dowolnej przestrzeni nuklearnej
Fr�echeta.

Wniosek 2.11 Szereg speªniaj�acy zaªo»eniawniosku 2.4 jest szybkozbie»ny.

Warto powy»szywniosek porówna¢ze znanym faktem mówi�acym, »eka»daE warto±ciowa
funkcja holomor�czna (E przestrze« lokalnie wypukªa, ci�agowo zupeªna) rozwija si�e lokalnie w
szeregTaylora zbie»ny nie tylko w przestrzeni E , ale tak»e szybko, tzn. dla ka»degopunktu x z
dziedziny funkcji istnieje dysk Banacha B taki, »eszeregTaylora funkcji wokóª x jest zbie»ny w
EB (por. [6]).
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Dyski Banacha okazaªy si�e doskonaªym narz�edziem wspóªczesnejteorii przestrzeni lokalnie
wypukªych i jej nowoczesnych zastosowa« (np. teorii równa« ró»niczkowych, analizy fourierowskiej...).
Przypomnijmy jeszczejedn�a de�nicj�e [12]:

De�nicja 2.12 Przestrze« lokalnie wypukªa E jest ultrabornologiczna je±li ka»dy absolutnie
wypukªy zbiór U � E pochªaniaj�acy wszystkiedyski Banacha (tj. taki, »e dla ka»dego dysku
Banacha B � E istnieje staªa C speªniaj�aca inkluzj�e B � CU) jest otoczeniemzera w E.

Przykªadami przestrzeniultrab ornologicznych s�a wszystkieprzestrzenieFr�echeta i ich przeliczalne
granice indukt ywne (np. przestrzeni funkcji holomor�cznych lub gªadkich ze zwykª�a topologi�a,
przestrzeniedystrybucji i dystrybucji o zwartym no±nikuale tak»eprzestrze«funkcji analitycznych
zmiennej rzeczywistej z jej naturaln �a topologi�a [7] itp.). Mimo nieco \barok owej" nazwy poj�ecie
to odgrywa wa»n�a rol�e we wspóªczesnejanalizie funkcjonalnej.

De Wilde udowodniª, »e dla operatorów dziaªaj �acych z przestrzeni ultrab ornologicznej do
\p orz�adnych" przestrzeni (m.in. do ka»degoz wymienionych wy»ej przykªadów) twierdzenie o
domkni�etym wykresie jest prawdziwe [12, 24.31].

Inny przykªad zastosowania poj�eciaprzestrzeniultrab ornologicznej,to twierdzeniemówi�ace,
»eliniowy operator ró»niczkowy cz�astkowy o staªych wspóªczynnikach jest surjekcj�a na przestrzeni
dystrybucji

� 0(
) wtedy i tylko wtedy, gdy jego j �adro jest ultrab ornologiczne(por. [17, Cor.
3.3.10,Sec.3.4.5]).

Idea do pewnegostopnia jest ta sama co u Banacha - korzysta¢ z twierdzenia Baire'a tam
gdzie na pozór nie mo»natego robi¢.

3 Funk cjonaªy dopuszczalne

Oprócz odpowiednich przestrzeni Banach u»ywa jeszczeodpowiednich funkcjonaªówprecyzuj�ac
jaki to \dowolny" ci�ag funkcjonaªów mo»nawykorzysta¢ w \Pra wie Najwy»szym". Oczywi±cie
nie mog�a one by¢ caªkiem dowolne, ale nie mo»na te» ograniczy¢ si�e wyª�acznie do ci�agªych
funkcjonaªów liniowych.

De�nicja 3.1 Je±li E jest przestrzeni�a lokalnie wypukª�a to Bx (E) oznaczanajmniejszy zbiór
addytywnychodwzorowa« f : E ! K, K ciaªo skalarów zespolonych albo rzeczywistych, taki, »e

1. wszystkieci�agªeodwzorowania addytywnef : E ! K nale»�a do Bx (E);

2. zbiór Bx (E) jest zamkni�ety na operacje granic punktowychci�agów.

Klasa Bx skªadasi�e ze wszystkichzbiorów Bx (E).

Wszystkie funkcje f 2 Bx (E) s�a borelowsko mierzalne i liniowe. Faktycznie, obci�ecia funkcji
f 2 Bx (E) do podprzestrzeni liniowych jednowymiarowych s�a odwzorowaniami addytywnymi i,
z twierdzenia [1, I I IA, tw. 6], ciagªymi na przestrzeni Banacha a zatem s�a jednorodne.

Zauwa»my, »e funkcje z klasy Bx nie musz�a by¢ ci�agªe, tym nie mniej Banach pokazaª, »e
zachowuj �a si�eonebardzopodobniejak funkcjeci�agªewzgl�edemszeregówzbie»nych w odpowiedni
sposóbi ta wªasno±¢odgrywa¢b�edziekluczow�a rol�ew dowodzie\Pra wa Najwy»szego".Sformuªujemy
t�e wªasno±¢w terminach topologii ultrab ornologicznych.

De�nicja 3.2 ([16, Def. 2.2.4]) Topologi�a ultrabornologiczn�a stowarzyszon�a z topologi�a lokalnie
wypukª�a � na przestrzeniE nazywamytopologi�e, której baz�a otocze«zera jest rodzina wszystkich
absolutnie wypukªychpodzbiorów pochªaniaj�acych wszystkiedyski Banacha w (E; � ). Przestrze«
E z topologi�a ultrabornologiczn�a stowarzyszon�a z oryginaln�a topologi�a przestrzenilokalnie wypukªej
E oznaczamyE ub.
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Topologia ultrab ornologicznastowarzyszonaz � , to najsªabszatopologia ultrab ornologiczna
silniejszani» � . Ka»dy ci�ag szybko zbie»ny w E jest automatycznie zbie»ny w E ub.

Twierdzenie 3.3 Je±li f 2 Bx (E), E przestrze«lokalnie wypukªa,to f jest ci�agªymfunkcjonaªem
liniowym na przestrzeni E ub, tj. f 2 (E ub)0.

Dowód: We¹my dowolny dysk Banacha B w E. Wówczasf 2 Bx (EB ), a z [1, I I IA, tw. 6.],
f jest funkcjonaªemci�agªym na EB . Z de�nicji E ub, f 2 (E ub)0. 2

Wykorzystuj�ac wniosek 2.11 otrzymujemy wynik w sformuªowaniu Banacha:

Wniosek 3.4 (por. [3, Satz 2 b]) Niech E b�edzieprzestrzeni�a lokalnie wypukª�a, a f 2 Bx (E).
Zaªó»my, »e dla ci�agu (x i ) i 2 N � E istnieje ci�ag dodatnich liczb (M i ) i 2 N taki, »e je±li szereg
P

i j� i jM i < 1 , to szereg
P

i � i x i jest zbie»nyw przestrzeniE . Wówczasje±li szereg
P

i j� i jM i <
1 , to

f

 
X

i

� i x i

!

=
X

i

� i f (x i ):

Twierdzenie 3.5 (por. [3, Satz 4]) Niech (En ) bedzie ci�agiem podprzestrzeni o wªasno±ci(A)
w przestrzeni lokalnie wypukªejE oraz niech f n 2 Bx (En ) dla ka»dego n 2 N. Wówczas

L := f x 2
\

n
En : (f n (x))n2 N ci�ag zbie»nyg

jest podprzestrzeni�a liniow�a z wªasno±ci�a (A).

Dowód: Šatwo zauwa»y¢,»eL jest podprzestrzeni�a liniow�a. Niech teraz (x i ) i 2 N � L b�edzie
dowolnym ci�agiem. Niech (M n

i ) i 2 N b�edzie ci�agiem zwi�azanym z (x i ) i 2 N jako ci�agiem w En

zgodnie z de�nicja wªasno±ci(A). Niech ponadto

M i := max
�

sup
n

jf n(x i )j; max
1¬ n¬ i

M n
i

�

i zaªó»my, »e
P

i j� i jM i < 1 . Oczywi±cieszereg
P

i � i x i jest zbie»ny w En dla ka»degon 2 N,
wi�ec suma nale»ydo

T
n En . Z wniosku 3.4

�
�
�
�
�
�
f n

0

@
1X

i = N +1

� i x i

1

A

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1X

i = N +1

� i f (x i )

�
�
�
�
�
�

¬
1X

i = N +1

j� i jM i :

Niech p;q b�ed�a dowolnymi liczbami naturalnymi, zatem z poprzedniegooszacowania
�
�
�
�
�
f p

 
X

i

� i x i

!

� f q

 
X

i

� i x i

! �
�
�
�
�

¬

�
�
�
�
�
f p

 NX

i =1

� i x i

!

� f q

 NX

i =1

� i x i

! �
�
�
�
�
+ 2

1X

i = N +1

j� i jM i :

Pierwszy wyraz jest maªy dla ustalonegoN i dostateczniedu»ych p;q, a drugi dla dostatecznie
du»egoN . Zatem ci�ag (f n (

P
i � i x i ))n2 N jest ci�agiemCauchy'ego, a suma

P
i � i x i nale»ydo L . 2 .

Twierdzenie 3.6 (por. [3, Satz 5]) Niech E bedzie przestrzeni�a lokalnie wypukª�a z wªasno±ci�a
(A). Wówczasdla ka»dejpodprzestrzeni liniowej X � E ka»dyf 2 Bx (X ) daje si�e rozszerzy¢do
funkcjonaªu F 2 Bx (Y ), X � Y � E , gdzieY ma wªasno±¢(A).

Dowód: Niech Br (X ) b�edzie rodzin�a tych funkcjonaªów, które speªniaj �a tez�e niniejszego
twierdzenia. Nietrudno wykaza¢,»eklasa Br (X ) zawiera wszystkie funkcjonaªy liniowe ci�agªei
jest zamkni�eta na branie granic punktowych ci�agów(wykorzystamy tu twierdzenie3.5). Poniewa»
Bx (X ) jest z de�nicji najmniejsz�a tak�a klas�a, wi�ec Bx (X ) � Br (X ). 2

Podsumowuj �ac:
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Wniosek 3.7 Je±li ci�ag (x i ) i 2 N jest zawarty w przestrzeni lokalnie wypukªejz wªasno±cia(A),
a ci�ag funkcjonaªów (f n )n2 N nale»y do klasy Bx i ka»dy z nich jest okre±lony na wszystkich
elementachci�agu (x i ) i 2 N, to mo»nabez utraty ogólno±cizaªo»y¢,»e(f n) s�a okre±lonena pewnej
przestrzeni L � E o wªasno±ci(A) takiej, »e(x i ) i 2 N � L .

4 Sform uªowanie \Pra wa Na jwy»szego" wedªug Banac ha

Niech teraz E b�edzieprzestrzeni�a lokalnie wypukª�a z wªasno±cia(A) a (x i ) i 2 N b�edziedowolnym
jej ci�agiem elementów. Niech ponadto (f n ) b�edzie ci�agiem funkcjonaªów nale»�acych do klasy
Bx , wszystkie one s�a zde�niowane przynajmniej na wszystkich elementach ci�agu (x i ) i 2 N, oraz
dla ka»degon 2 N wektory vi := (f 1(x i ); : : : ; f n (x i )) dla i = 1; : : : ; n tworz�a ukªad liniowo
niezale»ny. Z wniosku 3.7mo»nazaªo»y¢,»ewszystkie(f n ) s�a zde�niowanena przestrzeniliniowej
L , (x i ) � L � E maj �acej wªasno±¢(A).

Zde�niujm y teraz

Wm;n (x) := det

�
�
�
�
�
�
�

f 1(x1) : : : f 1(xm� 1) f 1(x) f 1(xm+1 ) : : : f 1(xn )
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

f n(x1) : : : f n(xm� 1) f n (x) f n(xm+1 ) : : : f n(xn )

�
�
�
�
�
�
�
:

Z zaªo»enialiniowej niezale»no±ciwektorów vi wynika, »eWm;n (xm ) 6= 0. Oczywi±ciefunkcjonaªy
Fm;n zde�niowane wzorem Fm;n (x) := Wm;n (x)

Wm;n (xm ) nale»�a do klasy Bx (L ) dla 1 ¬ m ¬ n. Ponadto
dla 1 ¬ i ¬ n, i = m, Fm;n (x i ) = 1, a dla 1 ¬ i ¬ n, i 6= m, Fm;n (x i ) = 0.

Zde�niujm y funkcjonaª:
� m (x) := lim

n!1
Fm;n (x):

Oznaczmy przez L m przestrze«,na której zde�niowany jest funkcjonaª � m , tj.

L m := f x 2 L : (Fm;n (x))n2 N jest zbie»nyg:

Twierdzenie 4.1 (\Pr awo Najwy»sze") Przy powy»szychzaªo»eniachprzestrze«Y :=
T

m L m

ma wªasno±¢(A) i je±li x 2 Y oraz x =
P

i � i x i (zbie»no±¢szeregu w Y ub), to zachodzi warunek:

x =
X

i

� i (x)x i (tj. � i (x) = � i dla i 2 N).

Banach sformuªowaª swoj �a wersj�e nieco inaczej, w naszejterminologii brzmiaªaby ona tak:

Twierdzenie 4.2 (\Pr awo Najwy»sze"wersja Banacha) Przy powy»szychzaªo»eniachistnieje
dysk Banacha B � Y :=

T
m L m taki, »e (x i ) i 2 N � EB � E oraz dla ka»dego x 2 EB zachodzi

równo±¢
x =

X

i

� i (x)x i

(zbie»no±¢w EB , E ub i E ).

Dowód: Oczywi±ciefunkcjonaªy � m s�a dobrze zde�niowane dla x i , i 2 N oraz

� m (x i ) =

(
1 dla i = m;

0 dla i 6= m.

Oznaczato, »eci�ag (x i ) jest zawarty w przestrzenizbie»no±cici�agu funkcjonaªów(Fm;n )n­ m dla
ka»degom 2 N. Z twierdzenia 3.5 wynika, »e przestrze« L m ma wªasno±¢(A), a z twierdzenia
2.2 wynika, »eY ma równie» wªasno±¢(A) oraz � m 2 Bx (Y ).
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Z wªasno±ci(A) istnieje teraz ci�ag liczb dodatnich (M i ) taki, »eszereg
P

i � i x i jest zbie»ny
w Y o ile

P
i j� i jM i < 1 . Z wniosku 2.11 istnieje dysk Banacha B � Y � E taki, »e szereg

P
i � i x i jest zbie»ny w EB . Z twierdzenia3.3, � i 2 (Y ub)0, wi�ec je±li x =

P
i � i x i , to � i (x) = � i .

2
Warto zauwa»y¢,»e(x i ) i 2 N jest faktycznie baz�a w EB . Aby w konkretnym przypadku opisa¢

przestrze«Y i EB trzeba by zna¢ci�ag (M i ), a to jest mo»liwe tylko w niektórych przypadkach.
Trudno te» a priori sprawdzi¢ kiedy x nale»y do Y i jest postaci x =

P
i � i x i . Poniewa» ci�ag

(� i ) i 2 N nie musi by¢ totalny na Y , wi�ec nawet je±li
P

i j� i (x)jM i < 1 , to nadal nie wiemy czy

x =
X

i

� i (x)x i ?

Je±li jednak w jakiej± przestrzeni rozwini�eciewzgl�edemci�agu (x i ) jest jednoznaczne,to musi si�e
na EB pokrywa¢ z rozwini�eciem uzyskanym powy»sz�a metod�a. A wi�ec np. je±li (x i ) jest baz�a
Schaudera w E. Niestety wzór na funkcjonaªy wspóªczynnikowe jest uzyskany tylko dla pewnej
podprzestrzeni Y .

Banach podaje dwa przykªady zastosowania swojegotwierdzenia.Oba w przestrzeniBanacha
E = C[0; 1] funkcji ci�agªych na przedzialejednostkowym z norm�a supremum. W jednym przykªadzie
ci�ag (f i ) to ci�ag funkcjonaªów liniowych i ci�agªych przyporz�adkowuj �acych funkcji x 2 E jej
ró»nicew zerzewzgl�edemprzyrostów 1=n rz�edu n � 1. W drugim przykªadzie ró»nicezast�apione
s�a pochodnymi kolejnych rz�edówfunkcji x w zerze.W tym przypadku funkcjonaªys�a zde�niowane
na podprzestrzeniach funkcji n-krotnie ró»niczkowalnych w zerzei nie s�a ci�agªena E, ale nale»�a
do klasy Bx . Rachunki pokazuj�a, »eje±li x i (t) := t i � 1 to rozwini�ecieuzyskaneza po±rednictwem
\Pra wa Najwy»szego"pokrywa si�ez rozwini�eciemTaylora w zerze.Prosz�e jednak zwróci¢uwag�e,
»e je±li wystartowaliby±my od innego ci�agu funkcjonaªów (f i ), to zachowuj �ac ten sam ci�ag (x i )
powinni±my uzyska¢ równie» rozwini�ecieTaylora (przynajmniej dla pewnej podklasy Y funkcji
ci�agªych na odcinku [0; 1]).

Oczywi±cie \Pra wo Najwy»sze" kojarzy si�e z poj�eciem bazy ewentualnie z wielomianami
ortogonalnymi:

De�nicja 4.3 Ciag (x i ) i 2 N jest baz�a w przestrzenilokalnie wypukªejE o ile dla ka»degoelementu
x 2 E istnieje dokªadnie jeden ci�ag skalarów (� i ) i 2 N taki, »e x =

P
i � i x i . Baza (x i ) jest baz�a

Schaudera o ile funkcjonaªy wspóªczynnikowe(tj. przyporz�adkowuj�ace wektorowi x skalar � i ) s�a
ci�agªe.

W wielu przypadkach (np. gdy E jest przestrzeni�a Fr�echeta) ka»dabaza jest automatycznie
baz�a Schaudera, por. [11, Ch. 14.2].

Wydaje mi si�e, »ezwi�azek \Pra wa Najwy»szego"z poj�eciembazy jest do±¢powierzchowny.
W pierwszym przypadku startujemy od dowolnegoci�agu, dla którego istnieje ci�ag odpowiednich
funkcjonaªów (f i ). Oczywi±ciewówczasci�ag (x i ) musi by¢ liniowo niezale»ny, ale z twierdzenia
4.1 wynika, »emusi istnie¢ nawet ci�ag (gi ) funkcjonaªów z klasy Bx takich, »e

gi (x j ) =

(
1 je±li i = j ;

0 w pozostaªych przypadkach.

Zatem para (x i ; gi ) tworzy ci�ag \biortogonaln y" z na ogóª nieci�agªymi funkcjonaªami (gi ) na
przestrzeniY . Staje si�e on \pra wdziwym" ci�agiem biortogonalnym z ci�agªymi funkcjonaªami na
przestrzeniY ub. Ci�ag(x i ) tworzy baz�epewnej,w praktycetrudno wyodrebnialnej, podprzestrzeni
w przestrzeniE . Wagapoj�eciabazypoleganatomiast na mo»liwo±cirozwini�eciaka»degoelementu
przestrzeni.W twierdzeniu 4.2 dostajemy informacj�e, »etylko pewneelementy mo»narozwin�a¢,
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ale za to mamy \algorytm" znajdywania wspóªczynników i wªa±nieten aspekt algorytmiczny
zbli»a nas do poj�ecia ukªadu ortogonalnego,gdzie wspóªczynniki rozwini�ecia oblicza si�e ªatwo.

\Pra wo Najwy»sze"widz�ewi�ecraczejjako metod�ewyznaczaniafunkcjonaªówbiortogonalnych
| wspóªcze±niebardzo naturaln �a, ale w czasach Hoene-Wro«skiegojak si�e zdaje nowatorsk�a.

Poj�eciebazy wi�a»esi�e nierozerwalnie ze sªawnym problemem bazy: pytaniem postawionym
przez Banacha czy ka»da o±rodkowa przestrze« Banacha ma baz�e [1, str. 141]?Waga tego na
pozór abstrakcyjnegoproblemu bierzesi�e st�ad, »ewarto mie¢rozkªad funkcji na prostszecegieªki
i mo»liwo±¢uto»samianiajej z ci�agiemjej wspóªczynnikówrozwini�ecia,tak jak warto rozwija¢ np.
funkcje caªkowalne wzgl�edemukªadu Haara, funkcje gªadkiena odcinku wzgl�edemwielomianów
Czebyszewa czy funkcje holomor�czne wzgl�edem jednomianów. Szczególnieu»ytecznes�a bazy
skªadaj �acesi�e z \p orz�adnych" funkcji.

Jak wiadomo problem bazy ma negatywne rozwi�azanie(En
o 1973,[10]). Równie»w innych
klasach przestrzeni lokalnie wypukªych rozwi�azanie analogicznegoproblemu jest negatywne:
np. w bardzo wa»nej klasie nuklearnych przestrzeni Fr�echeta udowodnili to Mit yagin i Zobin
[14] w roku 1974. Jest te» dobra wiadomo±¢:znane naturalne o±rodkowe przestrzenieBanacha
i Fr�echeta - te które pojawiaj �a si�e w analitycznych zastosowaniach - maj �a baz�e (patrz np.
[18], [12, Ex. 29.5]): np. przestrzenie funkcji ci�agªych na typowych zbiorach, przestrzenie L p,
klasy Hardy'ego, Bergmana,przestrzeniefunkcji gªadkich na porz�adnych zbiorach, przestrzenie
dystrybucji temperowanych i funkcji holomor�cznych na porz�adnych zbiorach. Podobnie jest dla
niemetryzowalnych naturalnych przestrzeni lokalnie wypukªych (por. [7]), np. dla przestrzeni
dystrybucji i przestrzeni funkcji próbnych - jedyny znany wyj �atek to wysoce niemetryzowalna
przestrze«funkcji analitycznych zmiennejrzeczywistej,która cho¢o±rodkowa, nuklearna,zupeªna,
ultrab ornologiczna(i co tam kto jeszczesobieza»yczy)nie ma bazy (Doma«ski-Vogt 2000[8]).

Ciekawe, »ew tej tematyce jest jeszczesporo naturalnych problemów otwartych:

� (Peªczy«ski1970[15]) Czy ka»daprzestrze«dopeªnialnaw nuklearnej przestrzeniFr�echeta
z baz�a ma baz�e?

� (Mit yagin 1970 [13, Problem 15]) Czy ka»da dopeªnialna podprzestrze« w przestrzeni
dystrybucji temperowanych albo w odpowiedniej przestrzenifunkcji próbnych (tj. przestrzeni
funkcji gªadkich szybko malej�acych do zera) ma baz�e?

� Poda¢ konkretn�a \naturaln �a" baz�e w przestrzeni dystrybucji
� 0(
) lub w przestrzeni

funkcji próbnych
�

(
).

� (Bessaga1968 [5, Problem 1]) Czy ka»de dwie bazy w nuklearnej przestrzeni Fr�echeta
generuj�a \istotnie" t�esam�a przestrze«ci�agow�a (tj. z dokªadno±ci�a do permutacji i odwzorowa«
diagonalnych)?
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