Art yku? Stefana Banacha o \Pra wie Najwy»szym"
Jozefa Ho ene-W ro«skiego

Pawe? Doma«ski

Streszczenie

Niniejsza praca zawiera omowienie artykudu StefanaBanacha z roku 1939 potweconego
autorskiej wersji \Pra wa Najwy»szego" oraz prébe wyjatnienia jego zawartoxcina tle i w
terminach wsp62czesnepnalizy funkcjonalnej.

1 Wstep

Praca J6zefaHoene-Wo«skiego o \Prawie Najwy»szym" wzbudzi®a zainteresavanie, ktére nie
wygasa?oz up?ywem lat. Piszeo tym Samuel Dickstein, ktory przeanalizava® ja w roku 1890w
artykule [9], a za poxrednictivem tej z kolei pracy w 1939roku zaja? sie \Pra wem Najwy»szym"
chyba najwybitniejszy polski matematyk Stefan Banach w [3]. W omawianej pracy Banach
nie odwo@uje sie bezpotredniodo oryginalnych prac Hoene-Wo«skiego - jednak, jak wynika z
zamieszczonegav tym tomie artyku?u P. Pragacza,mia? do nich dostep.

Moim zdaniemBanad by? specjalnie predesynowany do g%bszega@rozumieniai zmodernizovania
idei Hoene-Wo«skiego. To matematyk na wskrox nowoczesly - jego prace sa dzit doskonale
czytelnei, po naprawde drobnych zmianad w terminologii, mog2yhby uchodzi¢ za pracewspo6?czesne.
Wida¢ to szczegolniepatrzac na standardy w zakresiezcis®oxciprecyzji, stylu dowodzenia itp.
Mog? wiec Banadh przekszta®ci¢ \mg2?awicowe" idee z poczatkow XIX wieku w precyzyjne,
dowodliwetwierdzenia.Przyk®adowo: Hoene-Wo«ski w ogélenie méwi o zbie»nozxci dla Banadca
to g2dwne zagadnienie.Ale to nie jedyny powdd, dla ktérego \by? on odpowiednia osolta na
odpowiednim miejscu”" - Banadh by? zapewne jednym z niewielu matematykéw ko«ca lat 30-
tych dwudziestegowieku, ktory mog?w pe?ni u»y¢jezyka i metod analizy funkcjonalnej. Mine2o
zaledwie8 lat od ukazaniasie fundamenalnej ksia»ki Banacha \T eorja operacyj, tom |. Operacje
liniowe" [1] bedacej pierwszym systematycznym wyk®adem tego jezyka i tych metod. Mine2o 7
lat od opublikowania wersji francuskiej [2] (wersji, a nie dok®adnegot®umaczenia, ro»ni®a sie
ona bowiem uk®ademi nieznaczniezawartoxch), ktéra odegra?awielka role w rozwoju m2odej
dziedziny analizy, m.in zawierajac wiele podstawowych dla rozwoju analizy funkcjonalnej pyta.
Banad dostrzeg?, »e \Prawo Najwy»sze" Hoene-Wo«skiego to fakt z analizy funkcjonalnej,
ktory mo»ei powinien by¢ wyra»ory w jej jezyku - moim zdaniem najbardziej adekwatnym.

W tym miejscu trzeba by w ko«cu zaspokoi¢ ciekawox¢czytelnika i krétko wyjatni¢ o czym
mowi \Prawo Najwy»sze". Jest to pewna metoda znajdywania wspo?czynnikow skalarnych
rozwiniecia\dowolnej" funkcji f wzgledemdanego\dowolnego” ciagu funkcji (x;)i2n tak aby

Jak ju» wspomnia?em autor tej idei nie zaprzata® sobie g2onvy zbie»not@ szeregu,ale we

wspéczesym jej przedstawieniu (i oczywitcieu Banaca) musito by¢ zagadnieniecertralne.
W dalszej czexci pracy przedstavie wynik Banada i skomertuje jego znaczenie, zakres

stosavalnozxcii zawarte tam idee - ich zwiazekz pewnymi pétniej rozwinietymi pojeciamianalizy



funkcjonalnej. C6» dowiadujemy sie stad o dziele samegoJozefa Hoene-Wo«skiego? Przede
wszystkim idee \Pra wa Najwy»szego"da?o sie przeku¢w xcitlesformu?owanetwierdzenie(co dla
mnie jest ostateczrym dowodem jej \matematycznoz=ci"), a po drugie dokona?tego matematyk,
ktérego wielkoz¢jest oczywista - co dla niedowiarkdw mox»eby¢ potredna zacheta do przyjrzenia
sie tej idei. Czy odegra®aona du»a role w dalszym rozwoju matematyki? Tu odpowied! jest
trudniejsza - mam zbyt ma®a wiedze historyczna aby odpowiedzie¢na takie pytanie dotyczace
lat przed artyku?em Banadia. Jezlichodzi o okrespétniejszy, to nie znanemi sa »adneprzypadki
cytowania pracy Banada (co nie jest z pewnoxca dowodem zupe2negozapomnienia tej pracy).
llu matematykow ja czyta?0? Z pewnozca jest 2atwo dostepnaw edycji dzie? Banada [4, str.
450-457].
Omawiana praca jest krotka i sk?adasie z trzech czezci:

1. wprowadzeniau»ywanych poje¢;
2. sformu®owania i dowodu \Pra wa Najwy»szego";
3. przyk®adow.

W takiej te» kolejnoxcibedzieny ja omawia¢. Przez ( i)i2n bedzieny zawszeoznaczatdowolny
ciag skalar6w. Pojecia nie wyjatnionemo»naznalel¢ np. w monograi [12].

2 Przestrzenie o w2asnozci (A)

Aby moc korzysta¢ z zupe?no=ci konsekwencji twierdzeniaBaire'a dla niezupe®nych przestrzeni
unormowanych, Banadh wprowadza specjalna klase przestrzeni spe?nigjacych w2asno=¢(A).
Poniewa»dla ustalonegociagu wektorow (x;) V\{Dprzestrzeni Banada E nie mo»naoczekina¢,aby
ca?aprzestrze«<E sk®ada®asie z sum postaci ; X; wiec naturalnie pojawiaja sie niezupe?ne
podprzestrzenie. Wprowadzona klasa przestrzeni potrzebna jest m.in. aby uzyska¢ zbie»noz¢
rozpatrywanych szeregobww na ogo?niezupe®nejprzestrzeniunormowanej. Banad swoje wyniki
formu?duje dla przestrzeniBanacda i przestrzeniunormowanych, ale wydaje mi sie, »ew2axciwsa
rama jest klasa przestrzenilokalnie wypuk®ych i dla nich bede de nio wa? wprowadzonepojecia.

Denicja 2.1 Przestrze«lokalnie wypuk®aE ma w?asno+@A), gdy dla ka»dgo ciagu (X;)i2n
E istnieje ciag dodatnich Iiczblgzeczywistych(M i)izn taki, Igedla ka»dgo ciagu skalaréw( ;)iz2n
zachalzi warunek: jetliszeeg ;] ijMj < +1 ,to szeeg ; iX; jest zbie»xnyw przestrzeniE.

Banad podaje w sposébjawny tylko jeden przyk®ad przestrzeniz wtasnoz@ (A) - przestrze«
Banada, ale z jego pracy mo»natakich przyk®adow wysnu¢ wiecej(por. [3, Satz 1]).

Twierdzenie 2.2 Nastepujace przestrzeniemaja w2asnox@A):

1. Przestrze«Banacha.

2. Przestrze«Frecheta( = metryzowalnazupe®na przestrze«lokalnie wypuk®@a).
3. Obraz ciag?yi liniowy przestrzeniz w2asnozcia(A).
4

. Dowolnaprzestrze«lokalnie wypuk2aposiadajaca mocniejsza od oryginalnej topologie przestrzeni
Banacha, Frechetalub, ogolniej, z w2asnota (A).

o

Podprzestrze«domknieta przestrzenilokalnie wypukdejz w2asnota (A).

6. Przekroj ciagu przestrzeniz wasnoxa (A).



Dowdd: 1. Welmy M; = kxjk, wowczas

X
K ixjk = j iMj<1:
| |
Zatem sz egP i iM; jest nawet absolutnie zbie»ry w rozpatrywanej przestrzeni Banada E,
jexlitylko ;j ijMj< 1.

2. Niedh topologia przestrzeni Fredheta E bedzie zadana ciagiem pé®norm k kn, n 2 N.
Zde niym y M; := maxi- n-i kXjkn. ZaterB podobnie jak w przypadku 1. mo»naudowodni¢, »e
pzereg i iXi jest absolutnie zbiex»ry (tj.  ; k iXikn jest zbiex»ry dla ka»degon 2 N), oile tylko

il iMi<1.

3. Za%o»ny, »eT : Y | X jest surjektywnym operatorem liniowym i ciaglym,a X i Y
sa przestrzeniami lokalnie wypuk®ymi. Dodatkowo za2d»ny, »e Y ma w2asnox¢(A). Welmy
teraz dowolny ciag (xi)i2n X, wowczasdla ka»degoi 2 N istnieje wektor y; 2 Y taki, »e

Vi = Xi. Z waasno+C|(A)Potrzymamy ciag liczb rzeczywistch dodatnich (I\ﬂ )i2N tak|z> »ejetli
] iIMj <1, toszereg ; iyijestzbie»ry wY.Wowczasréwnie»szereg ; iXi= ; iTVi
jest zbiex»ry.

4. Wystarczy zastoseva¢punkt 3. powy»ejdo operatoraidentycznoxciavegonarozpatrywanej
przestrzeni z dwiema ro»nymi topologiami (por. cze+¢1.i 2.).

5. Oczywiste.

6. Niedh (Xn)n2n bed2|eC|ag|emr|103|ada]acyd1 w2asno+§A) podprzestrzeniwiekszejprzestrzeni
lokalnie wypuk@ej. Oznaczny X n Xn. Niech (xj) X.Z waasrlg,o+0|(A) dla ka»degon 2 N
|§tnleje ciag dodatnich liczb rzeczyW|slych (MMian taki, »ejexli  ;j ;jM" < 1, to szereg

i iXi jest zbie»ry w X . Satwo zauwwa»y¢, »e ciag (Mi)ian, Mi = MaxXq-n-i M, spe?nia
warunki z de nicji Waasnoiu(A) dla ciagu wektorow (X;)ion W przestrzeni X . 2

W powy»szymdowodzie nie przypadkiem pojawia sie zbie»nox@bsolutna. Nastepnetwierdzenie
(dla unormowanych przestrzeni E udowodnione w analizovanej pracy Banadca) wykorzystuje
\t ypowa" idee Banacha - a dzixpowiedzieliby£my: jedenz typowych \c hwytow" analizy funkcjonalnej.

Twierdzenie 2.3 (por. [3, Satz 2 a]) Niech (xj)ion bedzie ciagiem elementéw w dowolnej
zue?nej przestrzeni lokalnie wypuk?ejE, a (M;)i2n bedzie dowolnym ciagiem liczb dodatnich.
Nastepujace warunki sa rownowa»ne:

. . L P . . . . P
1. Dla ka»dgo ciagu skalarow ( i)izan, jetli szeeg ;j ijM; jest zbie»ny,to szeeg ; iX;
jest zbie»nyw E.

2. Dla ka»dejpdé2normy ciag?ejp na E istnieje sta®a K , taka, »edla ka»dgo ciagu skalarow

( i)izn zachazi nieréwnozx¢:

p iXi = Kp ] iMj:
3. Ciag ,\’jl—'l N jest ograniczony.

P P
4. Dla ka»dgo ciagu skalarow ( )i2n, jexli szeeg ;] ijM; jest zbie»ny,to szeeg ; iX;
jest absolutnie zbie»nyw przestrzeni E.

Dowod: 1.) 2. De niujemy przestrze«Banada

X
H:="1(M)ien) =F =(3):k k:== | ijMj<l1g:



Ponadto de niujemy ciag®eoperatory liniowe U, : H ! E,

xn
Un(( i)i2n) = iXi:
i=1

Z warunku 1. ciag U, jest punktowo zbie»ry a z twierdzenia Banama-St%inhausa,wynika, »e

granica jest ciag®ym operatorem liniowym U : H ! E, U(( i)i2n) = ; iXi. Ciag2ox¢U
natychmiast implikuje warunek 2.
Implikacje2.) 3.) 4.) 1.saoczywiste. 2

Przygladajac sie nieco uwa»niej dowodowi implikacji 1.) 2. zauwa»yny, »eudowodnilixmy
faktycznie (zupe?nox¢Jub tylko lokalna zupe®no+¢ por. de nicja ni»ej, jest potrzebnatylko w
implikacji 3.) 4.):

Whniosek 2.4 (por. [3, Satz 3]) Niech (Xj)i2n E bedzie ciagiem Wektoréwlg/v przestrzeni

lokalnie wypukaejljj_, a (Mj)i2n ciagiem liczb dodatnich takim, »e jexli szeeg ;j ijM; jest
zbie»ny,to szeeg ; iX; jest zbie»nyw przestrzeni E. Wowczasprzestrze«
( X X )
L= iXi: ] My <1 E

jest ciag®ym liniowym obrazem przestrzeni Banacha, a zatem posiada w2asnox¢(A). Innymi
sfowyciag (Xj)i2n jest zawarty w podprzestrzenio w2asnoz=ci(A).

U»ywajac wspéaczesneterminologii nale»aoly sie odwo?a¢do pojecia dysku Banada.

De nicja 2.5 Ograniczony zbior absolutnie wypuk?y nazywamydyskiem. Dysk B w przestrzeni
lokalnie wypuk®ejE nazywamydyskiemBanacha, jexli przestrze«unormowanaEg zde niowana
jako pow@okaliniowa zbioru B wyposa»onaw norme:

kxkg = inff :x= 2 Bg
jest zupe®na, a zatem jest przestrzena Banacha.

Satwo zauva»y¢,»e
Kg(0;1) B Kg(0;1);

gdzie Kg, Kg to dopowiednio kula otwarta i kula domknieta w przestrzeni Eg. Zatem dyski
Banadha to \prawie" ciag®eobrazy liniowe kul jednostkowych w przestrzeniat Banada:

Whniosek 2.6 Dysk B jest dyskiem Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag?y obraz
liniowy C kuli jednostkowejw przestrzeniBanachataki, »eC B  2C.

Wiecejo dyskach Banadcha patrz [16, Ch. 3.2]

Whiosek 2.7 Niech E bedzie dowolma przestrzena lokalnie wypuk®&. Nastepujace warunki sa
rownowa»ne:

1. Przestrze«E ma w2asnoxA).

2. Ka»dy ciag elementowprzestrzeni E jest zawarty w ciag?ym liniowym obrazie przestrzeni
Banacha zawartym w przestrzeni E.

3. Ka»dy ciag elementOwprzestrzeni E jest zawarty w pow?ae liniowej dyskuBanacha.



4. Ka»dy ciag elementoéwprzestrzeni E jest zawarty w ciag?ym liniowym obrazie przestrzeni
Frechetazawartym w przestrzeniE.

Dowdd: 1.) 2. Wniosek2.4.

2., 3.) 4. Oczywiste (por. wniosek?2.6).

4.) 1. Twierdzenie 2.2. 2

Banad chyba nie zastanawia? sie jakie przestrzenieunormowanemajaw?asnox¢A) (przynajmniej
nie ma po tym xladuw jego pracy) - powy»szy wniosek w pewrnym sensieodpowiada na to
pytanie. W szczegollnotdmplikuje on, »eprzestrze«z w2asno+a (A) mo»eby¢ albo sko«czenie
wymiarowa albo nieprzeliczalniewymiarowa (podobniejak przestrzenieBanada). Warto jednak
zauva»y(¢,»eistnieja unormowane przestrzenieposiadgacew?asnox®A), ktére nie sa obrazami
ciag®ymi i liniowymi przestrzeni Banada.

Dowdd: Welmy np. przestrze«Fredeta ciagéw szybko malejacych do zera

s:= fx=(x;):8k2 N kxkg := X jxijnk < 1g :
|
Oczywitcies jest w sposob ciag?y zanurzona w przestrze« Banadcha ciagdw ograniczorych " ;
i, wyposa»onaw jej norme, jest przestrzena unormowana. Z twierdzenia 2.2 ma w2asnox®A),
ale z twierdzenia o domknietym wykresie nie mo»eby¢ ciag®ym obrazem liniowym przestrzeni
Banadia. 2
Okazuje sie, »ew?asnox®A) jest blisko zwiazanaz tzw. lokalna zupe®no+ac.

De nicja 2.8 Ciag(X;)i2n W przestrzenilokalnie wypuk?ejE jest lokalnie Cauchy'gyo (lokalnie
zbie»ny)o ile istnieje dysk B w E taki, »e(Xj) jest ciagiem Cauchy'eyo (ciagiem zbie»nym)w
Eg. Ciag (Xi)i2n jest szybkozbie»nyjetli istnieje dysk BanachaB  E taki, »eciag (X;)i2n
jest zbieznyw Eg. Przestrze«E jest lokalnie zupe?na, jexli ka»dyciag lokalnie Cauchy'eyo jest
lokalnie zbie»ny.

Poréwnajmy teraz wniosek 2.7 z poni»szymfaktem:

Twierdzenie 2.9 ([16, Prop. 5.1.6]) Przestrze«lokalnie wypuk?aE jest lokalnie zupe®na wtedy
i tylko wtedy, gdy ka»dyciag ograniczony w E jest zawarty w pewnym dysku Banacha.

Stad i z wniosku 2.7 otrzymujemy natychmiast:

Whniosek 2.10 Lokalnie zupe?na przestrze«lokalnie wypuk®aE ma w2asnox®A) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka»dgo ciagu (Xj)ion  E istnieje ciag dadatnich skalaréw (M )2 taki, »eciag

,\’jl—ii . jest ograniczony w przestrzeni E.

Z drugiej strony wszystkie unormowane przestrzenie niezupe®ne z w2asnot@ (A) nie sa
lokalnie zupe?ne(por. [16, Cor. 5.1.9]). Co wiecej, oczywitciezupe®nelLB-przestrzenie nie maja
waasnozxci(A), np. przestrzenie dualne z silna topologia do dowolnej przestrzeni nuklearnej
Fredeta.

Whniosek 2.11 Szeeg spe?niajacy za?o»eniawniosku 2.4 jest szybkozbie»ny.

Warto powy»szywniosek poréwna¢ ze znanym faktem mowiacym, »eka»daE wartoxciava
funkcja holomor czna (E przestrze«lokalnie wypuk?®a, ciagovo zupe®na) rozwija sie lokalnie w
szeregTaylora zbie»ry nie tylko w przestrzeni E, ale tak»e szybko, tzn. dla ka»degopunktu x z
dziedziny funkciji istnieje dysk Banada B taki, »eszeregTaylora funkcji woké2x jest zbie»ry w

Eg (por. [6]).



Dyski Banadtha okaza?y sie doskona?ym narzedziem wspo2czesnejeorii przestrzeni lokalnie
wypuk®dych i jej nowoczesiych zastosava« (np. teorii réwna« ré»niczkowych, analizy fourierowskiej...).
Przypomnijmy jeszczejedna de nicj e [12]:

De nicja 2.12 Przestrze« lokalnie wypuk®a E jest ultralornologiczna jezxli ka»dy absolutnie
wypuk®y zbiér U E poch2aniajacy wszystkie dyski Banacha (tj. taki, »e dla ka»dgo dysku
BanachaB E istnieje sta?aC spe®niajaca inkluzje B CU) jest otoczeniemzem w E.

Przyk#adami przestrzeniultrab ornologiczrych sawszystkieprzestrzenieFredetai ich przeliczalne
granice induktywne (np. przestrzenifunkcji holomor cznych lub g2adkich ze zwyk?2a topologia,
przestrzeniedystrybucji i dystrybucji o zwartym noxnikuale tak»e przestrze«funkcji analitycznych
zmiennejrzeczywistejz jej naturalna topologia [7] itp.). Mimo nieco\barok owej" nazwy pojecie
to odgrywa wa»ra role we wspéczesnepnalizie funkcjonalnej.

De Wilde udowodnid, »e dla operatorow dzia®gjacyc z przestrzeni ultrab ornologicznej do
\p orzadnych" przestrzeni (m.in. do ka»degoz wymienionych wy»ej przyk®addéw) twierdzenie o
domknietym wykresie jest prawdziwe [12, 24.31].

Inny przyk®ad zastosevania pojeciaprzestrzeniultrab ornologicznej,to twierdzenieméwiace,
»eliniowy operator ro»niczkowy czastkowy o sta?ych wspo2czynnikadh jest surjekcja na przestrzeni
dystrybucji  q) wtedy i tylko wtedy, gdy jego jadro jest ultrab ornologiczne (por. [17, Cor.
3.3.10,Sec.3.4.5)).

Idea do pewnegostopnia jest ta samaco u Banada - korzysta¢ z twierdzenia Baire'a tam
gdzie na pozér nie mo»natego robi¢.

3 Funkcjona?®y dopuszczalne

Oprocz odpowiednich przestrzeni Banad u»ywa jeszczeodpowiednich funkcjona2éw precyzujac
jaki to \dowolny" ciag funkcjona®6w mo»nawykorzysta¢ w \Pra wie Najwy»szym". Oczywizcie
nie moga one by¢ ca?kiem dowolne, ale nie mo»na te» ograniczy¢ sie wy2acznie do ciag?ych
funkcjonaow liniowych.

De nicja 3.1 Jetli E jest przestrzena lokalnie wypuk®& to BX(E) oznaczanajmniejszy zbiér
addytywnychodwzoowa« f : E ! K, K cia?o skalaréw zesplonych allbo rzeczywistych, taki, »e

1. wszystkieciag®eodwzoowania addytywnef : E ! K nalea do B*(E);
2. zbiér BX(E) jest zamkniety na operacje granic punktowychciagow.
Klasa B* sk®adasie ze wszystkichzbioréw B*(E).

Wszystkie funkcje f 2 B*(E) sa borelovsko mierzalnei liniowe. Faktycznie, obciecia funkciji
f 2 BX(E) do podprzestrzeniliniowych jednowymiarowych sa odwzorovaniami addytywnymi i,

z twierdzenia[l, I11A, tw. 6], ciag®ymi na przestrzeni Banadca a zatem sa jednorodne.

Zauwaxny, »e funkcje z klasy B* nie musza by¢ ciag®e,tym nie mniej Banach pokaza?, »e
zathowuja sie onebardzopodobnie jak funkcje ciag®ewzgledemszeregdwzbie»rych w odpowiedni
sposobi ta w2asnox®dgrywa¢bedziekluczowa role w dowodzie \Pra wa Najwy»szego".Sformudujemy
te w2asnox@w terminach topologii ultrab ornologiczrych.

De nicja 3.2 ([16, Def. 2.2.4]) Topologia ultralornologiczna stowarzyszor z topologia lokalnie
wypuk®& na przestrzeniE nazywamytopologie, ktérej baza otocze« zeta jest rodzina wszystkich
absolutnie wypuk?ychpodzbioréw poch?aniajacych wszystkiedyski Banachaw (E; ). Przestrze«
E ztopolaogia ultralornologiczna stowarzyszoa z oryginalna topologia przestrzenilokalnie wypuk@ej
E oznaczamyE P,



Topologia ultrab ornologicznastowarzyszonaz , to najs®abszatopologia ultrab ornologiczna
silniejszani» . Ka»dy ciag szybko zbie»ry w E jest automatycznie zbie»ry w E P

Twierdzenie 3.3 Jetlif 2 BX(E), E przestrze«lokalnie wypuk@a,to f jest ciagtymfunkcjona®em
liniowym na przestrzeniE'°, tj. f 2 (E'P)C

Dowdd: Wetmy dowolny dysk Banacha B w E. Wéwczasf 2 BX(Eg), az[1, I1IA, tw. 6.],
f jest funkcjona®emciagdym na Eg. Z de nicji E'°, f 2 (EUP)0 2
Wykorzystujac wniosek 2.11 otrzymujemy wynik w sformu®owaniu Banada:

Whniosek 3.4 (por. [3, Satz?2 b]) Niech E bedzie przestrzena lokalnie wypuk®, a f 2 B*(E).
a?o»my, »e dla ciagu (x#,)igN E istnieje ciag dadatnich liczb (M;)i>n taki, »queili szeeg
] iIMj <1 ,toszeeg ; iX; jestzbie»nyw przestrzeniE. Wowczasjetliszeeg ;j ijM; <

1,to I

X
f iXj = if (Xi):
i i
Twierdzenie 3.5 (por. [3, Satz 4]) Niech (En) bedzie ciagiem podprzestrzeni o w2asno=xci(A)
w przestrzenilokalnie wypuk®ejE oraz niech f , 2 B*(E,) dla ka»dgo n 2 N. Wowczas
\

L:=1fx2 En:(fn(X))n2n ciag zbie»nyg

n

jest podprzestrzena liniowa z w2asnoza (A).

Dowdd: Satwo zauwva»y¢,»el jest podprzestrzeni liniowa. Niech teraz (xi)ion L bedzie
dowolnym ciagiem. Niech (M")i2n bedzie ciagiem zwiazarym z (x;)i2n jako ciagiem w Ej,
zgadnie z de nicja w2asnozci(A). Niech ponadto

M; := max supjfn(xi)j; max M;"
n 1-n=i

. . P . . S P . .
I za2o»ny, »e ] iJN||-i < 1 . Oczywitcieszereg ; iX; jest zbie»ry w E, dla ka»degon 2 N,
wiecsumanale»ydo , En. Z wniosku 3.4

0 1

R s *
fn@ iXiA = if (i) = i iiMi:
i=N+1 i=N+1 i=N+1

Niech p;q beda dowolnymi liczbami naturalnymi, zatem z poprzedniegooszacevania
| | | |

X ' X ' X ' X ' x
fo iXi  fq iXi = fp ixi  fq iXj +2 ] iIMi:
i i i=1 i=1 i=N+1
Pierwszy wyraz jest ma2y gla ustalonegoN i dostateczniedu»yd p;q, anrugi dla dostatecznie
du»egoN . Zatemciag (fn( ; iXi))n2n jestciagiemCaudiy'ego,asuma ; Xx; nale»ydoL. 2.

Twierdzenie 3.6 (por. [3, Satz5]) Niech E bedzie przestrzena lokalnie wypuk®& z w2asnota
(A). Wéwczasdla ka»dejpodprzestrzeniliniowej X  E ka»dyf 2 B*(X) daje sie rozszerzytdo
funkcjona®u F 2 B*(Y), X Y E, gdzieY ma w?asnozd(A).

Dowdod: Niech B'(X) bedzie rodzina tych funkcjona2éw, ktére spe®niaja teze niniejszego
twierdzenia. Nietrudno wykaza¢,»eklasa B' (X ) zawiera wszystkie funkcjona?y liniowe ciag@ei
jest zamknieta na branie granic punktowych ciagow(wykorzystamy tu twierdzenie3.5). Poniewa»
BX(X) jest z de nicji najmniejsza taka klasa, wiecB*(X) B'(X). 2

Podsumowujac:



Whniosek 3.7 Jezliciag (xi)i2n jest zawarty w przestrzenilokalnie wypuk®ejz w2asnozxcia(A),
a ciag funkcjona?ow (f n)n2n nale»y do klasy B* i ka»dy z nich jest okretlony na wszystkich
elementachciagu (xj)i2n, to mo»nabez utraty ogolnoxciza?o»y¢»e(f ) sa okrexlonena pewnej
przestrzeniL  E o w?asnozci(A) takiej, »e(Xj)ian L.

4 Sform u?owanie \Pra wa Najwy»szego" wed2ug Banacha

Niech teraz E bedzieprzestrzena lokalnie wypuk?a z w2asnozcig A) a (Xj)i2n bedziedowolnym
jej ciagiem elemenow. Niech ponadto (f,) bedzie ciagiem funkcjona®éw nalesacych do klasy
B*, wszystkie one sa zde niowane przynajmniej na wszystkich elemenach ciagu (X;)i2n, Oraz
dla ka»degon 2 N wektory v; = (f1(Xi);:::;fn(xj)) dlai = 1;:::;n tworza uk®ad liniowo
niezale»ty. Z wniosku 3.7 mo»nazao»y¢ »ewszystkie(f ,) sazde niowanena przestrzeniliniowej
L, (xij) L E majacejwiasnot®A).

Zde niujm y teraz

fi(xe) 10 fi(xm 1) fa(X) fa(xms+1) 20 fa(Xn)
Wion (X) = det T n e e D o
frn(x) 0 fa(Xm 1) fa(X) fa(Xm+1) 0 fa(Xn)
Z za?o»enidiniowej niezale»noxoivektorow v; wynika, »eWm:, (Xm) 6 0. Oczywixciefunkcjona?y
Fm:n zde niowane wzorem Fp.n (X) := % nale»a do klasy B*(L) dla 1 = m = n. Ponadto
dal-i-ni=m,Fnpha(Xj)=1,adlal-i-n,i6 m,Fnn(xj)=0.

Zde niujm y funkcjona?;
m(X) := nI!i{n Fm:n (X):

Oznaczny przezL , przestrze«,na ktérej zde niowany jest funkcjona® , tj.

Lm = fX 2L :(Fmn(X))n2n jest zbie»ryg:

, , . . T
Twierdzenie 4.1 (\Pr awo Najwy»szel':') Przy powy»szychza?o»eniachprzestrze«Y = |, Ln
ma waasno+®A) i jexlix 2 Y orazx = ; iX; (zbie»notzeeguw Y 'P), to zachalzi warunek:

X = X (X)X (. (x)= jdlai2N).

i
Banadh sformu?owa? swoja wersje nieco inaczej, w naszejterminologii brzmia®aby ona tak:

Twierdzenie 4.2 (\Pr ayo Najwy»sze"wersja Banacha) Przy powy»szychza®o»eniachistnieje
dyskBanachaB Y := [, Ln taki, »e(Xi)ion Eg E orazdla ka»dgo x 2 Eg zachalzi
rownoz=¢ X
X = i(X)Xi
|

zbie»nottw Eg, EY i E).
(

Dowdd: Oczywitciefunkcjona®y , sa dobrze zde niowanedla X, i 2 N oraz

1 dlai=m;

mX)= 0 daie m.

Oznaczato, »eciag (X;) jest zawarty w przestrzenizbie»nozxctiagu funkcjonaow (Fm:n )n- m dla
ka»degom 2 N. Z twierdzenia 3.5 wynika, »e przestrze«L ,, ma w2asnot@(A), a z twierdzenia

2.2 wynika, »eY ma rownie» wdasno+®A) oraz n 2 B*(Y).

8



P
z WaaSBOiCi(A) istnieje teraz ciag liczb dodatnich (M) taki, »eszereg ; X jest zbie»ry
Y oile ;j ijMj < 1 .Z wniosku 2.11 istnieje dysk Banada B E{ E taki, »eszereg
i iXj jest zbie»ry w Eg. Z twierdzenia3.3, ; 2 (Y uby0 wiecjexlix = i iXi, o i(x) = .
2
Warto zawa»y€,»e(X;)i2n jest faktycznie bazaw Eg . Aby w konkretnym przypadku opisa¢
przestrze«Y i Eg trzeba by zna¢ciag (M;), a to jest mo»line tylko w nigktérych przypadkad.

Trudno te» a priori sprawdzi¢ kiedy x nale»y do YPi jest postacix = ; iXx;. Poniewa» ciag
(' i)i2n nie musi by¢ totalny na Y, wiecnawet jexli ;j i(X)jM; < 1 , to nadal nie wiemy czy
X
X = i(xX)x;?

Jeztlijednak w jakiejx przestrzenirozwinieciewzgledemciagu (X;) jest jednoznaczneto musi sie
na Eg pokrywat z rozwinieciem uzyskanym powy»sza metoda. A wiec np. jexli (Xi) jest baza
Schauderaw E. Niestety wzor na funkcjona®y wspo2czynnilowe jest uzyskany tylko dla pewnej
podprzestrzeniY.

Banad podaje dwa przyk®ady zastosavania swojegotwierdzenia. Obaw przestrzeniBanada
E = CJ[0; 1]funkcji ciag?yth na przedzialejednostkowym z norma supremum. W jednym przyk®adzie
ciag (f;) to ciag funkcjona®ow liniowych i ciag?ydh przyporzadkowujacyd funkcji x 2 E jej
ré»nicew zerzewzgledemprzyrostéw 1=nrzedun 1. W drugim przyk®adzie rO»nicezastapione
sa pochodnymi kolejnych rzedowfunkcji x w zerze.W tym przypadku funkcjona®y sa zde niowane
na podprzestrzeniat funkcji n-krotnie ré»niczkowalnych w zerzei nie sa ciag®ena E, ale nalea
do klasy BX. Rachunki pokazuja, »eje+lix;(t) := t' 1 to rozwiniecieuzyskane za poxrednictvem
\Pra wa Najwy»szego"pokrywa sie z rozwinieciemTaylora w zerze.Prosze jednak zwréci¢ uwage,
»ejexli wystartowaliby£my od innego ciagu funkcjona26w (f ;), to zadowujac ten sam ciag (X;)
powinnixmy uzyska¢ rownie» rozwiniecie Taylora (przynajmniej dla pewnejpodklasy Y funkcji
ciag®ych na odcinku [0; 1]).

Oczywizcie\Prawo Najwy»sze" kojarzy sie z pojeciem bazy ewentualnie z wielomianami
ortogonalnymi:

De nicja 4.3 Ciag (Xj)i2n jest baza w przestrzenilokalnie Wypukae"gE oile dla ka»dgo elementu
x 2 E istnieje dok®adniejeden ciag skalarow ( )i2n taki, »ex = ; iX;. Baza (x;) jest baza
Schaudea o ile funkcjona®y wspd2czynnikowetj. przyporzadkowupce wektoowi x skalar ) sa
ciage.

W wielu przypadkadh (np. gdy E jest przestrzenia Freteta) ka»dabaza jest automatycznie
baza Schaudera, por. [11, Ch. 14.2].

Wydaje mi sie, »e zwiazek \Pra wa Najwy»szego"z pojeciembazy jest dot¢powierzchowny.
W pierwszym przypadku startujemy od dowolnegociagu, dla ktorego istnieje ciag odpowiednich
funkcjonadéw (f;). Oczywitciewdwczasciag (xj) musi by¢ liniowo niezale»ry, ale z twierdzenia
4.1 wynika, »emusi istnie¢ nawet ciag (g;) funkcjona®ow z klasy B* takich, »e

1 jetlii=j;
gi(xj) =

0 w pozosta?yd przypadkad.
Zatem para (X;;g) tworzy ciag \biortogonalny" z na 0gé2 nieciagdymi funkcjona®ami (g;) na
przestrzeniY . Staje sie on \prawdziwym" ciagiem biortogonalnym z ciag®ymi funkcjona®amina
przestrzeniY Y0, Ciag(x;) tworzy baze pewnej,w praktycetrudno wyodrebnialnej, podprzestrzeni
w przestrzeniE. Wagapojeciabazy poleganatomiast na mo»liwoxcirozwinieciaka»degcelemeriu
przestrzeni. W twierdzeniu 4.2 dostajemy informacje, »etylko pewneelementy mo»narozwinac,



ale za to mamy \algorytm" znajdywania wspo?czynnikowi w2atnieten aspekt algorytmiczny
zbli»a nas do pojeciauk®adu ortogonalnego,gdzie wsp62czynniki rozwiniecia oblicza sie 2atwo.

\Pra wo Najwy»sze"widze wiecraczejjako metode wyznaczaniafunkcjona?owbiortogonalnych
| wspo6iczetnidardzo naturalna, ale w czasab Hoene-Wo«skiegojak sie zdaje nowatorska.

Pojecie bazy wia»esie nierozervalnie ze s2avnym problemem bazy: pytaniem postawionym
przez Banaca czy ka»da otralkowa przestrze« Banacha ma baze [1, str. 141]? Waga tego na
pozérabstrakcyjnegoproblemu bierze sie stad, »ewarto mie¢rozk2ad funkcji na prostszecegie®ki
i mo»liwox¢uto»samianiajej z ciagiemjej wsp62czynnikdédwrozwiniecia, tak jak warto rozwija¢ np.
funkcje ca®kowalne wzgledemuk®adu Haara, funkcje g2adkie na odcinku wzgledemwielomianow
Czelyszeva czy funkcje holomor czne wzgledem jednomianéw. Szczegolnieu»ytecznesa bazy
sk?adgacesie z \p orzadnych" funkciji.

Jak wiadomo problem bazy ma negatywne rozwiazanie(En o 1973,[10]). Réwnie»w innych
klasath przestrzeni lokalnie wypuk®ych rozwiazanie analogicznegoproblemu jest negatywne:
np. w bardzo wa»nej klasie nuklearnych przestrzeni Frecheta udowodnili to Mityagin i Zobin
[14] w roku 1974. Jest te» dobra wiadomozx¢:znane naturalne oxralkowe przestrzenie Banadca
i Fredeta - te ktére pojawiaja sie w analitycznych zastosovaniach - maja baze (patrz np.
[18], [12, Ex. 29.5]): np. przestrzenie funkcji ciag?ych na typowych zbiorach, przestrzeniel p,
klasy Hardy'ego, Bergmana, przestrzeniefunkcji g2adkich na porzadnych zbioradh, przestrzenie
dystrybucji temperowanych i funkcji holomor cznych na porzadnych zbiorach. Podobnie jest dla
niemetryzowalnych naturalnych przestrzeni lokalnie wypukaych (por. [7]), np. dla przestrzeni
dystrybucji i przestrzenifunkcji prébnych - jedyny znany wyjatek to wysoce niemetryzowalna
przestrze«funkcji analitycznych zmiennejrzeczywistej,ktora cho¢o+ralkowa, nuklearna, zupe?na,
ultrab ornologiczna(i cotam kto jeszczesobie za»yczy)nie ma bazy (Doma«ski-Vogt 2000[8]).

Ciekawe, »ew tej tematyce jest jeszczesporo naturalnych problemoéw otwartych:

(Pedczy«skil970[19)) Czy ka»daprzestrze«dope®nialnaw nuklearnej przestrzeniFreteta
z baza ma baze?

(Mityagin 1970 [13, Problem 15]) Czy ka»da dope2nialna podprzestrze« w przestrzeni
dystrybucji temperowanych albow odpowiedniej przestrzenifunkcji prébnych (tj. przestrzeni
funkcji g2adkich szybko malejacych do zera) ma baze?

Poda¢ konkretna \naturaln a" baze w przestrzeni dystrybucji ) lub w przestrzeni
funkcji probnych ().

(Bessagal1968 [5, Problem 1]) Czy ka»de dwie bazy w nuklearnej przestrzeni Frecheta
generup\istotnie” tesamaprzestrze«ciagova (tj. z dok®adnozch do permutacji i odwzorowa«
diagonalnych)?

Bibliogra a

[1] S. Banad, Teorja operacyj, tom |. Operacje linjowe, Kasa Mianowskiego, Warszava 1931.

[2] S. Banad, Theorie desoperations lineaires Monogra e Mat. vol. 1, Warszava 1932.

[3] S. Banadh, Uber das \Loi supréme" von J. Hoene-Wo«ski, Bull. Inter. Acad. Sci. Pol.
Sci. Ser. A, (1939), 1{10; przedruk w: S. Banach, Oeuvres Vol. Il, str. 450{457, PWN.
Warszava 1979.

[4] S.Banad, Oeuvres Vol. I, PWN, Warszava 1979.

[5] C. Bessaga,Someremarks on Dragilev's theorem, Studia Math. 31 (1968), 307-318.

10



[6] J. Bochnak, J. Siciak, Analytic functions in topological vector spaces,Studia Math. 39
(1971), 77{111.

[7] P. Doma«ski, ClassicalPLS-spacesspacesof distributions, real analytic functions and their
relatives,in: Orlicz Centenary Volume, Banach Center Publications, 64, Proceedings of the
Conferences: W2adys?aw Orlicz Centenary Conferene and Function Spaces VIl held in
Pozna«, July 21{25, 2003 Z. Ciesielski, A. Pedczy«skiand L. Skrzypczak (Eds.), Institute
of Mathematics, Polish Acadeny of SciencesWarszava 2004, pp. 51{70.

[8] P. Doma«ski, D. Vogt, The spaceof real analytic functions hasno basis, Studia Math. 142
(2000), 187{200.

[9] S. Dickstein, O \prawie najwy»szym" Hoene-Wo«skiegow matematyce, Prace Mat.-Fiz.
2 (1890), 145{168.

[10] P. En o, A counterexample to the approximation property in Banadc spaces,Acta Math.
130 (1973), 309-317.

[11] H. Jarchow, Locally Convex Smaces B. G. Teubner, Stuttgart 1981.
[12] R. Meise, D. Vogt, Intr oduction to Functional Analysis, Clarendon Press, Oxford 1997.
[13] B. S. Mityagin, Equivalenceof basesin Hilb ert scales,Studia Math. 37 (1970), 111-137.

[14] B. S. Mityagin, N. M. Zobin, Contre-exemple a I'existence d'une base dans un espacede
Fredet nucleaire, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A 279 (1974), 255-258,325{327.

[15] A. Pe3czy«ski,Proceedingsof the international colloquium on nuclear spacesand ideals of
operators, Problem 37, Studia Math. 38 (1970), 476.

[16] P. Perez-Carreras,J. Bonet, Barrelled Locally Convex Smces North-Holland, Amsterdam
1987.

[17] J. Wengenroth, Derived Functors in Functional Analysis, Lecture Notes Math. 1810,
Springer, Berlin 2003.

[18] P. Wojtaszczyk, Banach Smces for Analysts Cambridge University Press1991.

Adres autora:

P. Domaxski

Wydzia® Matematyki i Informatyki
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza, Poznax
oraz Instytut Matematyczny PAN

(Oddzia® w Poznaniu)

Umultowska 87

61-614Pozna«, POLSKA

e-mail: domanski@am.edu.pl

11



