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Quantum entanglement � pure states

Schmidt decomposition
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e1, e2, . . . ∈ HA & f1, f2, . . . ∈ HB

ψ =
∑
α
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λα ≥ 0 ,
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α
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α = 1

Theorem:

ψ ∈ Htotal is separable i� ONLY ONE λα 6= 0
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ρ =
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ρ may be separable even if |ψk〉 are not
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3⊗ 3 PPT but entangled

ρ =
1

1 + 8a



a · · · a · · · a
· a · · · · · · ·
· · a · · · · · ·
· · · a · · · · ·
a · · · a · · · a
· · · · · a · · ·
· · · · · · 1

2(1 + a) · 1
2

√
1− a2

· · · · · · · a ·
a · · · a · 1

2

√
1− a2 · 1

2(1 + a)



|00〉
|01〉
|02〉
|10〉
|11〉
|12〉
|20〉
|21〉
|22〉

· ≡ 0 , a ∈ (0, 1)
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Unfortunately, the structure of positive maps is poorly known!
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Werner state

(
U(d)⊗U(d)

)′
=

{
I⊗ I , F

}

F(ψ⊗ϕ) = ϕ⊗ψ

F =
d∑

i,j=1

eij ⊗ eji

eij = |i〉〈j|
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Werner state

Q0 =
1

2
(I⊗ 2 + F) , Q1 =

1

2
(I⊗ 2 − F)

Q0 +Q1 = I⊗ 2

General form

ρ = q0 Q̃
0 + q1 Q̃

1 ; Q̃α = Qα/TrQα ,

qα ≥ 0 , q0 + q1 = 1

Theorem

ρ � separable ⇐⇒ ρ � PPT ⇐⇒ q0 ≥ 1
2
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two particles ←→ spin�jA⊗ spin�jB (jB ≥ jA)

HA = CdA & HB = CdB

dA = 2jA + 1 & dB = 2jB + 1

G = SU(2) −→ D(jA)⊗D(jB)

D(jA)⊗D(jB) =

jA+jB⊕
J=jB−jA

D(J) ,
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SU(2) Symmetry

C2jA+1 −→ |jA,mA〉 ; mA = −jA, . . . ,+jA
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|jA,mA〉⊗ |jB,mB〉 −→ |J,M〉

J = jB − jA, . . . , jA + jB

M = −J, . . . ,+J



Symmetries and Quantum Entanglement

SU(2) Symmetry

C2jA+1 −→ |jA,mA〉 ; mA = −jA, . . . ,+jA

C2jB+1 −→ |jB,mB〉 ; mB = −jB, . . . ,+jB

Htotal = C2jA+1⊗C2jB+1 −→ |jA,mA〉⊗ |jB,mB〉

|jA,mA〉⊗ |jB,mB〉 −→ |J,M〉

J = jB − jA, . . . , jA + jB

M = −J, . . . ,+J



Symmetries and Quantum Entanglement

SU(2) Symmetry

C2jA+1 −→ |jA,mA〉 ; mA = −jA, . . . ,+jA

C2jB+1 −→ |jB,mB〉 ; mB = −jB, . . . ,+jB

Htotal = C2jA+1⊗C2jB+1 −→ |jA,mA〉⊗ |jB,mB〉

|jA,mA〉⊗ |jB,mB〉 −→ |J,M〉

J = jB − jA, . . . , jA + jB

M = −J, . . . ,+J



Symmetries and Quantum Entanglement

SU(2) symmetry

QJ =
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M
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[
D(jA)⊗D(jB) , QJ

]
= 0
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ρ =
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J=jB−jA

qJ Q̃
J ,

qJ ≥ 0 ,
∑
J

qJ = 1

2jB dimensional simplex
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jA = 1/2 and arbitrary jB ≥ jA

dA⊗ dB = 2⊗ k ; k = 2, 3, . . .

ρ is separable ⇐⇒ ρ is PPT

jA = 1 and arbitrary integer jB ≥ jA

dA⊗ dB = 3⊗ (2k + 1) ; k = 1, 2, . . .

ρ is separable ⇐⇒ ρ is PPT
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There is NO general method to do it



Symmetries and Quantum Entanglement

How to construct PPT states?

A state ρ in HA⊗HB is PPT i�

(1l⊗ τ)ρ ≥ 0 .

PPT is easy to check!

But, it is not easy to construct ρ which is PPT!!!

There is NO general method to do it



Symmetries and Quantum Entanglement

How to construct PPT states?

A state ρ in HA⊗HB is PPT i�

(1l⊗ τ)ρ ≥ 0 .

PPT is easy to check!

But, it is not easy to construct ρ which is PPT!!!

There is NO general method to do it



Symmetries and Quantum Entanglement

How to construct PPT states?

A state ρ in HA⊗HB is PPT i�

(1l⊗ τ)ρ ≥ 0 .

PPT is easy to check!

But, it is not easy to construct ρ which is PPT!!!

There is NO general method to do it



Symmetries and Quantum Entanglement

Symmetry vs. PPT

HA = HB = Cd

G = U(1)× . . .× U(1) ∼= T (d) ⊂ U(d)

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ T(d)

Isotropic state

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ U(d)



Symmetries and Quantum Entanglement

Symmetry vs. PPT

HA = HB = Cd

G = U(1)× . . .× U(1) ∼= T (d) ⊂ U(d)

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ T(d)

Isotropic state

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ U(d)



Symmetries and Quantum Entanglement

Symmetry vs. PPT

HA = HB = Cd

G = U(1)× . . .× U(1) ∼= T (d) ⊂ U(d)

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ T(d)

Isotropic state

[U ⊗U , ρ ] = 0 , for U ∈ U(d)



Symmetries and Quantum Entanglement

Abelian symmetry

General form

ρ =
d−1∑
i,j=0

aij eij ⊗ eij +
d−1∑

i6=j=0

bij eii⊗ ejj

ρ is positive i�

[aij ] ≥ 0

bij ≥ 0 for all i 6= j
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ρ is positive i�
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Example: d = 3

ρ =
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i,j=0

aij eij ⊗ eij +
2∑

i6=j=0

bij eii⊗ ejj

ρ =



a00 · · · a01 · · · a02

· b01 · · · · · · ·
· · b02 · · · · · ·
· · · b10 · · · · ·
a10 · · · a11 · · · a12

· · · · · b12 · · ·
· · · · · · b20 · ·
· · · · · · · b21 ·
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a10 b10

)
,

(
b02 a02

a20 b20

)
,

(
b12 a12

a21 b21

)

ρ is PPT i�
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General result

Theorem: D.C. & A. Kossakowski, PRA (2006)

ρ =
d−1∑
i,j=0

aij eij ⊗ eij +
d−1∑

i6=j=0

bij eii⊗ ejj

is PPT i�

bijbji ≥ aijaji = |aij |2 , i < j

Many examples of PPT states belong to this class!



Symmetries and Quantum Entanglement

General result

Theorem: D.C. & A. Kossakowski, PRA (2006)

ρ =
d−1∑
i,j=0

aij eij ⊗ eij +
d−1∑

i6=j=0

bij eii⊗ ejj

is PPT i�

bijbji ≥ aijaji = |aij |2 , i < j

Many examples of PPT states belong to this class!



Symmetries and Quantum Entanglement

New class in d⊗ d
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is based on symmetric decompositions of Htotal.

It generalizes the previous class invariant under T(d) ⊂ U(d).

Let us consider d = 3.
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S ei = ei+1 mod 3

Σ0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e1 , e2⊗ e2} ∈ C3⊗C3

Σ1 = (1l⊗S)Σ0

Σ2 = (1l⊗S2)Σ0
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Circulant decomposition of C3⊗C3

Σ0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e1 , e2⊗ e2}

Σ1 = span {e0⊗ e1 , e1⊗ e2 , e2⊗ e0}
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Circulant state � construction

a , b , c 3× 3 matrices

 a00 a01 a02

a10 a11 a12

a20 a21 a22

 ,

 b00 b01 b02

b10 b11 b12

b20 b21 b22

 ,

 c00 c01 c02
c10 c11 c12
c20 c21 c22

 .

a ≥ 0 , b ≥ 0 , c ≥ 0
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Σ0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e1 , e2⊗ e2}

ρ0 =



a00 · · · a01 · · · a02

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
a10 · · · a11 · · · a12

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · ·
a20 · · · a21 · · · a22


.
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Σ1 = span {e0⊗ e1 , e1⊗ e2 , e2⊗ e0}

ρ1 =



· · · · · · · · ·
· b00 · · · b01 b02 · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· b10 · · · b11 b12 · ·
· b20 · · · b21 b22 · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·


.
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Σ2 = span {e0⊗ e2 , e1⊗ e0 , e2⊗ e1}

ρ2 =



· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · c00 c01 · · · c02 ·
· · c10 c11 · · · c12 ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · c20 c21 · · · c22 ·
· · · · · · · · ·


.
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Circulant state

ρ = ρ0 + ρ1 + ρ2

ρ =
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a10 · · · a11 · · · a12

· b10 · · · b11 b12 · ·
· b20 · · · b21 b22 · ·
· · c20 c21 · · · c22 ·
a20 · · · a21 · · · a22


.



Symmetries and Quantum Entanglement

Circulant state

ρ = ρ0 + ρ1 + ρ2

ρ =



a00 · · · a01 · · · a02

· b00 · · · b01 b02 · ·
· · c00 c01 · · · c02 ·
· · c10 c11 · · · c12 ·
a10 · · · a11 · · · a12

· b10 · · · b11 b12 · ·
· b20 · · · b21 b22 · ·
· · c20 c21 · · · c22 ·
a20 · · · a21 · · · a22


.



Symmetries and Quantum Entanglement

ρold =



a00 · · · a01 · · · a02

· b01 · · · · · · ·
· · b02 · · · · · ·
· · · b10 · · · · ·
a10 · · · a11 · · · a12

· · · · · b12 · · ·
· · · · · · b20 · ·
· · · · · · · b21 ·
a20 · · · a21 · · · a22



ρ =



a00 · · · a01 · · · a02

· b00 · · · b01 b02 · ·
· · c00 c01 · · · c02 ·
· · c10 c11 · · · c12 ·
a10 · · · a11 · · · a12

· b10 · · · b11 b12 · ·
· b20 · · · b21 b22 · ·
· · c20 c21 · · · c22 ·
a20 · · · a21 · · · a22


.



Symmetries and Quantum Entanglement

ρold =



a00 · · · a01 · · · a02

· b01 · · · · · · ·
· · b02 · · · · · ·
· · · b10 · · · · ·
a10 · · · a11 · · · a12

· · · · · b12 · · ·
· · · · · · b20 · ·
· · · · · · · b21 ·
a20 · · · a21 · · · a22



ρ =



a00 · · · a01 · · · a02

· b00 · · · b01 b02 · ·
· · c00 c01 · · · c02 ·
· · c10 c11 · · · c12 ·
a10 · · · a11 · · · a12

· b10 · · · b11 b12 · ·
· b20 · · · b21 b22 · ·
· · c20 c21 · · · c22 ·
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.
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Partial transposition ρτ = (1l⊗ τ)ρ � a MIRACLE!

ρτ =



ã00 · · · · ã01 · ã02 ·
· b̃00 · b̃01 · · · · b̃02
· · c̃00 · c̃01 · c̃02 · ·
· b̃10 · b̃11 · · · · b̃12
· · c̃10 · c̃11 · c̃12 · ·
ã10 · · · · ã11 · ã12 ·
· · c̃20 · c̃21 · c̃22 · ·
ã20 · · · · ã21 · ã22 ·
· b̃20 · b̃21 · · · · b̃22


ρτ = ρ̃0 + ρ̃1 + ρ̃2
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Circulant decomposition of C3⊗C3

Σ̃0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e2 , e2⊗ e1}

Σ̃1 = span {e0⊗ e1 , e1⊗ e0 , e2⊗ e2}

Σ̃2 = span {e0⊗ e2 , e1⊗ e1 , e2⊗ e0}
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Circulant decomposition of C3⊗C3
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Σ̃0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e2 , e2⊗ e1}

ρ̃0 =



ã00 · · · · ã01 · ã02 ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
ã10 · · · · ã11 · ã12 ·
· · · · · · · · ·
ã20 · · · · ã21 · ã22 ·
· · · · · · · · ·
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Σ̃1 = span {e0⊗ e1 , e1⊗ e0 , e2⊗ e2}

ρ̃1 =



· · · · · · · · ·
· b̃00 · b̃01 · · · · b̃02

· · · · · · · · ·
· b̃10 · b̃11 · · · · b̃12

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· b̃20 · b̃21 · · · · b̃22
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Σ̃2 = span {e0⊗ e2 , e1⊗ e1 , e2⊗ e0}

ρ̃2 =



· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · c̃00 · c̃01 · c̃02 · ·
· · · · · · · · ·
· · c̃10 · c̃11 · c̃12 · ·
· · · · · · · · ·
· · c̃20 · c̃21 · c̃22 · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
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a , b , c −→ ã , b̃ , c̃

 a00 c01 b02

c10 b11 a12

b20 a21 c22

 ,

 b00 a01 c02

a10 c11 b12

c20 b21 a22

 ,

 c00 b01 a02

b10 a11 c12
a20 c21 b22

 .

Theorem

Circulant state ρ is PPT i�

ã ≥ 0 , b̃ ≥ 0 , c̃ ≥ 0
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a , b , c −→ ã , b̃ , c̃
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Theorem
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Symmetries and Quantum Entanglement

Σα vs. Σ̃α

Σ0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e1 , e2⊗ e2}

Σα = (1l⊗Sα)Σ0

Σ̃0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e2 , e2⊗ e1}

Σ̃α = (1l⊗Sα)Σ̃0
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Σα vs. Σ̃α

Σ0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e1 , e2⊗ e2}

e0⊗ eπ(0) , e1⊗ eπ(1) , e2⊗ eπ(2)

π(0) = 0 , π(1) = 1 , π(2) = 2

Σ̃0 = span {e0⊗ e0 , e1⊗ e2 , e2⊗ e1}

e0⊗ e
eπ(0) , e1⊗ eeπ(1) , e2⊗ eeπ(2)

π̃(0) = 0 , π̃(1) = 2 , π̃(2) = 1
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π vs. π̃

π(0) = 0 , π(1) = 1 , π(2) = 2

π̃(0) = 0 , π̃(1) = 2 , π̃(2) = 1

π & π̃ are �complementary�

π(i) + π̃(i) = 3 i = 1, 2

Π =

 1 · ·
· 1 ·
· · 1

 , Π̃ =

 1 · ·
· · 1
· 1 ·
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 a00 c01 b02
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b̃ = b ◦ Π̃ + c ◦ (Π̃S) + a ◦ (Π̃S2)

c̃ = c ◦ Π̃ + a ◦ (Π̃S) + b ◦ (Π̃S2)
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This construction works for any d !!!

There are (d− 1)! circulant decompositions labeled by

permutations π ∈ Sd−1
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Examples

Werner state

Isotropic state

DiVincenzo et al. BE state

Størmer state

Ha state

... and many others

Known PPT states which are not circulant

Horodecki 3⊗ 3 state

BE states constructed via UPB
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Open problems

separability

�circulant� entanglement witnesses

�circulant� positive maps

generalization to d⊗ d⊗ . . . ⊗ d
do there exist other characteristic decompositions?


