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StreszzenieTutaj krótkie streszzenie.





Wykªad 1Wst�ep. Zawieszenie i globalne i�eietranswersalne. TwierdzeniePoinaré'go-BendixsonaB�dziemy zajmowali si� potokami � t :M !M dyfeomor�zmów, na ogóª zwartej rozmaito±iró»nizkowej M (preyzyjna de�nija b�dzie podana na nast�pnym wykªadzie). Trajektorie� t(x) speªniaj¡ równanie ró»nizkowe zwyzajne autonomizned� t(x)dt = V (� t(x)) , � 0(x) = x;gdzie zazwyzaj V jest polem wektorowym klasy o najmniej C1.Potok � t mo»na rozwa»a¢ jako homomor�zm grupy R w grup� dyfeomor�zmów Di�(M;M)rozmaito±i M w siebie. t! � t , � t1+t2 = � t1 Æ � t2 , � 0 = id� t(x) speªniaj�ae powy»sze warunki dla ustalonego warunku poz/atkowego X nazywa si�ezasem rozwi�azaniem problemu Cauhy'ego. Zeby to rozwi�azanie istniaªo, wystarzy zaªo»eniei�agªo si V , wtedy jednak rozwi�azanie nie musi by  jednoznazne. Potok nie jest wi�e wtedydobrze zde�niowany.Dla pojedynzego dyfeomor�zmu f :M !M mo»na rozpatrywa¢ iteraje fn = f Æ : : : Æ f| {z }n razydla n > 0, f0 = id, fn = f�1 Æ : : : Æ f�1| {z }jnj razy dla n < 0.Mamy homomor�zm grupy Z w Di�(M;M)n! fnNazywamy go kaskad¡.De�nija 1.1. Zawieszenie. Je±li f : M ! M jest dyfeomor�zmem to mo»na rozwa»a¢ilozyn kartezja«ski M � I, gdzie I to odinek [0; 1℄ i sklei¢ M � 0 z M � 1 uto»samiaj¡(x; 1) � (f(x); 0):Powstaje nowa rozmaito±¢ wymiaru dimM + 1, M � IÆ �. (Preyzyjna de�nija strukturyró»nizkowej na tej rozmaito±i zostanie podana na nast�epnym wykªadzie.) Na niej mamypole wektorowe ��t , gdzie t to zmienna z I. 1
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Rysunek 1.1: ZawieszenieZatem kaskada daje potok na rozmaito±i wymiaru o jeden wy»szego.Odwrotnie, zasem dla potoku � t : M !M , d� t(x)dt = V (� t(x)) istnieje tak zwaneDe�nija 1.2. Globalne i�ie transwersalne, to znazy zanurzona podrozmaito±¢ N ,dimN = dimM � 1 taka, »e V (x) =2 TxN (to znazy V (x)� TxN = TxM), gdzie TxN; TxMoznazaj¡ przestrzenie styzne, odpowiednio do N i do M , i tak¡, »e8 x 2M 9 t1 ; t2 > 0 � t1(x); ��t2(x) 2 N:
N

V

MRysunek 1.2: Globalne i�ie transwersalneDla x 2 N oznazymy przez t(x) > 0 najmniejsze dodatnie t takie, »e � t(x) 2 N .�wizenie 1.3. Udowodni¢, »e takie t istnieje, o ile rozmaito±¢ N jest zwarta.De�nija 1.4. Przeksztaªenie x! � t(x)(x)nazywamy przeksztaªeniem pierwszego powrotu.Je±li � t jest zawieszeniem f na M � IÆ �, to M � 0 jest globalnym i�iem transwersalnymi f jest przeksztaªeniem pierwszego powrotu.Odwrotnie, zawieszenie N � IÆ � z potokiem ��t , dla globalnego i�ia transwersalnego N �M jest topologiznie równowa»ne wyj±iowemu potokowi, to znazy istnieje homeomor�zm(nawet dyfeomor�zm) h : M ! N � IÆ �przeprowadzaj¡y trajektorie � t na trajektorie  t pola ��t .Czas nie mo»e by¢ na ogóª zahowany, bo przeksztaªenie pierwszego powrotu do N �f0g dla t ma t(x) � 1. 2
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NNx0Rysunek 1.3: Czas powrotu t(x) � 1 i zas powrotu dowolnyKomplikaja kaskad i potoków ro±nie wraz z wymiarem. Kaskady w wymiarze n odpowiadaj¡potokom w wymiarze n+1, hoia» te ostatnie mog¡ by¢ bardziej skomplikowane w sytuaji,kiedy nie istnieje globalne i�ie transwersalne (na przyklad kiedy pole V ma zera).Nisko wymiarowa dynamika� Potoki w wymiarze 1. Zbiór punktów staªyh mo»e by¢ dowolnym zbiorem zwartym.

Rysunek 1.4: Potok na okr�guW lukah trajektorie mog¡ i±¢ w dowoln¡ stron�.� Dyfeomor�zmy okr�gu.� Potoki w wymiarze 2 (bez punktów staªyh: na torusie lub butele Kleina)� Dyfeomor�zmy powierzhni� Potoki na 3-wymiarowyh rozmaito±iahWysoki wymiarW wymiarze 2, dla potoków, kluzow¡ rol� odgrywa twierdzenie Jordana.De�nija 1.5. Dla potoku � t (lub dyfeomor�zmu, lub homeomor�zmu f) na rozmaito±i Mzbiór zwarty A �M nazywa sie minimalny je±li jest niezmiennizy (to znazy 8 t � t(A) =A, lub f(A) = A) i nie zawiera »adnego niepustego, wªa±iwego, zwartego podzbioru niezmi-ennizego.Uwaga 1.6. Ta de�nija jest u»ywana tak»e dla potoku homeomor�zmów, kaskady lub iterajifn; n = 1; 2; : : : przeksztaªenia i¡gªego dowolnej przestrzeni metryznej.3



Twierdzenie 1.7. Ka»dy zbiór niezmiennizy, niepusty, zwarty zawiera podzbiór minimalny.Dowód. Lemat Kuratowskiego-Zorna.De�nija 1.8. Dla potoku � t (lub homeomor�zmu, lub dyfeomor�zmu f) na rozmaito±iM ,dla kazdego x 2M de�niujemy zbiór� !-granizny !(x) = � y 2M j 9 tn !1 � tn(x)! y	lub f tn(x)! y.� �-granizny �(x) = � y 2M j 9 tn !1 ��tn(x)! y	lub f�tn(x)! y.Uwaga 1.9. Je±li z nale»y do trajektorii x, to znazy 9 t 2 R � t(x) = z, to !(x) = !(z) oraz�(x) = �(z):Faktyznie, � tn(x)! y implikuje� tn�t+t(x) = � tn�t(� t(x)) = � tn�t(z)! y:Zatem mo»na mówi¢ o zbiorah graniznyh dla trajektorii  = � t(x), !() i �().Z de�niji wida¢, »e !(x) i �(x) s¡ zbiorami zwartymi i niezmiennizymi (Je±li � tn(x) ! y,to � tn+t(x)! � t(y), tn ! �1).�wizenie 1.10. Je±li y 2 !(x), to !(y) � !(x).�wizenie 1.11. W zbiorze minimalnym ka»da trajektoria jest g�sta. Wi�ej, 8 x 2 A !(x) =�(x) = A.Wraamy do potoków na powierzhniah (wymiar 2).Uwaga 1.12. Je±li nie zakªada¢ jednoznazno±i rozwi¡za« równania ró»nizkowego _x = V (x),w szzególno±i nie zakªada¢, »e V jest klasy C1, to de�niuj¡ ! nale»y ustali¢ krzyw¡ aªkow¡zazynaj¡¡ si� w x = x0. De�niujemy dla krzywej aªkowej x(t); 0 6 t < 1; x(0) = x0,oznazonej dalej xt, zbiór !(xt) w ten sam sposób o poprzednio:!(xt) = f y j 9 tn !1; x(tn)! yg :Wygodnie b�dzie jak wy»ej u»ywa¢ oznazenia � t(x) pami�taj¡ jednak, »e mo»emy nie miepotoku, a � t(x) jest tylko pewn¡ krzyw¡ alkow¡ xt. B�dziemy te» t�e krzyw¡ aªkow¡ nazywa¢trajektori¡.Wraamy do pól wektorowyh na powierzhniah (wymiar 2) i badania ih krzywyhaªkowyh. W poni»szym twierdzeniu nie zakªadamy jednoznazno±i rozwi¡za«.Twierdzenie 1.13. Poinaré'go-BendixsonaJe±li U jest otwartym podzbiorem sfery S2, V i¡gªym polem wektorowym na U i xt = � t(x)trajektori¡, � 0(x) = x, której domkni�ie zawarte jest w U , bez samoprzei�¢ i punktów za-trzymania (to znazy 8 t1 6= t2 � t1(x) 6= � t2(x)), i tak¡, »e !(xt) nie zawiera zer pola V ,to 4
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yRysunek 1.5: Trajektoria xt i trajektoria okresowa 1. Istnieje y 2 U oraz trajektoria okresowa  = f y(t) j 0 6 t 6 t1g, y = y(0) = y(t1),minimalnego okresu t1 i bez samoprzei�¢ (to znazy 8 0 6 t2 < t3 6 t1 y(t2) 6= y(t3) zwyj�atkiem pary t2 = 0; t3 = t1) taka, »e !(xt) = 2. Istnieje i¡g 0 6 s1 < s2 < : : : taki, »e sn+1 � sn ! t1, x(s + sn) � y(s) jednostajniena ka»dym zwartym odinku 0 6 s 6 s0Dowód. (z�±i 1)1. Je±li L to lokalne i�ie transwersalne, zyli ªuk bez ko«ów, transwersalny do pola V(tzn. (8x 2 L)(V (x) =2 TxL)), to dla ka»dego z 2 L istnieje otozenie U 0 � U punktuz i � > 0 takie, »e je±li y 2 U 0 to dla ka»dego (wysyonego) rozwi�azania yt problemuCauhy'ego z y0 = y istnieje dokªadnie jedno t 2 [��; �℄ takie, »e � t(y) 2 L,Dowód. Mo»na wybra¢ otozenie U 00 3 z zawarte w U i taki ukªad wspóªrz�dnyh(x1; x2) (gªadko±i takiej jak L) »eby L � fx2 = 0g \ U 00 i z = (0; 0), oraz w tymukªadzie Y = �=�x2 ("�owbox", patrz wykªady z RRZ). Wtedy mo»na wybra¢ � > 0takie, »eby B(z; 2�) (kula w tym ukªadzie wspóªrz�ednyh) byªa zawarta w U 00. WtedyU 0 = B(z; �) speªnia tez�e tego punktu.2. Zaªó»my, »e t1 < t2 < t3 < : : : to i¡g kolejnyh zasów (sko«zony lub niesko«zony,dla któryh � tn(x) 2 L. Zaªó»my jak wy»ej, »e L � fx2 = 0g. Wtedy i¡g � tn(x) w Ljest monotonizny, to znazy i¡g pierwszyh wspólrz�dnyh jest monotonizny.
φt n+1(x)φt n(x)
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2DRysunek 1.6: Lokalne i�ie transwersalne i i¡g � tnDowód. Krzywa zbudowana z odinka L0 � L mi�dzy � tn(x) a � tn+1(x) oraz kawaªkatrajektorii 0 = �� t(x) j tn 6 t 6 tn+1	, jest krzyw¡ Jordana, to znazy homeomor-�znym obrazem okr�gu. Twierdzenie Jordana mówi, »e wtedy S2 n 0 ma dwie skªad-owe spójno±i D1;D2, obie homeomor�zne z dyskiem. Oznazmy przez D1 skªadow¡nad L0, D2 skªadow¡ pod L0. Dla t > tn+1, � t(x) whodzi w D1 i nie mo»e ju» zD1 wyj±¢. Nie mo»e bowiem wyj±¢ przez 0, bo � t(x) nie ma samoprzei�¢; nie mo»e5



wyj±¢ przez L0, bo musiaªoby to zrobi¢ �pod pr¡d� to znazy w pierwszym punkie z0,w którym dotyka L0 musiaªoby by¢ V2(z0) 6 0. Zatem � tn+2(x) musi by¢ na prawo od� tn+1(x).3. !(xt) ma o najwy»ej jeden punkt przei�ia z L.Dowód. Gdyby byªy dwa takie punkty y1; y2 2 L, to istniaªby i¡g sn < tn < sn+1 <tn+1 < : : :!1 taki, »e� sn(x); � tn(x) 2 L oraz � sn(x)! y1; � tn(x)! y2:Dowód istnienia tego i�agu zasów korzysta z punktu 1. Je±li �s0n(x) ! y1 2 !(xt) tomo»na s0n zast�api¢ bliskim sn takim, »e �s0n(x) 2 L. Podobnie znajdujemy tn bliskot0n, gdzie �s0n(x) ! y2. Dokªadniej, znajdujemy otozenia U 0 = U 0(y1) wokóª y1 i U 0 =U(y2) wokóª y2 jak w pkt. 1 dowodu i rozpatrujemy �s0n(x) 2 U 0(y1) i �t0n(x) 2 U 0(y2).(W dalszyh z�e±iah dowodu b�edziemy ten punkt rozumowania opuszza¢.)Ci¡g � sn(x), � tn(x), � sn+1(x), � tn+1(x); : : : nie mógªby by¢ monotonizny w L.
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LRysunek 1.7: Ci¡gi � sn i � tn4. !(xt) zawiera trajektori� okresow¡.Dowód. We»my z 2 !(xt) i trajektori� zt = � t(z) b�d¡¡ grani¡ trajektorii � t(xn),xn ! z, xn = � tn(x). Mo»na w tym elu wybra¢ podi¡g trajektorii jednostajniezbie»ny na zwartyh rosn�ayh do niesko«zono±i, odinkah zasu, korzystaj¡ z jed-nakowej i¡gªo±i rodziny funkji �� t(xn)	 1.Nieh y 2 !(zt). Wtedy y 2 !(xt), wi� V (y) 6= 0. Istnieje wi� lokalne i�ie tran-
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yL Rysunek 1.8: Trajektoria ztswersalne L przez y. zt musi wi� przeina¢ L dla niesko«zenie wielu zasów sn. Z (3)wszystkie � sn(z) przeinaj¡ L w y. Zatem !(xt) zawiera okresow¡ trajektori¡ zawart¡w zt, mianowiie zt dla sn � t � sn+1 dla dowolnego n.1patrz dowód tw. Peano. 6



5. !(xt) jest trajektori�a okresow¡.Dowód. Zaªó»my, »e  = f y(t) j 0 6 t 6 t1g ; y = y(0) = y(t1)jest trajektori¡ okresow¡ minimalnego okresu t1, bez samoprzei�¢ (krzyw¡ Jordana)zawart¡ w !(xt). Przypu±¢my, »e !(xt) n  6= ;. Wtedy ze spójno±i !(xt) (¢wizenie)wynika, »e istnieje y 2  (niekonieznie to samo o wy»ej, ale wygodnie jest u»y¢ tegosamego oznazenia) b�d¡e punktem skupienia !(xt) n .Je±li L 3 y jest lokalnym i�iem transwersalnym, to istnieje y1 2 !(xt) n  takie,»e dla pewnego t0 � 0, �t0(y1) 2 L dla pewnej trajektorii � t(y1) � !(xt) (graniypewnego i¡gu trajektorii � t(� tn(x)), � tn(x) ! y1, tn ! 1). Zatem z punktu (3)(jednoznazno±¢ przei�ia !(xt) z L)� t0(y1) = y 2 :Zaªó»my, »e t0 > 0 (podobnie opisujemy przypadek t0 < 0).Nieh t1 b�dzie najmniejsz¡ lizb¡ dodatni¡ tak¡, »ey2 = � t1(y1) 2 :Wtedy dla t2 < t1 odpowiednio bliskiego t1 i�ie transwersalne L1 3 � t2(y1) przeinatak»e , o daje sprzezno±¢ z jednoznazno±i¡ w (3).
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Rysunek 1.9: Ci�ia transwersalne L i L1Punkt 5 ko«zy dowód z�±i 1 Tw. Poinare'go-Bendixsona.Uwaga 1.14. W punkie 5 dowodu zawarty jest dowód jednoznazno±i rozwi¡za« problemuCauhy'ego dla warunków poz¡tkowyh i rozwi¡za« w !(xt).
LRysunek 1.10: Rozgaª�zienie rozwi¡za«Faktyznie, rozgaª�zienie nie jest mo»liwe z punktu 3 dowodu. Wiemy ju» nawet wi�ej:!(x) jest trajektori¡ okresow¡ .Je±li trajektorie 1(t) i 2(s) pokrywaj�a si� jako zbiory, tod1dt = d2ds = V (z) je±li 1(t) = 2(s):7



Zatem d�11 2ds = 1;o przy zaªo»eniu, »e 1(0) = 2(0) daje jednoznazno±¢.Skorzystali±my tu z zaªo»enia, »e 8 z 2  V (z) 6= 0; bez tego rozumowanie byªoby bª�dne,a teza faªszywa. Trajektoria mogªaby na pewien zas zatrzyma¢ si� w zerze V , a potem i±¢dalej wzdªu» .Dowód. (z�±i 2)Dla x 2 L \ xt ; z ! y 2 , zbie»no±¢ � t(z) (trajektorii zawartyh w xt) do  wynika zjednoznazno±i, podi¡gi zbie»ne zbiegaj�a bowiem do trajektorii zawartyh w !(xt). Za snmo»na przyj¡¢ i¡g kolejnyh przei�¢ xt z L.Wnioski1. W przypadku V 2 C1 (jednoznazno±¢ rozwi¡za«) udowodnili±my, »e zwartymi podzbio-rami minimalnymi mog¡ by¢ tylko punkty (zera V ) i trajektorie okresowe. Zbiór mini-malny jest postai A = !(x); x 2 A ;je±li nie zawiera zer V jest trajektori¡ okresow¡ z Tw. P-B.2. Je±li V 2 C1 to Tw. P-B jest prawdziwe dla obszaru U pola V w pªaszzy»nie rzutowejP2 = S2Æx � �x:Dowód. Podnie±my trajektori� � t(x) do S2. Bedzie to jedna lub dwie trajektorie. Ihzbiory granizne 1 lub 1, 2 rzutuj¡ si� na P2 (przez uto»samienie x � �x) do jednejtrajektorii  okresowej na P2 (bo 1 = �2, bo podniesienie potoku komutuje z x ��x).Uwaga 1.15. Je±li nie zakªada¢ V 2 C1, przy braku jednoznazno±i rozwi¡za«,  mo»emie¢ samoprzei�ie, !(xt) mo»e by¢ �ósemk¡�.
Rysunek 1.11: Górna póªsferaWró¢my teraz do xt � S2Twierdzenie 1.16. Zaªó»my, »e V 2 C1. Od strony, z której � t(x) nawija si� na trajektori�okresow¡  = � t(y) mamy stabilno±¢ asymptotyzn¡.8
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tRysunek 1.12: P2Dowód. Nieh En b�dzie obszarem ogranizonym krzyw¡ Jordana zbudowan¡ z� t(x) ; tn 6 t 6 tn+2oraz ªuków (� tn(x); � tn+1(x)) i (� tn+1(x); � tn+2 (x)) w LDokªadniej: to nie jest krzywa Jordana bo jest sklejenie w � tn+1(x), ale to nie psuje dowodu.
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Rysunek 1.13: Obszar E1[En [ � t(x) wypeªnia jedn�a stron� trajektorii okresowej.Dla z 2 En, � t(z) dla t ! 1 uieka z En do En+1 (i dalej do Ek, k ! 1). W przeiwnymrazie !(z) � En. Poniewa» w En nie ma punktów staªyh dla du»yh n (bo jeste±my blisko� t(y)) !(z) jest trajektori¡ okresow¡ w En i jedna ze skªadowyh, na które rozina S2 le»yw En. Wtedy � t ma w niej punkt staªy qt 8 t > 0. Punkt skupienia qt dla t ! 0 musi by¢zerem pola V , bo V (qt) = V (qt)� � t(qt)� qtt ! 0:Sprzezno±¢.Uwaga 1.17. Mo»na nie zakªada¢, »e V 2 C1. Wtedy na przykªad wystarzy zaªo»y¢, »e wxt jest jednoznazno±¢ rozwi¡za«, lub przynajmniej, »e xt nie ma samoprzei�¢, zast�puj¡ wtezie � t(z)!  tez¡, »e istnieje trajektoria � t(z) ; � 0(z) = z taka, »e � t(z)! .�wizenia: 9



�wizenie 1.18. Dla równania ró»nizkowego_x = V (x) ; V i�agªe ;i¡gªa zale»no±¢ rozwi¡za« od warunku poz¡tkowego jest równowa»na jednoznazno±i rozwi¡za«przy danym warunku poz¡tkowym (to znazy jednoznazno±i rozwi¡za« problemu Cauhy'ego).�wizenie 1.19. (Tw. Knesera, patrz [Hartman℄, trudne dla m > 1) Pokaza¢, »e dla równaniaró»nizkowego zwyzajnego_x = V (x; t) ; x 2 Rm ; V i¡gle i ogranizone na Rm+18 t fx(t) j x(t0) = x0g jest zwarty i spójny.(zbiór wszystkih punktów x, dla któryh istnieje rozwi¡zanie x(s) problemu Cauhy'egox(t0) = x0 przy ustalonyh t0 ; x0 takie, »e x(t) = x.)
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1.1. Dodatek. Twierdzenie Hadamarda-Perrona, �-lemat Palisa.Przypomnienie z równa« ró»nizkowyh zwyzajnyh (z II roku)Twierdzenie 1.20. Hadamarda-PerronaJe±li V pole wektorowe klasy Cr na Rm , r > 1, 0 2 Rm i dla DV (0) warto±i wªasne maj¡niezerowe z�±i rzezywiste, tzn. 0 jest zerem hiperboliznym dla V , to� W s� = �x 2 Rm j 8 t > 0 ��� t(x)�� < �	� W u� = �x 2 Rm j 8 t < 0 ��� t(x)�� < �	s¡ zanurzonymi rozmaito±iami ró»nizkowymi klasy Cr dla � > 0 dostateznie maªego. (� tto potok d� tdt = V ).Je±li w bazie postai Jordana dla DV (0) Es to suma podprzestrzeni odpowiadaj¡yh klatkomJordana warto±i wlasnyh fRe < 0g, a Eu-fRe > 0g, to� W s� jest styzne do Es8x 2W s� ; lim supt!1 log(��� t(x)��)t 6 �s;gdzie �s = max f� j � warto±¢ wªasna DV ;Re� < 0g� W u� jest styzne do Eu8x 2W u� lim supt!�1 log(��� t(x)��)jtj 6 �u;gdzie �u = �min f� j � warto±¢ wªasna DV ;Re� < 0g
λ 0 λ−s uRysunek 1.14: Warto±i wªasne DV (0)Analogizne twierdzenie prawdziwe jest dla dyfeomor�zmu f klasy Cr w otozeniu 0 2 Rm ,f(0) = 0. Wtedy zakªadamy, ze dla Df(0) warto±i wªasne maj¡ moduªy 6= 1.Szki dowodu byª podany na wykªadzie z Równa« Ró»nizkowyh Zwyzajnyh wiosn¡ 2000r.Twierdzenie 1.21. �-lemat PalisaJe±li � : Du ! Rmjest u = dimEu-wymiarowym maªym dyskiem zanurzonym w Rm transwersalnie przeinaj¡-ym W s� , to � t(�(Du))!W u� w Cr przy t!1:11
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0Rysunek 1.15: Obrazy dysku Du pod dziaªaniem � t(Dla du»yh t przez � t(�(Du)) rozumiemy obraz przy � t dysku �(Du) obi�ty tak, »ebymie¢ wykres z Eu� do Es).� t �rozpªaszza� �(Du) na W u� .Uwaga 1.22. W powy»szyh rozwa»aniah dotyz¡yh Tw. Hadamarda-Perrona, nale»y roz-patrywa¢ szzególn¡ norm� j�j w Rm , na przykªad pohodz¡¡ od ilozynu skalarnego takiego,»e Es i Eu s¡ do siebie prostopadle i� kD� t jEs k < 1 ; t > 0� kD� t jEu k < 1 ; t < 0Wystarzy na przykªad wzi¡¢ dla ka»dej klatki postai Jordana DV baz� tak¡, »e klatka jestpostai 2666664 � � 0 � � � 00 � � � � � 0... ... . . . ... ...0 � � � � � � � �0 � � � � � � � � � �
3777775i w niej euklidesowy ilozyn skalarny (� odpowiednio maªe), a przestrzenie odpowiadaj¡eró»nym klatkom prostopadªe do siebie 2.De�nija 1.23. V pole klasy C1 na rozmaito±i M , V (x) = 0.� Globalna rozmaito±¢ stabilnaW s = � y j � t(y)! x dla t!1	� Globalna rozmaito±¢ niestabilnaW u = � y j � t(y)! x dla t! �1	Twierdzenie 1.24. Zaªó»my, »e x jest punktem staªym (zerem) hiperboliznym, to znazydla DV (x) warto±i wªasne maj¡ niezerowe z�±i rzezywiste. Wtedy W s(x), W u(X) s¡immersyjnymi zanurzeniami przestrzeni euklidesowyh.2Porownaj konstrukj� funkji Lyapunowa, Wykªad 12, Równania Ró»nizkowe Zwyzajne wiosna 200012



Dowód. W s(x) = [t<0� t(W s� (x))W u(x) = [t>0� t(W u� (x))gdzie W s� (x) : ��1(W s� ) dla � mapy przeprowadzaj�aej x na 0 2 R (mapy b�ed�a omówione nanast�epnym wykªadzie).Wi�eej szzegóªów b�edzie podanyh w Wykªadzie 5.Analogizn¡ de�nij� mo»na poda¢ dla dyfeomor�zmu f i punktu staªego f(x) = x.Przykªad 1.25. Zaburzamy z okresem 1 równanie wahadªa� _x = y_y = � sin(x)Przed zaburzeniem przestrzeni¡ fazow¡ jest S1 � R, x 2 S1, y 2 R. Po zaburzeniu dohodzizas t, z uwagi na okresowo±¢ zaburzenia t 2 S1, zyli przestrzeni¡ fazow¡ jest S1 � R �S1. S1 � R jest globalnym i�iem transwersalnym, powrót po zasie 1. Mo»emy otrzyma¢nast�puj¡y obraz fazowy:
W (q)

W (q)

W (q)

W (q)

p
qq

s

u

u

s

Rysunek 1.16: Obraz fazowy zaburzonego równania wahadªa
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Wykªad 2Rozmaito±i ró»nizkowe. Indeks polaw punkie.Opisz� dokªadniej konstrukj� zawieszenia (suspension).Najpierw przypomn�De�nija 2.1. Rozmaito±¢ ró»nizkowa (bez brzegu). Nieh M to przestrze« topolog-izna, Hausdor�a. M nazywamy rozmaito±i�a ró»nizkow�a wymiaru m, klasy Cr, r > 1. je±liistnieje rodzina homeomor�zmów �t : Ut ! Vt, gdzie Ut to otwarte podzbiory M , Vt to kulew przestrzeni euklidesowej Rm (mo»e by¢ to kula jednostkowa kxk < 1) takie, »e[t Ut =M , 8 t ; t0 �t0 Æ ��1t 2 Cr ;gdzie �t0 Æ ��1t jest rozwa»ane tam gdzie ma sens, to znazy na �t(Ut \ Ut0).
��
��
��
�� UUt’

Vt’ Vt

t

Rysunek 2.1: Mapy � t na zbiorah UtPrzeksztaªenia �t : Ut ! Vt to tak zwane mapy. Rodzin� f�tg nazywa si� atlasem.Je±li oznazamy rozmaito±¢ przez Mm, to oznaza to, »e jej wymiar jest równy m.Uwaga 2.2. Czasem zakªada si� w de�niji rozmaito±i parazwarto± (patrz Dodatek 1).De�nija 2.3. Wektor styzny do M w punkie x 2M to klasa równowa»no±i krzywyh : (��; �)!M , (0) = x, 1 � 2 je±li dla pewnej mapy �t : Ut ! Vt takiej, »e Ut � 1 ; 2mamy d(�t Æ 1)dt (0) = (�t Æ 2)dt (0):Po obªo»eniu ró»nizk¡ D(�t0 Æ��1t ) wida¢, »e ta równo±¢ zahodzi w ka»dej mapie, którejdziedzina zawiera x. Mo»na zatem zbiór wektorów styznyh w x 2 M zde�niowa¢ jakozbiór wektorów styznyh do Vt � Rm w �t(x). To daje na tym zbiorze struktur� przestrzeniliniowej. Poniewa» D(�t0 Æ ��1t ) jest liniowe, ta struktura nie zale»y od mapy.15



De�nija 2.4. Przestrze« styzna TxM to zbiór wektorów styznyh doM w x z opisannawy»ej struktur¡ przestrzeni liniowej.De�nija 2.5. Pole wektorowe V (x) to przyporz¡dkowanie ka»demu x 2 M wektora sty-znego V (x) 2 TxM .Mówimy, »e pole jest klasy Cr, je±li w ka»dej mapie przyporz¡dkowanie jest klasy Cr.Mówimy, »e krzywa (t) speªnia równanie ró»nizkowe_(t) = V ((t))je±li 8 t0 (t+ t0) 2 V ((t0)) ; t 2 (��; �). Traktujemy tu V ((t0)) jako klas� równowa»no±ikrzywyh. Mo»na te» byªo napisa¢ d�t Æ =dt = V (�t Æ ). (Pehowo w tym wzorze t jestu»yte w dwóh ró»nyh znazeniah.)De�nija 2.6. Dzielenie przez dziaªanie grupyZaªó»my, »e na Cr-rozmaito±i dziaªa grupa Cr-dyfeomor�zmów G w sposób aªkowiie niei¡gªy,to znazy 8x 2M 9Ux 3 x, otwarte otozenie, takie, »e8 g 2 G g 6= id ; g(Ux) \ Ux = ;:Mo»na wtedy rozwa»a¢ rozmaito±¢ ilorazow¡ MÆG. Je±li oznazymy uto»samienie symbolemP : M ! MÆG, to 8 z 2 MÆG mo»emy wzi�a¢ dowolne x 2 P�1(z) i map�  t : P (Ut) ! Vtgdzie  t = �tÆP�1 dla dowolnej mapy �t : Ut ! Vt, Ut 3 x; dokªadniej zamiast Ut rozwa»amyUt \ Ux. P�1 oznaza gaª¡¹ P�1 tak¡, »e P�1(z) = x. Korzystamy z tego, »e P na Ux jest1� 1.Je±li 8g 2 G mamy te» dla pewnego pola wektorowego V na MDg(V (x)) = V (g(x));to mo»na to pole przenie±¢ na MÆG.De�nija 2.7. Zawieszenie f :M !M de�niujemy jako rozmaito±¢ M �RÆG, gdzie G togrupa automor�zmów ilozynu kartezja«skiego M � R w siebie, iteraji dyfeomor�zmu(x; t) 7!� (f(x); t� 1):Poniewa» D�( ��t) = ��t otrzymujemy pole wektorowe, wi� i potok na M � RÆG.Przykªad 1.Bierzemy o±miok¡t hiperbolizny w dyskuf z j jzj < 1g = Do k¡tah �4 . Dla grupy G generowanej przez 4 homogra�e zahowuj¡e D takie, »ega(a) = a0 ; gb(b) = b0 ; g() = 0 ; gd(d) = d0otrzymujemy D ÆG =00 preelek00:Przykªad zawiesze«: 16
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Rysunek 2.2: Rozmaito±¢ M � R
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Rysunek 2.4: Preelek
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Rysunek 2.5: Zawieszenie obrotu na okr�gu
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1. Zawieszenie obrotu okr�gu o k¡t niewymierny daje obmotk� na torusieT2 = S1 � S1:2. Zawieszenie f : x 7! �x na S1 daje potok na butele Kleina. Tak jak f mamy jedn¡orbit� okresu 1, a pozostaªe maj¡ okres 2.Twierdzenie 2.8. Je±li M jest zwart¡ spójn¡ rozmaito±i¡ i zwarta rozmaito±¢ N �M jesti�iem transwersalnym dla pola V na M i8x 2 N 9 t1 �t1(x) 2 N;to N jest globalnym i�iem transwersalnym, to znazy8x 2M 9 t1; t2 > 0 �t1(x) 2 N; ��t2(x) 2 N:Dowód. Czas pierwszego powrotu: t1(x) > 0 dla x 2 N taki, »e �t1(x)(x) 2 N jest funkj¡i¡gªa, zatem ogranizon¡. Funkja f(x) = �t1(x)(x)jest i¡gªym injektywnym przeksztaªeniem (nawet Cr je±li V 2 Cr) N w N . St¡d wynika,»e f jest �na�.(Faktyznie, f jest regularne, to znazy Df(x) jest izomor�zmem 8x 2 N (¢wizenie), za-tem f(N) podrozmaito±i¡ zwart¡ w N , bez brzegu, wymiaru takiego jak N . Wtedy, je±lizaªo»ymy, »e f nie jest «a"i N jest spójna to f(N) na niepusty brzeg topologizny i wokóªpunktu takiego brzegu nie mo»e by¢ w f(N) otozenia, na którym jest mapa. Je±li N nie jestspójne, to f permutuje jego skªadowe, któryh ze zwarto±i N , jest sko«zenie wiele.)Zatem na N okre±lony jest i¡gªy i ogranizony zas pierwszego powrotu w tyª��t2(x) 2 N; t2(x) > 0:Mamy Z = � y 2M j 9 t 2 R; �t(y) 2 N	 otwarty:Ten zbiór jest te» jednak domkni�ty, bo jest postai��t(x) j x 2 N; jtj 6 C	 ;gdzie C jest dowoln¡ staª¡, tak¡, »eC > supx2N t1(x); supx2N t2(x):Zatem Z jest otwarto-domkni�ty, jest wi� równy M.Wreszie, je±li �t0(y) = x 2 N to�t0+tn(y) 2 N , gdzie tn to n� ty zas powrotu x do N w przód lub w tyª:Przy n dostateznie du»ym t0 + tn jest dodatnie lub ujemne.B�dziemy dowodzili na nast�pnym wykªadzie18



Twierdzenie 2.9. Dla pola klasy C1 bez zer (potoku bez punktów staªyh) na torusie T2, przydodatkowym zaªo»eniu, »e nie ma orbit okresowyh, istnieje globalne i�ie transwersalne.Uwaga 2.10. Rozmaito±¢ zwarta wymiaru 2, na której istnieje pole bez zer musi by¢ torusemlub butelk¡ Kleina.Wynika to z nast�puj¡egoTwierdzenie 2.11. Poinaré'go-HopfaDla i¡gªego pola V na zwartej orientowalnej rozmaito±i M , które ma tylko izolowane zera(zatem sko«zenie wiele zer) zahodzi wzórXx : V (x)=0 indxV = �(M)De�nije1. �(M) to harakterystyka Eulera �(M) =Xi (�1)k�k;gdzie �k to lizby Betti'ego. �k to wymiar k-tej grupy homologii o wspóªzynnikah wR, Hk(M;R).(Mo»na te» na przykªad polizy¢ �(M) przedstawiaj¡ M jako wielo±ian. Wtedy�(M) =Xk (�1)kak;gdzie ak to lizba ±ian wymiaru k.)2. indxV to indeks pola V w punkie x.W dowolnej mapie, przyjmuj¡, »e x = 0 2 Rm i V jest funkj¡ z otozenia 0 w Rm ,bierzemy dowolnie maªe r > 0 i przeksztaªenie z sfery jednostkowej Sm�1 w siebie�(z) = �Sm�1(z) = V (rz)kV (rz)k :(To przeksztaªenie ma sens, bo V (rz) 6= 0 je±li kzk = 1 i r jest dostateznie maªe, box jest izolowanym zerem V .)De�niujemy indxV jako stopie« przeksztaªenia �, tzn. indxV := deg�.�wizenie 2.12. indxV nie zale»y od mapy i nie zale»y od r.Ta de�nija nie zale»y od przyj�etej na xm�1 orientaji. De�nije stopnia przeksztaªenia orazdowód twierdzenia Poinaré'go-Hopfa s¡ podane w Dodatku 2 do tego wykªadu.Przykªady:� Dla siodªa w 0 2 R2 mamy ind0V = �1.� Dla entrum lub ogniska w 0 2 R2 mamy ind0V = 1.� Je±li V (nieliniowe) ma k sektorów eliptyznyh, to indV = k2 + 1. Np. V (z) = zs dlaz = x+ iy 2 C ma indeks ind0V = s, bo stopie« przeksztaªenia okr�egu ei� 7! eis� jestrówny s.Prosz�e sprawdzi¢, »e dla V (z) = zs mamy ind0V = �s.19



Rysunek 2.6: Siodªo
Rysunek 2.7: Sektory eliptyzneTwierdzenie Poinaré'go-Hopfa wynika z nast�puj¡ego wzoru LefshetzaTwierdzenie 2.13. Je±li f : M !M jest homeomor�zmem orientowalnej zwartej rozmaito±iw siebie i ma tylko izolowane punkty staªe (oznazmy zbiór punktów staªyh przez Fix(f)), toXx2Fix(f) indx(f) =X(�1)ktr(f�k : Hk(M;R)):(tr(f�k : Hk(M;R)) oznaza ±lad operatora liniowego f�k, generowanego przez f w grupiehomologii wymiaru k o wspóªzynnikah w R.)W mapie, gdzie mo»na przyj¡¢ x = 0 de�niujemyindxV = deg�, gdzie �(z) = f(rz)� rzkf(rz)� rzk przeksztaªenie Sm�1 w Sm�1:Wynikanie twierdzenia Poinare'go-Hopfa z wzoru LefshetzaDowód. (przy zaªo»eniu, »e blisko x nie ma orbit zamkni�tyh o dowolnie krótkim okresie.)Mamy dla x takiego, »e V (x) = 0indxV = indx�t , gdzie _�t = V (2.1)dla t dostateznie maªyh, »eby nie byªo blisko 0 orbit zamkni�tyh okresu 6 t.Faktyznie, dla dowolnie ustalonego maªego r > 0 i jyj = 1�t(ry)� ryk�t(ry)� ryk jest homotopijne V (ry)kV (ry)ksk¡d wynika (2.1). Przeksztaªenie �t jest homotopijne identyzno±i na M , wi� �t�k jestoperatorem identyzno±iowym,tr(�t�k) = dimHk(M;R) = �k:20



Zatem wzór Lefshetza dla �t daje dla V wzór Poinare'go-HopfaXx : V (x)=0 indxV =Xk (�1)k�k = �(M):
2.1. Dodatek 1. Parazwarto±¢Wde�niji rozmaito±i ró»nizkowejMn opróz wªasno±i Hausdor�a i istnienia atlasu �� : U� !R takiego, »e ��1�1 ��2 s¡ gªadkie zakªada si� zasem parazwarto±¢Mn jako przestrzeni topo-logiznej. (W tym yklu wykªadów nie b�dziemy tej wªasno±i wykorzystywa¢).Bibliogra�a:R. Engelking, K. Siekluki �Wst�p do topologii�.De�nija 2.14. Rodzin� fAtg podzbiorów przestrzeni topologiznej X nazywamy lokalniesko«zon¡, je±li(8x 2 X) (9U) otozenie otwarte x takie, »e zbiór ft j U \ Ut 6= ;g jest sko«zony.De�nija 2.15. Przestrze« topologizn¡ X nazywamy parazwart¡ je±li jest przestrzeni¡Hausdor�a i w ka»de pokryie zbiorami otwartymi fUtg mo»na wpisa¢ pokryie zbioramiotwartymi fVsg lokalnie sko«zone.(Wpisa¢ to znazy 8 s9 t Vs � Ut.)Jako ¢wizenie proponuj� udowodni¢:Twierdzenie 2.16. Przestrze« topologizna z przelizaln¡ baz¡ (otoze«) lokalnie zwarta (toznazy 8x9U otozenie x takie, »e domkni�ie U jest zwarte) jest parazwarta.Twierdzenie 2.17. Ka»da przestrze« parazwarta jest normalna, to znazy(8A; B domkni�tyh A \B = ;) (9U; V otwarte) takie, »e U \ V = ; i A � U; B � V:Troh� trudniej udowodni¢Twierdzenie 2.18. Przestrze« metryzowalna jest parazwarta.Parazwarto±¢ jest potrzebna do istnienia tak zwanyh rozbi¢ jedno±i o dowolnie maªyhno±nikah.De�nija 2.19. Rodzin� fftg funkji i¡gªyh przestrzeni topologiznej X w odinek [0; 1℄nazywamy rozbiiem (rozkªadem) jedno±i, je±li P ft � 1.Rozbiie jedno±i nazywamy drobniejszym od pokryia fUsg je±li 8 t no±niksupp ft = fx 2 X j ft(x) > 0gjes zawarty w pewnym Us.Twierdzenie 2.20. Je±li X parazwarta to dla ka»dego pokryia fUtg zbiorami otwartymiistnieje drobniejsze od niego rozbiie jedno±i z rodzin¡ no±ników lokalnie sko«zon¡.W przypadku parazwartej rozmaito±i ró»nizkowej mo»na skonstruowa¢ rozbiie jedno±iz funkjami ft klasy Cr (o ile rozmaito±¢ jest Cr, r = 1; : : : ;1).Rozbiie jedno±i sªu»y do przeprowadzania ró»nyh konstrukji globalnyh, lokalnie (�pokawaªku�). Przykªadem jest dowód nast�epuj�aego wa»nego twierdzenia:Twierdzenie 2.21. WhitneyaKa»d¡ ró»nizkow¡ rozmaito±¢ Mn mo»na zanurzy¢ w R2n+1 .21



2.2. Dodatek 2. Tw. Poinare'go-HopfaDe�nija 2.22. Rozmaito±¢ ró»nizkowa Mn nazywa si� orientowalna, je±li istnieje atlas�� : U� ! Rn taki, »e wszystkie przeksztaªenia ��1�1 ��2 zahowuj¡ orientaj� w Rn , to znazydet(D(��1�1 ��2)) > 0:Dla uporz�adkowanego ukªadu n wektorów liniowo niezale»nyh w TxM u»ywa si� nazwyn-reper (dla k 6 n wektorów liniowo niezale»nyh k-reper). Dwa takie ukªady nazywa si�równowa»nymi, je±li wyznaznik maierzy przej±ia od jednego do drugiego jest dodatni. Klas�równowa»no±i nazywamy orientaj¡ w TxM . Mo»na te» orientaj�e uto»samia¢ z ilozynemzewn�etrznym v1 ^ ::: ^ vn bazy w TxM z dokªadno±i�a do dodatniej staªej.De�nija 2.23. Orientaja w wi¡ze styznej TM (i na rozmaito±i M) to i¡gªa klasarównowa»no±i pól n-reperow, gdzie dwa pola n-reperów nazywamy równowa»nymi je±li s¡równowa»ne w ka»dym x 2M .Te poj�ia uogólniaj¡ si� do dowolnej wi¡zki wektorowej E nadM . Ci�agªo±¢ klasy równowa»no±imo»e by¢ zde�niowana np. jako mo»liwo±¢ i�agªego wyboru v1(x)^ :::^ vn(x). (To jest wªas-no±¢ sªabsza ni» mo»liwo±¢ i�agªego wyboru repera, o ozazaªoby tzw. paralelizowalno±¢wi�azki !)�wizenie 2.24. Pokaza¢, »e orientowalno±¢Mn jest równowa»na istnieniu n-formy ró»nizkowejna Mn, nie znikaj¡ej w »adnym punkie.De�nija 2.25. Stopie« przeksztaªenia f : Mn ! Nn klasy C1, dla rozmaito±i zwartyhMn, Nn, obu wymiaru n, z ustalon¡ orientaj¡ (zorientowanyh), todeg f = Xy2f�1(x) sgn Df(y);gdzie x jest dowoln¡ warto±i¡ regularn¡, to znazy 8 y 2 f�1(x)Df(y) jest izomor�zmem TyMn w TxNn:sgn Df(y) = 1 lub � 1zale»nie od tego, zy Df(y) przeksztaªa n-reper zgodny z orientaj¡ w TyMn na n-reperzgodny z orientaj¡ TxNn lub niezgodny.Uwaga 2.26. 1. Tw. Sarda mówi, »e prawie ka»dy (w sensie miary Lebesgue'a w mapah)punkt x 2 Nn jest warto±i¡ regularn¡.2. Stopie« deg f mo»e by¢ zde�niowany dla dowolnej funkji i¡gªej f : Mn ! Nn jakostopie« gªadkiej funkji g, C0 blisko f . Niezale»no±¢ od wyboru g wynika z tego, »estopie« jest taki sam dla funkji homotopijnyh (funkje C0 bliskie s¡ homotopijne).Wyja±nimy to dalej.3. Sprawdzimy dalej, »e ta de�nija nie zale»y od x.De�nija 2.27. Mn nazywamy rozmaito±i¡ ró»nizkow¡ z brzegiem �Mn, je±li oprózmap �� : U� ! Rn istniej¡ mapy�� : U� ! f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j xn > 0g = Rn+ :Brzeg �Mn to zbiór punktów, które przez �� s¡ przeksztaªane w brzeg Rn+ = fxn = 0g.22



Je±li na TMn jest ustalona orientaja, to dla ka»dego x 2 �Mn na Tx�Mn ustalamyorientaj� dan¡ przez (n � 1)-reper v1; : : : ; vn�1 2 Tx�Mn, który uzupeªniony wektoremvn 2 TxMn skierowanym �na zewn¡trz� Mn daje reper (v1; : : : ; vn) zgodny z orientaj¡ TxMn.T�e orientaj�e nazywamy orientaj�a indukowan�a na �Mn przez wybran�a orientaj�e na Mn.
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B3 −kula w R3δ  
2 3x  S =   Bε Rysunek 2.8: Kula w R3Lemat 2.28. Je±li f : M = Mn+1 ! Nn jest klasy C2, Mn+1, Nn to zorientowane roz-maito±i, Mn+1 ma brzeg �Mn+1 z orientaj�a indukowan�a przez orientaj�e na Mn, a Nn torozmaito±¢ bez brzegu, to deg f ���Mn+1 = 0:Dowód. Silny wariant Tw. Sarda mówi, »e je±li f : Mn1 ! Mn2 jest przeksztaªeniemklasy Ck rozmaito±i n1-wymiarowej w n2-wymiarow¡ (mo»e by¢ n2 < n1), to je±li k � 1 >max(0; n1 � n2), to prawie ka»dy punkt w Mn2 jest warto±i¡ regularn¡ (to znazy 8 y 2f�1(x) rz¡d Df(y) jest równy min(n1; n2)). W lemaie n1 = n + 1, n2 = n, wi� k = 2speªnia zaªo»enia Tw. Sarda. We»my x warto±¢ regularn¡ dla f i f ���Mn+1 . Z tw. o funkjahuwikªanyh wynika, »e f�1(x) jest rodzin¡ krzywyh klasy C2, Jordana lub z ko«ami w�Mn+1.Ka»da skªadowa  zbioru f�1(x) je±li ma ko«e w �Mn+1, to dwa. Poka»emy, »e w nih
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Rysunek 2.9: Rozmaito±¢ z brzegiemsgn Df ma przeiwne znaki. Wybierzmy w jednym ko«u y1 reper v1; : : : ; vn; vn+1 zgodny zorientaj¡ Mn+1, taki, »e vn+1 jest skierowany na zewn¡trz i styzny do . ( nie mo»e by¢23



styzne do �Mn+1, bo je±li jest, to kerDf ���Mn+1(y1) 6= f0g, wi� x nie jest warto±i�a regularn¡f ���Mn+1 .) Zatem v1; :::; vn ma orientaj�e zgodn�a z orientaj�a �Mm+1. Mo»emy zaªo»y¢, »eDf(v1); : : : ; Df(vn) ma orientaj� zgodn¡ z orientaj¡ Nn. (Np. zmieniaj�a orientaj�e naNn je±li trzeba.) Wybieramy wzdªu»  reper v1(y); : : : ; vn(y); vn+1(y) taki, »e zale»no±¢ od jest i¡gªa oraz vn+1(y) jest styzny do . Wtedy w drugim ko«u , punkie y2, reperv1(y2); : : : ; vn(y2); vn+1(y2) jest zgodny z orientaj¡ Mn+1, ale vn+1(y2) jest skierowany dowewn¡trz Mn+1, zatem v1(y2); : : : ; vn(y2) ma orientaj� niezgodn¡ z �Mn+1. Jednoze±nieDf(v1(y)); : : : ; Df(vn(y)) ma orientaj� zgodn¡ z N , z i�agªo±i Df i i�agªo±i orientajiwzdªu» krzywej. Zatem skoro, jak wy»ej, sgnDf(y1) = 1, to sgnDf(y2) = �1.Wniosek 2.29. Je±li f0 i f1 : Mn ! Nn s¡ homotopijne i x jest warto±i¡ regularn¡ dla f0i f1, to Xy2f�10 (x) sgn Df0(y) = Xy2f�11 (x) sgn Df1(y)Dowód. Przybli»amy homotopi� mi�edzy f0 i f1 homotopi¡ klasy C2, F : Mn � [0; 1℄ ! Nn,tak¡, »e F0 = F ��Mn�f0g �C1 f0 ; F1 = F ��Mn�f1g �C1 f1:Blisko x istnieje warto±¢ regularna dla F . Korzystamy z lematu (2.28). Nale»y zauwa»y¢, »eorientaje na Mn =Mn�f0g i Mn =Mn� f1g indukowane przez orientaj� na Mn � [0; 1℄s¡ przeiwne (niezgodne).Nale»y jeszze zauwa»y¢, »e przy maªej zmianie x, sumyPy2f�10 (x) sgn Df(y) nie zmieniaj¡
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0Rysunek 2.10: Homotopia ftsi�. Równie» C1-maªa zmiana fi na F jMn�fig, dla i = 0; 1 nie wpªywa na te sumy.Wniosek 2.30. Py2f�10 (x) sgn Df(y) nie zale»y od warto±i regularnej x.Dowód. Je±li x1, x2 to warto±i regularne f , to ª¡zymy x1 i x2 krzyw¡ bez samoprzei�¢,bierzemy jej otozenie U , topologizny dysk i homotopi� �t : Nn ! Nn tak¡, »e �0 = id,�1(x2) = x1, �t = id poza U i �1 dyfeomor�zm. Wtedy x1 jest warto±i¡ regularn¡ dla f i�1 Æ f , i f jest homotopijne �1 Æ f . Z Wniosku (2.29) i z tego, »eXy2f�1(x2) sgn Df(y) = Xy2f�1Æ��11 (x1) sgn D(�1 Æ f)(y);bo �1 zahowuje orientaj� na Nn, otrzymujemy tez�.24
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Rysunek 2.11: Otozenie USt¡d wynika poprawno±¢ de�niji stopnia i indeksu pola w zerze. Mo»emy teraz udowodni¢Tw. Poinaré'go-Hopfa.Lemat 2.31. (Poinaré.) Zaªó»my, »e Mn jest podrozmaito±i¡ z brzegiem, zwart¡, w Rn .Nieh V b�dzie polem i¡gªym na Mn, bez zer na �Mn i którego wszystkie zera w Mn s¡izolowane. Wtedy Xx2Mn; V (x)=0 indxV = degGV (Mn); (�)gdzie dla x 2 �Mn de�niujemy GV (x) = V (x)kV (x)k ;Zaªó»my dodatkowo, »e V na �Mn jest skierowane �na zewn¡trz�. WtedyXx2Mn; V (x)=0 indxV = degG(Mn); (��)gdzie G = G(Mn) to przeksztaªenie Gaussax 7! n(x); x 2Mn; G : �Mn ! Sn�1oraz n(x) to wektor normalny do �Mn skierowany �na zewn¡trz�.
Rysunek 2.12: Kule o ±rodkah w zerah polaDowód. (*) wynika z lematu (2.28), zastosowanego doM =Mn n [V (x)=0B(x; r);25



gdzie r tak maªe, »eby jedynym zerem w B(x; r) byª punkt x, oraz z de�niji indeksu polaw punkie. Dla uzyskania (**) mo»na zast¡pi¢ GV przez G bo s¡ homotopijne (Wniosek(2.29)).Kontynuujemy dowód Tw. Poinarego-Hopfa.Dowód. Zanurzamy gªadko Mn w R2n+1 (jest to mo»liwe z Tw. Whitneya). Nieh h(x) =dist(x;Mn), gdzie dist oznaza odlegªo±¢ w metrye euklidesowej w R2n+1 . Wtedy h2 jestgªadk¡ funkj¡ w odpowiednio maªym otozeniu Mn. Oznazmy �(x) najbli»szy do x punktw Mn, znowu mamy jednoznazno±¢ i gªadko±¢ � w maªym otozeniu Mn. Przy danym poluV , styznym do Mn, pole W (x) = grad(h2) + eV (x);gdzie eV (x) jest zde�niowany jako wektor prostopadªy do ker(D�(x)), taki, »e D�(x)eV (x) =V (�(x)).Nieh U = fx 2 R2n+1 j dist(x; Mn) < �g. Dla odpowiednio maªej lizby �, U jest
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Rysunek 2.13: Otozenie U rozmaito±i Mnrozmaito±i¡ gªadk¡, z brzegiem, wymiaru 2n + 1. Stosujemy do U i pola W na U Lemat(2.31). Pole W jest skierowane �na zewn¡trz� U w punktah �U , bo grad(h2) jest skierowanyna zewn¡trz, a eV jest styzne do �U (¢wizenie). ZatemXW (x)=0 indxW = degG(U);nie zale»y od V .Zauwa»my w ko«u, »e wszystkie zera W le»¡ w Mn, gdzie V =W oraz indxV = indxW .Faktyznie, je±li v1; : : : ; vn�1 2 Tx0Mn, gdzie x0 2 Sn�1(x) (maªa sfera wokóª x w Mn)daje reper zgodny z orientaj¡ Sn�1(x) indukowan¡ orientaj¡ Mn (dokªadniej orientaj�akuli o ±rodku x, której brzegiem jest Sn�1), oraz vn; : : : ; v2n 2 Tx0R2n+1 s¡ prostopadªe doTx0Mn, to D�S2n(vj) = vja dla a > 0 oraz dla j = n : : : ; 2n (� zde�niowane w de�nijiindeksu). Zatem dodanie reperu vn; : : : ; v2n do v1; : : : ; vn�1 i obrazu D�(vn); : : : ;D�(v2n) doD�(v1); : : : ;D�(vn�1) nie zmienia znaku Jakobianu.Zatem PV (x)=0 indxV nie zale»y od pola V . Dla doko«zenia dowodu wystarzy, wi� poda¢przykªad pola V takiego, »e XV (x)=0 indxV = �(Mn):Takie pole mo»na ªatwo znale¹¢ jako pole gradientowe, patrz np.Milnor �Teoria Morse'a�.26



Wykªad 3Twierdzenie Siegela. Zbioryminimalne potoków na powierzhniahTak jak obieaªem na poprzednim wykªadzie udowodni�Twierdzenie 3.1. Siegel, 1945 Dla pola V klasy C1 na torusie T2, bez zer i bez trajektoriizamkni�tyh, istnieje globalne i�ie transwersalne (to znazy istnieje gªadka krzywa Jordana taka, »e8x 2 T2 9 t1; t2 > 0 � t1(x); ��t2(x) 2  oraz 8x 2  wektor V (x) =2 Tx ).Podobne twierdzenie prawdziwe jest dla pola V na butele Kleina. Poniewa» z jego tezywynika, »e potok jest po ewentualnej zmianie zasu, zawieszeniem dyfeomor�zmu okr�guzmieniaj¡ego orientaj�, zatem maj¡ego punkt staªy, uzyskamy wbrew zaªo»eniu, »e istniejetrajektori¡ zamkni�ta. Mo»emy zatem to twierdzenie sformuªowa¢ nast�puj¡o:Twierdzenie 3.2. Dla potoku pola wektorowego V klasy C1 bez zer, na butele Kleina K ,istnieje trajektoria okresowa.Potoki na torusie: sklejamy linie f y = 0g i f y = 1g uto»samiaj�a na pªaszzy¹nie (x; y)z (x; y+ n), oraz linie fx = 0g i fx = 1g uto»samiaj�a (x; y) z (x+ n; y), n lizba aªkowita.Przerywane linie daj¡ krzyw¡ Jordana  transwersaln¡ do pola. Jednak »aden punkt x 2 nie wraa do , ani dla t < 0, ani t > 0.Przykªad 3.3. (rysunek 3.1) V (x; y) = (os(2�y); sin(2�y))Przykªad 3.4. (rysunek 3.2) V (x; y) = (os(2�y);� sin2(�y))Przykªad 3.5. Potok na butele Kleina: sklejamy f y = 0g i f y = 1g ze zmienion¡ orien-taj¡ (x; 0) � (�x; 1). V (x; y) = (os(�y); sin2(�y))27
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ππV(x,y)=(cos   y, sin   y)Rysunek 3.3:Lemat 3.6. Je±li M jest 2-wymiarow¡ gªadk¡ rozmaito±i¡ (powierzhni¡) riemannowsk¡ iV jest polem wektorowym klasy C1 na M z nieokresowym punktem rekurenyjnym wprzod (toznazy x 2 !(x)), to istnieje na M gªadka krzywa Jordana  transwersalna do V taka, »ezbiór punktów nale»�ayh do , które wraaj¡ do  w zasie dodatnim jest niepusty, wreszietaka, »e 8x 2  ℄(V (x); Tx) < �dla dowolnego ustalonego wze±niej �.Dowód. Nieh t1; t2; : : : ! 1 b�dzie i¡giem najbli»szyh powrotów z jednej strony x doi�ia transwersalnego L 3 x, to znazy na L � tn(x) le»y mi�dzy x a � tn�1(x), a »adne � t(x),0 < t < tn nie le»y na L mi�dzy x a � tn�1(x). Zaªo»my, »e z tej strony � tn(x)! x (to znazyi¡g tn jest nieskonnzony). Parametryzuj¡ L przez L(s), L(s0) = x rozwa»my wektoryD� t(�L�s (s0)). Je±li istnieje i¡g tnj taki, »e przy sn takih, »e L(sn) = � tn(x), orientajapary Pnj = �D� tnj ��L�s (s0)� ; V (� tnj (x))�28
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Rysunek 3.4:jest taka sama jak orientaja paryQnj = ��L�s (snj ); V (� tnj (x))�patrz rys. 3.5, to bierzemy  jak na rysunku 3.6 poni»ej. Bierzemy j dostateznie du»e, »eby
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Rysunek 3.5:℄(V; T) < �.Je±li dla wszystkih du»yh n orientaje Pn s¡ inne ni» Qn, to dla kolejnyh n, n+1 orientajePn i Pn+1 s¡ takie same, � tn(x) jest dowolnie blisko � tn+1(x) i konstrukja  jest taka sama((� tn(x), � tn+1(x)) zamiast (x, � tn(x)).Poniewa» x jest rekurenyjny w przód, � t(x) te» jest rekurenjny w przód. Zatem punkty 2 , y = � tn+�(x) wraa do .Wniosek 3.7. Je±li V jest polem wektorowym klasy C1 bez zer na T2 lub K to istnieje gªadkakrzywa Jordana  transwersalna do V .Uwaga 3.8. Mo»emy strai¢ wlasno±¢ istnienia punktu x 2 , który wraa do . Patrzprzykªady 1,2,3. 29
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Rysunek 3.6:Dowód. wniosku. Je±li istnieje nieokresowy punkt rekurenyjny to za  bierzemy krzyw¡ zLematu (3.6). Je±li nie istnieje, to w przypadku T2 bierzemy pole V ? (prostopadªe do V ,na przykªad takie, »e (V , V ?) jest zgodne z orientaj¡ torusa T2). Je»eli istnieje trajektoriaokresowa  dla V ? to bierzemy j¡ jako szukan¡ krzyw¡ Jordana. Je»eli nie to dowolny punktzbioru minimalnego dla V ? jest rekurenyjny w przod dla V ?. Znajdujemy w�e  dla V ? zlematu powy»ej. Je±li zaªo»ymy w nim, »e � < �=2, to  b�edzie transwersalne do V .W rzezywisto/si nie korzystali±my z wªasno±i krzywej , uzyskanej w Lemaie 3.6, »e jest transwersalna do V ?. W takiej wersji Lemat 3.6 jest ªatwiejszy; nie trzeba zajmowa¢si�e zgodno±i�a orientaji Pnj i Qnj bo mo»na dopu±i �w konstrukji krzywej  jej styzno±¢ dopola (tu pola V ?)W przypadku nieorientowalnym K post�pujemy inazej (nie mo»emy zde�niowa¢ V ?). Je±li0 oznaza trajektori� okresow¡ dla V , to dla maªego i�ia transwersalnego L 3 x0, x0 20, rozwa»amy f przeksztaªenie pierwszego powrotu L 3 x 7! � t(x)(x) 2 L (inna nazwaprzeksztaªenie Poinaré'go). Je±li f (je±li U po pogrubieniu 0 jest zwykª¡ wst¡»k¡) lub f2(w przypadku wst�gi Möbiusa) jest ró»ne od identyzno±i, to tak jak w lemaie (3.6), bior¡trajektori� � t(x), której zbiór !- lub �-granizny jest trajektori¡ okresow¡ w U , konstruujemy»¡dan¡ krzyw¡ . Je±li f2 = id dla ka»dej trajektorii okresowej, to K jest sum¡ trajektoriiokresowyh. Teraz nale»y pokaza¢, »e potok jest zawieszeniem symetrii S1 (w odpowiednihwspóªrz�dnyh i po ewentualnej zmianie zasu). Pozostawiam to zytelnikowi.Udowodnimy teraz jeszze jeden ogólny lemat, po»ytezny nie tylko w dowodzie Tw. 3.1i Tw. (3.2).Lemat 3.9. Nieh V b�dzie polem klasy C1 na powierzhni zwartej riemannowskiej. NiehL b�dzie i�iem transwersalnym (otwartym ªukiem lub krzyw¡ Jordana). Nieh L0 b�dziezbiorem punktów w L, które wraaj¡ do L, to znazyL0 = �x 2 L j 9 t > 0 � t(x) 2 L	30



Nieh L00 b�dzie L0 bez o najmniej dwóh punktów, któryh trajektorie przed powrotem doL przeinaj¡ ko«e L0. Wtedy L00 jest sum¡ ªuków, któryh ka»dy konie p albo ma !(p)skªadaj¡y si� tylko z punktów staªyh, albo p jest jednym z konnów L, albo wraa do konnówL dla t > 0.Dowód. Zaªo»my, »e y 2 !(p) i V (y) 6= 0. Nieh L1 b�dzie skªadow¡ L00, której jednymko«em jest p. Wybierzmy dwa ró»ne punkty z1, z2 2 L1 (kolejno±¢ w L1: z1 < z2 < p). Zbiórtrajektorii � t(z), 0 6 t 6 t(z), dla z 2 L1 mi�dzy z1 a z2, gdzie t(z) to zas pierwszego powrotudo L jest topologiznym dyskiem. Mo»emy go nazwa¢ �prostok¡tem� K w nast�puj¡ymsensie:De�nija 3.10. Prostok¡t to topologizny dysk, którego brzeg skªada si� z kawaªków dwóhtrajektorii 1, 2 i dwóh i�¢ transwersalnyh. Szeroko±¢ prostok¡ta to in�mum dªugo±ikrzywyh ª¡z¡yh 1 i 2 wewn¡trz prostok¡ta (to wymaga ustalenia metryki Riemanna).Korzystamy z tego. »e t(z) jest funkj¡ i¡gl¡ na L1.Kontynuujemy dowód. Oznazmy szeroko±¢ K przez Æ. Nieh L3 b�dzie i�iem transwer-salnym zawieraj¡ym y3 i w0, w1, w2 2 L3 \ � t(p) po jednej stronie y, bli»ej y ni» Æ. We¹myz3 2 L3 mi�dzy z2 i p tak blisko p, »eby � t(z3) 2 L3 byªo blisko w1, zatem mi�dzy w0 i w2i »eby zas pierwszego powrotu do L, t(z3), byª wi�kszy ni» t1 (korzystamy z tego, »e � t(p),t > 0 nie przehodzi przez konne L).Mamy szeroko±¢ prostok¡ta o bokah�� t(z1) j 0 6 t 6 t(z1)	 ; �� t(z3) j 0 6 t 6 t(z3)	 ;ªuk w L mi�dzy z1 a z3, ªuk w L mi�dzy � t(z1)(z1) a � t(z3)(z3), wi�ksz¡ od szeroko±i K,zyli > Æ. Punkt � t(z3) le»y na jednej z dwóh trajektorii brzegu K1 i przehodzi przez tenpunkt i�ie transwersalne L2, które z obu stron ma punkty w0 i w2 nie nale»¡e do K1, bonale»¡e do trajektorii � t(p), która nie wraa do L, w odlegªo±i 6 Æ. Sprzezno±¢, bo w0 lubw2 2 K1, bo jego szeroko±¢ jest > Æ.
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Rysunek 3.7:Mo»emy teraz zako«zy¢ dowod tw. (3.1) i tw. (3.2)31



Dowód. We»my , krzyw¡ Jordana z lematu (3.6). Z lematu (3.9) wynika, poniewa»  nie mako«ów, »e n z 2  j 9 t(z) > 0 � t(z)(z) 2 o = Ten zbiór nie mo»e by¢ pusty, bo z lematu (3.6) istnieje punkt powrotu do . St¡d wynika(Wykªad 2), »e 8x 2M = T2 lub K 9 t > 0 � t(x) 2 zyli  jest globalnym i�iem transwersalnym.Uwaga 3.11. Badanie potoków dla C1 pól bez zer i trajektorii okresowyh na T2 udaªo si� wi�sprowadzi¢ do badania dyfeomor�zmów okr�gu. Je±li pole jest klasy C2 na T2, to dyfeomor-�zm f okr�gu (przeksztaªenie pierwszego powrotu do globalneg i�ia transwersalnego, zwanezasem przeksztaªeniem Poinare'go) jest, w przypadku niewymiernej lizby obrotu �(f),topologiznie sprz�»one z obrotem (tw. Denjoy). W przypadku wymiernej lizby obrotu maorbit� okresow¡, o najmniej jedn¡ (patrz ¢wizenia do poprzedniego wykªadu). Zatem wyj±-iowy potok, przy braku trajektorii okresowyh jest topologiznie równowa»ny obmote naT2 jako zawieszenie f .Uwaga 3.12. Dla twierdzenia (3.1) zamiast nieistnienia trajektorii okresowyh wystarzy za-ªo»enie istnienia nieokresowego punktu rekurenyjnego. A posteriori implikuje to jednaknieistnienie trajektorii okresowyh. Gdyby bowiem byªa trajektoria okresowa, to przeksz-taªenie Poinare'go miaªoby wymiern¡ lizb� obrotu i poza punktami okresowymi nie byªobypunktów rekurenyjnyh (¢wizenie).Uwaga 3.13. Mo»na poda¢ dowód tw. (3.1) bez u»ywania lematu (3.9) (taki dowód podaªSiegel). Opieramy si� na wniosku (3.7). Zauwa»my, »e krzywa  nie jest brzegiem topologz-iznego dysku w T2. W przeiwnym razie w tym dysku byªoby zero pola V . Nale»y terazzauwa»y¢, »e T2 n  jest dyfeomor�zne z walem S1 � (a; b) = A (to zostawiam jako niezbytªatwe ¢wizenie). A mo»na zanurzy¢ w sferze, a pole mo»na gªadko rozszerzy¢ do otozeniaA. Zatem z twierdzenia Poinare'go-Bendixsona je±li x 2  nie wraa do , to !(x) � A jestorbit¡ okresow¡, wbrew zaªo»eniu, »e taka orbita nie istnieje. Zatem wszystkie punkty z wraaj¡ do  i mo»emy doko«zy¢ dowód tw. (3.1) jak poprzednio.Uwaga 3.14. Uzyskali±my �po drodze� peªn¡ klasy�kaj� potoków na T2 dla pól C1 bez zer.Albo s¡ to zawieszenia dyfeomor�zmów okr�gu zahowuj¡e orientaj�, albo, w przypadkunieistnienia globalnego i�ia transwersalnego T2 jest wypeªniony trajektoriami okresowymi,a wale mi�dzy nimi maj¡ obrazy fazowe jak w przykªadah (3.3)-(3.4).Ta teoria w wymiarze 3 prowadzi do sªynnegoTwierdzenie 3.15. Nowikowa.Foliaja klasy C2 na sferze S3, kowymiaru 1, ma li±¢ zwarty.De�nija 3.16. Rozbiie rozmaito±i Mm na immersyjne podrozmaito±i l wymiaru m� knazywa si� Cr-foliaj¡ kowymiaru k je±li 8x 2 Mm istnieje mapa klasy Cr � : U ! Rm ,x 2 U taka, »e ka»da skªadowa l\U jest przeprowadzona na pewn¡ podprzestrze« fxm�k+1 =onst; : : : ; xm = onstg.Powstaj¡ tak zwane foliaje Reeba w peªnyh torusah. S3 mo»e by¢ przedstawiona jakosklejka tak sfoliowanyh torusów.� z1; z2 2 C 2 j jz1j2 + jz2j2 = 1; jz1j2 6 12� i � z1; z2 2 C 2 j jz1j2 + jz2j2 = 1; jz2j2 6 12�32



Rysunek 3.8:Twierdzenie 3.17. Arthur Shwartz, 1963Je±li M jest gªagk¡, spójn¡ powierzhni¡ (niekonieznie zwart¡), V polem klasy C1 na M i Azwartym zbiorem minimalnym, to A jest albo punktem staªym potoku � t ( _� t = V ) alboorbit¡ okresow¡, albo A =M .Uwaga 3.18. Je±li A = M , to M jest zwarta i, poniewa» A jest minimalne, nie ma punktówstaªyh, V nie ma zer, zatem M = T2. Nie mo»e by¢ M = K , bo byªaby orbita zamkni�ta,o znowu przezy minimalno±i A. Potok jest wi� �obmotk¡� na M = T2 z tw. (3.1) i tw.Denjoy.Dowód. (twierdzenia (3.17))Poka»emy, »e zaªo»enie, »eA 6=M , nie jest trajektori¡ okresow¡, ani punktem staªym prowadzido sprzezno±i.Zauwa»my, »e A jest brzegowy. Je±li bowiem zawieraªby zbiór otwarty U , to8x 2 A9 t � t(x) 2 U bo � t(x) jest g�sty w AZatem otwarty zbiór ��t(U) � A zawieraªby x i A byªby otwarty. Poniewa» jest te»domkni�ty, ze spójno±i M byªoby A =M , sprzezno±¢.Poniewa» A jest brzegowy, istnieje gªadkie i�ie transwersalne L o konnah poza A. Oz-nazmy K = L \ A. K jest zwarty i niezmiennizy dla przeksztaªenia pierwszego powrotuf (to znazy f(K) = K = f�1(K)), które jest okre±lone na otozeniu K. f jest klasy C2.Poniewa» f nie ma punktów okresowyh w K z minimalno±i A, K jest w sobie g�sty (Kjako zbiór zwarty jest wi� homeomor�zne ze zbiorem Cantora). W dziedzinie okre±lono±if mo»na wzi¡¢ U , otozenie K w L, b�d¡e sko«zaon¡ sum¡ otwartyh ªuków. Na ka»dym znih f jest ±i±le monotonizne, dokªadniej: jest dyfeomor�zmem klasy C2 na obraz. Mo»emyprzyj¡¢, »e L to odinek, np. L = (0; 1). Mo»emy ustali¢ � > 0 i zde�niowa¢U = f x 2 L j dist(x;K) < �g(� tak maªe, »eby U byªo w dziedzinie f). LnK jest sum¡ i¡gu odinków (ai; bi), gdzie ai; bi 2K [ f0; 1g. Nazwijmy ai lub bi �dobrym� je±li jai � bij < �. Oznazmy zbiór dobryh ai; biprzez D, a zbiór wszystkih ai; bi, opróz f0; 1g przez D0. Mamy f(D0) = D0. Zbiór D0nD jestsko«zony. We»my dowolne ai = ai0 . Wtedy istnieje N takie, »e 8n > N fn(ai0) = ain 2 D.Zatem jain � bin j < �, wi� f jest zde�niowane na wszystkih odinkah [ain ; bin ℄; zawarte s¡one w U , f([ain ; bin ℄) = [ain+1 ; bin+1 ℄ i nie przybli»aj¡ si� do brzegu, U bo ih ko«e s¡ zawartew K. Odinki te s¡ parami rozª¡zne, w przeiwnym razie 9 k; n fk([ain ; bin ℄) = [ain+k ; bin+k ℄,ain byªby okresowy (okresu k lub 2k).�uk (odinek) o powy»szyh wªasno±iah (rozªazno±¢ obrazów i zawieranie si� w dziedzinief) nazywamy bªadz¡ym. Formalnie mo»na wprowadzi¢ nast�puj¡¡ de�nij�De�nija 3.19. Je±li f : U ! X jest przeksztaªeniem podzbioru U � X wX, to zbiór B � Unazywamy bªadz¡ym, je±li 8n > 0 fn(B) � U i 8n1; n2; n1 6= n2 fn1(B) \ fn2(B) = ;.33



(W tej de�niji nie trzeba nawet zakªada¢ i¡gªo±i f .)Dalej dowód twierdzenia (3.17) wynika z nast�puj¡egoTwierdzenie 3.20. A. ShwartzJe±li f : U ! [0; 1℄ jest klasy C1 i log(jf 0j) jest funkj¡ Lipshitzowsk¡, na otwartym podzbiorzeU odinka [0; 1℄ b�d¡ym sum¡ rozª¡znej rodziny odinków otwartyh (to znazy bez ko«ów),lub U � S1 i f : U ! S1, gdzie U = S1, lub jest sum¡ rozª¡znej rodziny ªuków (bez ko«ów) (wszzególno±i f jest dyfeomor�zmem na obraz na ka»dej skªadowej U), je±li J jest otwartymodinkiem bª¡dz¡ym w U , je±li ponadto suma Sk>0 fk(J) jest zawarta w pewnym zbiorzezwartym W , zawartym w U , to J mo»na rozszerzy¢ do odinka otwartego J 0 zawieraj¡egodomkni�ie J , takiego, »e 8 k fk(J 0) � U oraz dªugo±i fk(J 0) zbiegaj¡ do 0 (o wi�ej szeregtyh dªugo±i jest zbie»ny).Dowód. Oznazmy przez L staªa Lipshitza log(jf 0j) na U , przez �0 = dist(W;�U) > 0.Poka»emy, »e 9 �1 > 0 takie, »e 8n > 0 fn(J �1) � (fn(J))�0 ;gdzie dla dowolnego odinka (a; b) = P i � > 0P � := f x 2 [0; 1℄ j a� (b� a)� < x < b+ (b� a)�g :W szzególno±i wszystkie fn(J �1) s¡ zawarte w dziedzinie f .Faktyznie, przypu±¢my, »e N jest pierwsz¡ lizb¡ naturaln¡, tak¡, »e fN(J �1) * (fn(J))�0 .Poka»emy, »e je±li �1 byªo ustalone dostateznie maªe, otrzymamy sprzezno±¢.Mo»emy, oznazaj¡ przez jP j dªugo±¢ odinka P , dla lewej i prawej skªadowej J �1 nJ , ozna-zonyh odpowiednio JL; JPfN(JL)jJLj = (fN )0(xL) fN (JP )jJP j = (fN )0(xP ) ifN (J)jJ j = (fN )0(z) dla pewnyh xL 2 JL; xP 2 JP ; z 2 JKorzystaj¡ z tego, »e f j(J �1) � (f j(J))�0 � U dla wszystkih 0 6 j < N , mo»emy oszaowa¢log� j(fN )0(xL)j(fN )0(z) � = N�1Xj=0 log(jf 0(f j(xl))j � jf 0(f j(z))j) 6N�1Xj=0 Ljf j(xL)� f j(z)j 6 LN�1Xj=0 (1 + 2�0) ��f j(J)�� 6 L(1 + 2�0) (3.1)bo odinki f j(J) s¡ z zaªo»enia rozª¡zne, suma ih dªugo±i nie przekraza wi� lizby 1.Z drugiej strony, je±li na przykªad fN (JL) * (fN (J))�0 , tofN(JL)fN (J) > �0; , a jJLjjJ j = �1;zatem fN(JL)fN (J) Æ jJLjjJ j = (fN )0(xL)(fN )0(z) > �0�1o przy �1 dostateznie maªym daje sprzezno±¢ z (3.1).34



Wreszie P1n=0 6 1, z rozª¡zno±i, zatem1Xn=0 jfn(J �1)j < (1 + 2�0); wi�jfn(J �1)j ! 0:Uwaga 3.21. Po drodze udowodnili±my, nie tylko, »e wszystkie odinki fn(J �1) s¡ zawarte wU , ale tak»e, »e 8x; y 2 J �1 8n > 0(fn)0(x)(fn)0(y) 6 eL(1+2�0)inazej, dla ka»dyh odinków P1; P2 � J �1fn(P1)jP1j Æfn(P2)jP2j 6 eL(1+2�0):Supremum wyra»e« z lewej strony nazywa si� dystorsj¡ fn. Okazaªo si� wi�, »e 8n dystorsjafn jest ogranizona przez staª¡ niezale»n¡ od n.Mo»emy teraz doko«zy¢ dowód twierdzenia (3.17).Zmniejszaj¡, je±li trzeba, U mo»emy zaªo»y¢, »e jf 0j jest na U oddzielone od 0, zatem log(jf 0j)jest funkj¡ Lipshitzowsk¡. Dla J = (aiN ; biN ) speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia (3.20).Rozwa»my odinek J 0, o którym mowa w tezie tw.(3.20). Mamy J 0 \ K 6= ;. Poniewa» Kjest minimalny dla f , istnieje z 2 J 0 \K i n > 0 takie, »e fn(z) 2 J 0, zatem fn(J 0) \ J 0 6= ;.Wtedy i¡g fkn jest monotonizny, bo wszystkie te punkty nale»¡ do skªadowej U zawierajj¡ejspójny zbiór S1k=0 fkn(J 0). Zatem fkn(z) ! z0, gdzie z0 2 K jest punktem okresu n. Mamysprzezno±¢, bo f nie ma w K punktów okresowyh.Uwaga 3.22. Z twierdzenia (3.17) wynika twierdzenie Denjoy (patrz zadania do wykªadu 2),mówi¡e, »e dla dyfeomor�zmu okr�gu, stopnia 1, f : S1 ! S1, z niewymiern¡ lizb¡ obrotu,nie ma ªuków bª¡dz¡yh. W twierdzeniu Denjoy zakªada si�, »e wariaja funkji log(jf 0j) jestogranizona.�eby skorzysta¢ z twierdzenia (3.17) trzeba zaªo»y¢ wi�ej: Lipshitzowsko±¢ log(jf 0j). To jestena za to, »e nie korzystali±my z kombinatoryki, mianowiie kolejno±i punktów trajektoriiw okr�gu.�wizenie 3.23. Korzystaj¡ z twierdzenia Shwartza (3.20), pokaza¢, »e dla dowolnego przek-sztaªenia f klasy C2 odinka [0; 1℄ w siebie je±li J jest otwartym odinkiem bª¡dz¡ym, nieprzyi¡ganym do trajektorii okresowej, to !(J) zawiera punkt x, gdzie f 0(x) = 0.Uwaga 3.24. Prawdziwe jest nast�puj¡eTwierdzenie 3.25. Je±li f jest klasy C2 odinka [0; 1℄ lub okr�gu S1 w siebie i punkty krytyznef (to znazy takie, »e f 0() = 0) nie s¡ pªaskie (to znazy 9 a > 09� > 2 jf(x) � f()j >ajx�j�), to nie istniej¡ odinki (ªuki) bª¡dz¡e, opróz by¢ mo»e przyi¡ganyh do trajektoriiokresowyh.Patrz: de Melo, van Strien �One-Dimensional Dynamis�.
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Wykªad 4Tw. Grobmana-Hartmana, 1Zajmiemy si� badaniem potoku pola wektorowego w pobli»u zera V (x) = 0 lub kaskady wpobli»u punktu staªego f(x) = x.De�nija 4.1. 1. Dla V styznego pola wektorowego klasy C1 na sko«zenie-wymiarowejrozmaito±i Mm, (w szzególno±i Rm) punkt x 2Mm, w którym V (x) = 0 nazywa si�punktem staªym (potoku) hiperboliznym je±li warto±i wªasne operatora ró»nizkiDV (x) maj¡ niezerowe z�±i rzezywiste.2. Dla dyfeomor�zmu f(x) = x zde�niowanego na otozeniu punktu x, który jest punktemstaªym, x nazywa si� punktem staªym hiperboliznym je±li warto±i wªasne operatoraDf(x) maj¡ moduªy 6= 1.W przypadku x 2 B dla przestrzeni Banaha B hiperbolizno±¢ oznazaspe(Df(x)) \ S1 = ;;gdzie spe oznaza widmo, to znazy � 2 spe(Df(x)) je±li �I �Df(x) nie jest operatoremodwraalnym. Dla pola V te» nale»y wtedy mówi¢ o widmie DV (x) zamiast o warto±iahwªasnyh.(Ozywi±ie warto±i wªasne nale»¡ do widma, ale mog¡ by¢ elementy widma nie b�d¡awarto±iami wªasnymi).Ogólnie, operator liniowy L : B ! B nazywa si�e hiperbolizny, je±li spe(L) \ S1 = ;�wizenie 4.2. Zero pola klasy C1 jest punktem hiperboliznym wtedy i tylko wtedy, gdy jestpunktem hiperboliznym dla dyfeomor�zmu � t, 8 t 6= 0.Wskazówka: D� t jest opisane przez równanie ró»nizkowe w wariajah. W x, zerze pola,D�t(x) = etDV (x). Patrz wykªady z Rowna« Ró»nizkowyh Zwyzajnyh.Twierdzenie 4.3. 1. Dla pola wektorowego VZaªó»my, »e 0 2 Rm jest punktem staªym hiperboliznym. Wtedy potoki � t(y) dla V (y)i  t(y) = etDV (0)y dla liniowego pola DV (0)y s¡ topologiznie sprz�»one w otozeniahx i 0 2 TxB, to znazy istniej¡ otozenia U 3 x i V 3 0 i homeomor�zm H : U ! Vtaki, »e 8 t; y je±li y; � t(y) 2 U toH Æ � t(y) =  t ÆH(y)37



2. Dla dyfeomor�zmu fZaªó»my, »e x jest punktem staªym hiperboliznym. Wtedy f i przeksztaªenie linioweDf(x) s¡ topologiznie sprz�»one w otozeniah x i 0 2 TxB, to znazy istniej¡ H : U !V jak wy»ej takie, »e H Æ f(y) = Df(x) ÆH(y);je±li y, f(y) 2 ULemat 4.4. Je±li L jest operatorem liniowym,i¡gªym hiperboliznym na przestrzeni BanahaB to istnieje rozkªad B na sum� prost¡ dwóh domkni�tyh podprzestrzeniB = Es �Eu; Es \Eu = ;niezmiennizyh dla L, takih, »e je±lispe(L) = spes(L) [ speu(L);gdzie spes(L) = f � 2 spe(L) j j�j < 1gspeu(L) = f � 2 spe(L) j j�j > 1gto spe(LjEs) = spes(L) , spe(LjEu) = speu(L)Dowód. Omijam. W przypadku B sko«zenie wymiarowej mo»na zde�niowa¢ Es i Eu zapomo¡ bazy zwi¡zanej z postai¡ Jordana operatora L.De�nija 4.5. Promie« spektralny operatora L de�niuje si� jakokLkspe := lim supn!1 npkLnkLemat 4.6. sup�2spe(L) = kLkspeDowód. Patrz np. A. Alexiewiz �Analiza funkjonalna� str. 366.Lemat 4.7. Dla ka»dego � > 0 istnieje norma k � k� równowa»na wyj±iowej normie naprzestrzeni Banaha B, taka, »e dla zwi¡zanej z ni¡ normy operatora L, (kLk� = supkvk� kLvk�))mamy kLk� 6 kLkspe + �Dowód. Dla dowolnego kLk < � < 1 zde�niujmy dla � = � � kLk�8 v 2 B n f0g kvk� := 1Xn=0 ��nkLn(v)kMamy kLvk� = 1Xn=0 ��nkLn+1(v)k 6 � 1Xn=0 ��(n+1)kLn+1(v)k 6 �kvk�Udowodni� teraz twierdzenie, z którego tw. G-H ªatwo wyniknie38



Twierdzenie 4.8. Zaªó»my, »e L : B ! B jest operatorem i¡gªym, liniowym hiperboliznym.Wtedy istnieje �0 > 0 takie, »e je±li f , g : B ! B to funkje i¡gªe, ogranizone i Lipshit-zowskie, ze staª¡ Lipshitza Lip(f), Lip(g) < �0, f(0) = g(0) = 0, to istnieje dokªadnie jednai¡gªa funkja ogranizona h : B ! B, h(0) = 0 taka, »e(I + h) Æ (L+ f) = (L+ g) Æ (I + h); I = identyzno±¢ (4.1)I + h jest homeomor�zmem.Dowód. Rozªó»my B na E1�E2 (lemat (4.4)) i w nih L = L1+L2, f = f1+ f2 g = g1+ g2.(To znazy Li = Pi Æ L, gdzie Pi to rzutowanie na Ei, to znazy dla v = v1 + v2, v1 2 E1,v2 2 E2, P1v = v1, P2v = v2. Ci¡gªo±¢ Pi wynika z domkni�to±i Ei). Je»eli h zapiszemyjako h1 + h2, hi : B ! Ei to równanie (4.1) zapisuje si� jako para równa«Li + fi + hi Æ (L+ f) = Li + Li Æ hi + gi Æ (I + h); i = 1; 2lub h1 = L̂1(h1 + L̂1�1 Æ g1 Æ (I + h)� L̂1�1 Æ f1)(L+ f)�1 (4.2)h2 = L̂2�1(f2 + h2 Æ (L+ f)� g2 Æ (I + h));gdzie L̂i = LijEi = LjEi . (W pierwszym równaniu wylizyli±my h1 z lewej strony, w drugimh2 z prawej.)�wizenie 4.9. Pokaza¢, »e (L+ f)�1 istnieje je±li Lip(f) < kL�1k�1Okazuje si�, »e przeksztaªenie L(h) = �h = ( �h1; �h2);zadane wzorem zwi¡zanym z (4.2):�h1 = L̂1(h1 + L̂1�1 Æ g1 Æ (I + h)� L̂1�1 Æ f1)(L+ f)�1�h2 = L̂2�1(f2 + h2 Æ (L+ f)� g2 Æ (I + h));L przeksztaªa przestrze« C funkji ogranizonyh, z norm¡ sup k � k, h : B ! B, h(0) = 0w siebie i jest kontrakj¡. Nale»y tu rozpatrywa¢ norm� kvk0 na B b�d¡¡ maksimum normkP1(v)k� i kP2(v)k� odpowiednio na E1 i E2 dla operatorów L̂1; L̂�12 (lemat (4.7)).Faktyznie, dla h, k 2 C mamy supv2B  �h1(v) � �k1(v)0 6kL̂1k0 � (supv2B kh1(v)� k1(v)k0 + kL̂1�1k0 � Lip(g1) � supv2B kh(v) � k(v)k);o daje Lipshitzowsko±¢ P1L ze staª¡ kL̂1k0 + Lip(g1), zatem kontrakj�, o ile Lip(g1) <1� kL̂1k0.Rahunek dla ĥ2 � k̂2 przeprowadza si� podobnie, uzyskuj¡ Lipshitzowsko±¢ P2L za staª¡kL̂2�1k0(1 + Lip(g2)), o daje kontrakj�, o ile kL̂2�1k0(1 + Lip(g2)) < 1, zyli Lip(g2) <(kL̂2�1k0)�1 � 1.L = ( �h1; �h2) to funkja ogranizona, bo h1, g1, f1 z prawej strony wzoru na �h1 s¡ ogranizonei h2, g2, f2, z prawej strony wzoru na �h2 s¡ ogranizone.Zatem z twierdzenia Banaha o punkie staªym, dla L : C ! C istnieje dokªadnie jeden punkt39



staªy, tzn. h speªniaj¡e równanie (4.2), zatem (4.1).Oznazmy skonstruowane dla f i g przeksztaªenie h przez hf;g. Podobnie znajdziemy hg;f .Mamy wi� (I + hg;f ) Æ (I + hf;g) = I + ĥI + ĥ speªania równanie (4.1) dla L+ f i jeszze raz L+ f . Ale wtedy (4.1) jest speªnione te»przez hf;f = 0. Zatem z jednoznazno±i ĥ = hf;f = 0 wi�(I + hg;f ) Æ (I + hf;g) = I(I + hf;g) Æ (I + hg;f ) = I;zatem I + hf;g to homeomor�zm B na B.
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Wykªad 5Twierdzenie Grobmana-Hartmana,doko«zenie.Dowód. (Tw. Grobmana-Hartmana dla dyfeomor�zmu)Mo»na zaªo»y¢ (przez wzi�ie odpowiedniej mapy), »e f przeksztaªa otozenie 0 w otozenie0 2 Rm .Nieh � : R+ ! [0; 1℄ taka gªadka funkja, »e�(t) = � 1 dla 0 6 t < 120 dla t > 1����d�dt ���� < 3Zde�niujmy ~f : B ! B wzorem~f(z) = Df(0)z + ��kzkr ��(z);gdzie � := f �Df(0).Oznazmy ~�(z) = ��kzkr ��(z).Dla kzk > r mamy ~�(z) = 0. Je±li norma k�k : x! kzk jest funkj¡ ró»nizkowaln¡, to mo»nanapisa¢, zakªadaj¡, »e kzk 6 r i zauwa»aj¡, »e dla �(z) := kzk zahodzi kD�k 6 1,kD ~�(z)k = D���kzkr � � �(z)� 6k31r�(z)k + ������kzkr ����� � kD�(z)k:Poniewa» D�(0) = 0 mamy k�(z)k = o(kzk).Szaujemy wi� dalej 6 o(r)r +O(r)! 0; gdy r ! 0; jednostajnie8 z:Przyjmuj¡ w de�niji r odpowiednio maªe uzyskujemy kD ~�k 6 � dla � z twierdzenia (4.8) zwykªadu (4). Zatem ~� jest Lipshitzowskie, Lip( ~�) < �.Mo»e si� zdarzy¢, »e norma kzk nie jest funkj¡ ró»nizkowaln¡, np. kzk = jxj + jyj dlaz = (x; y) 2 R2 . Wtedy w powy»szym rahunku zast�pujemy kD(�)k przez Lip, korzystaj¡ zfaktu, »e Lip(h1 � h2) 6 (Lip(h1)) sup kh2k+ (Lip(h2)) sup kh1k41



Dowód. (faktu) k(h1 � h2)(z)� (h1 � h2)(w)kkz � wk 6kh1(z)k � kh2(z)� h2(w)kkz � wk + kh2(z)k � kh1(z) � h1(w)kkz � wk 6(Lip(h2))(sup kh1k)) + (Lip(h1))(sup kh2k))Z tw. (4.8) z wykªadu (4) wynika wi� istnienie homeomor�zmu H : B ! BH Æ ~f = D ~f(0) ÆH; H(0) = 0:Ale blisko 0 f = ~f , wi� H Æ f = Df(0) ÆHDowód. (Tw. Grobmana-Hartmana dla potoku � t)Najpierw trzeba udowodni¢ wersj� twierdzenia (4.8) dla potokuLemat 5.1. Je±li � t jest potokiem rozwi¡zuj¡ym równanie ró»nizkowed� tdt = V (� t(x))w przestrzeni Banaha B i V (x) = Ax+ F (x), gdzie A to operator liniowy, i¡gªy z widmemrozª¡znym z osi¡ urojon¡. Wtedy istnieje � > 0 takie, »e je±li sup kDFk < � i F jestto»samo±iowo równe 0 poza pewnym otozeniem 0 2 B to istnieje homeomor�zm h taki, »edla potoku  t(x) = etAx mamy dla ka»dego tH Æ � t =  t ÆH:Dowód. Ustalmy dowolnie t = t0 > 0. Zauwa»my, »e � t0(x)� t0(x) jest funkj¡ ogranizon¡.Wynika to st¡d, »e je±li kxk jest odpowiednio du»a, to  t(x) = eAt(x) dla 0 6 t 6 t0 mate» du»¡ norm� (wi�ksz¡ lub równ¡ ke�tAk�1 � kxk) zatem dla wszystkih punktów y = eAtx,0 6 t 6 t0 mamy pola Ay i Ay + F (y) takie same, wi� � t(x) =  t(x).Sprawd¹my teraz warunek Lipshitza i oszaujmy Lip(� t0 �  t0), »eby mó zastosowa¢ tw.(4.8). Mamy �t0(x; y) := k(� t0(x)�  t0(x))� (� t0(y)�  t0(y))k 6kZ t00 (V (� t(x)) �A t(x))� (V (� t(y))�A t(y))dtk =kZ t00 �(V (� t(x))�A� t(x))+(A� t(x)�A t(x))���(V (� t(y))�A� t(y)+(A� t(y)�A t(y)))�dtk 6Z t00 kF (� t(x))� F (� t(y))kdt + Z t00 kAk � k(� t(x)�  t(x)) � (� t(y)�  t(y))k 6t0 � Lip(F ) � sup0<t6t0 k� t(x)� � t(y)k+ Z t00 kAk�t(x; y)dt42



Zauwa»my, »e k� t(x)� � t(y)k 6 kx� yk+ Z t00 Lip(V ) � k� s(x)� � s(y)kdswi� z nierówno±i Gronwalla (wykªady z Równa« Ró»nizkowyh Zwyzajnyh)k� t(x)� � t(y)k 6 kx� yket�Lip(V ):Zatem �t0(x; y) 6 (t0 � Lip(F ) � et0�Lip(V ) � kx� yk) + Z t00 kAk�t(x; y)dtZnowu z nierówno±i Gronwalla�t0(x; y) 6 t0 � Lip(F ) � et0�Lip(V ) � kx� yk � et0kAk:Zatem � t0 �  t0 speªnia warunek Lipshitza ze staª¡:t0 � Lip(F ) � et0 �Lip(V ) � et0kAk; (5.1)o jest dowolnie maªe je±li Lip(F ) 6 kDFk jest dostateznie maªe.Mamy teraz dwie drogi doko«zenia dowodu:Dowód. (droga 1)Przypomnijmy z dowodu Twierdzenia (4.8), »e warunkiem dostateznym dla istnieniahomeomor�zmu h = ht, »eby (I + ht)� t =  t(I + ht) jest ogranizono±¢ � t �  t, gdzie t(x) = eAtx jest z�si¡ liniow¡ �t(x) w 0) orazLip(� t �  t) 6 �0(t) < min�e�tA�1 ; 1� eA1t ; 1� e�A2t�1� ;gdzie A1, A2 to obi�ia A do E1, E2. To ostatnie wynika z oszaowania przez wyra»enie w(5.1), o ile Lip(F ) 6 kDFk jest dostateznie maªe, dla ka»dego 0 < t 6 1.Ogranizono±¢ � t �  t wynika st¡d, »e daleko od 0, F � 0.Dla t = 1n mamy (I + h 1n ) Æ � 1n =  1n Æ (I + h 1n );zyli (I + h 1n ) Æ � 1n Æ (I + h 1n )�1 =  1nSkªadaj¡ te lewe i prawe strony n razy otrzymujemy(I + h 1n ) Æ � 1 Æ (I + h 1n )�1 =  1Poniewa» (I + h1) Æ � 1 Æ (I + h1)�1 =  1 otrzymujemy z jednoznazno±i dla ka»dego nh 1n = h1:Podobnie jak wy»ej(I + h 1n ) Æ � kn Æ (I + h 1n )�1 =  kn 8 0 6 k 6 n; k 2 N:Poniewa» � kn	 jest g�sty w [0; 1℄, z i¡gªo±i �,  otrzymujemy dla H = I + h1 i dla ka»dego0 6 t 6 1 H Æ � t =  t ÆH;wi�, jak wy»ej, t� sam¡ równo±¢ dla ka»dego t 2 R.43



Dowód. (droga 2)Wystarzy u»ywa¢ tylko ht0 = h dla ustalonego t0 np. t0 = 1. Z (I + h) Æ � 1 =  1 Æ (I + h)wynika bowiem dla ka»dego t �t Æ (I + h) Æ � 1 Æ � t =  �t Æ  1 Æ (I + h) Æ � t;zyli ( �t Æ (I + h) Æ � t) Æ � 1 =  1 Æ ( �t Æ (I + h) Æ � t):Odlegªo±¢  �tÆ(I+h)Æ� t od I jest ogranizona, bo daleko � t =  t. Zatem z jednoznazno±ih1 otrzymujemy dla ka»dego t  �t Æ (I + h) Æ � t = I + hLemat (5.1) zostaª wi� udowodniony (nawet dwoma sposobami).Twierdzenie Grobmana-Hartmana udowodnimy teraz zat�puj¡ pole V (z) przez~V (z) = ��kzkr � (V (z)�DV (0)z) +DV (0)zjak w wersji dla dyfeomor�zmu.(Ten dowód znowu jest poprawny o ile z 7! kzk jest gªadkie. W przeiwnym razie, ~Vmo»e nie by¢ ró»nizkowalne i trzeba zmody�kowa¢ szaowanie Lip(F ))Uwaga 5.2. Sprz�»enie H zale»y od rozszerze« ~f (dla dyfeomor�zmu) lub ~V . Dopiero przyzadanyh rozszerzeniah jest jednoznazne. T� dowolno±¢ wida¢ z ªatwego dowodu tw. G-Hje±li x jest ±iekiem, to znazy dla � 2 spe(Df(x))mamy j�j < 1 (w wersji dla dyfeomor�zmu,f(x) = x).Dla r > 0 odpowiednio maªego mamf(B(x; r)) � B(x; r) iDf(x)(B(0; r)) � B(0; r)De�niujemy H : B(x; r) n f(B(x; r))! B(0; r) nDf(x)(B(0; r)) jako dowolny homeomor�zm,taki »eby przeszªy na brzegi i na brzegu �B(x; r)Df ÆH = H Æ f(Znalezienie takiego H nie jest aªkiem trywialne).Dalej rozszerzamy H na otozenie x wzoremH(z) = Dfn(x) ÆH Æ f�n(z);gdzie n > 0 to najmniejsze n takie, »ef�n(z) 2 B(x; r) n f(B(x; r))Mo»na znale»¢ H gªadkie, tak jak f , wsz�dzie poza punktem x.Wniosek 5.3. Z tw. G-H wynika twierdzenie Hadamarda-Perrona w sªabej wersjii:zbioryW s� (x) i W u� (x) (lokalnie stabilne i niestabilne) s¡ topologiznymi rozmaito±iami (prze-j±ia pomi�dzy mapami ��1j �i s¡ homeomor�zmami44
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Rysunek 5.1:Dowód. W s(u)� (x) = H(Es(u) \B(0; �))Uwaga 5.4. Na wykªadzie (1) wspomniaªem, »e globalne rozmaito±i stabilne i niestabilnepunktów staªyh W s(u)(x) s¡ immersyjnymi obrazami Rs(u) . Rozumowanie z uwagi (1) dajedowód tego faktu.Dowód. Wyhodz¡ z homeomor�zmuH : B(0; r) nDf(B(0; r))!W sr (x) n f(W sr (x))B(0; r) nDf(B(0; r)) � Es(x) � TxMtakiego, »e dla z 2 �B(0; r) H ÆDf(z) = f ÆH(z)de�niujemy dla z 2 B(0; r), n > 0 takiego, »eDfn(z) 2 B(0; r) nDf(B(0; r))H(z) = fn ÆH ÆDf�n(z):Wyhodz¡ z odpowiedniego h na �pier±ieniu� B(0; r)nDf(B(0; r)) mo»na uzyska¢ H gªadkie(poza 0).Mo»emy jednak H zde�niowa¢ tak»e dla z 2 Es poza B(0; r) takim samym wzoremH(z) = fn ÆH ÆDf�n(z);gdzie n > 0 najmniejsze takie, »e Dfn(z) 2 B(0; r).Uwaga 5.5. Je±li � t(x) = O(x) jest orbit¡ okresow¡ hiperbolizn¡ dla potoku, to podobniedowodzimy, »eW s(u)t (� t(x)) = �� t(z)! O(x); t!1(�1)	 = [t60(t>0) � t(W s(u)� (x))dla f przeksztaªenia pierwszego powrotu do L, i�ia transwersalnego przehodz¡ego przezx jest albo immersyjnym zanurzeniem R2�S1 albo uogólnion¡ wst�g¡ Mobiusa, tzn. zawiesze-niem f : Rs ! Rs izomor�zmu zmieniaj¡ego orientaj�. W s(O(x)) nazywamy rozmaito±i¡stabiln¡ orbity okresowej O(x). Podobnie W u(O(x)) nazywamy rozmaito±i¡ niesta-biln¡ orbity O(x). 45



Je±li okresem x jest t0 > 0 to mo»na zde�niowa¢ rozmaito±¢ stabiln¡ (niestabiln¡)punktu x jako W s(x) = � z j �(� t(z); � t(x))! 0 dla t!1	Wtedy jest ona immersyjnym zanurzeniem przestrzeni euklidesowej iW s(O(x)) = [06t6t0W (� t(x)):(¢wizenie)
O(x)

W  O(x)

W  (X)u

sRysunek 5.2: rozmaito±i stabilna i niestabilnaNie zawsze daje si� znale»¢ linearyzaj� H w tw. G-H gªadk¡. Wyja±nimy to na nast�pnyhwykªadah.5.1. Uzupeªnienie Wykªadu 3: obmotka na torusie i rozbiie naprostok�aty.Wró¢my do lematu (1) z wykªadu (3). Prze±led»my jak mo»e wygl�ada¢ przeksztaªenie fpierwszego powrotu do odinka L b�d¡ego i�iem transwersalnym dla obmotki torusa.Poniewa» wszystkie trajektorie s¡ g�ste, ka»dy punkt wraa do L i jedynie w punktah, któryhtrajektorie przed powrotem do L przehodz¡ przez ko«e L zas powrotu t(z) mo»e nie by¢i¡gly. Mog¡ to by¢ albo 2 ró»ne punkty, albo jeden, je±li jego trajektoria w przód najpierwprzejdzie przez jeden konie L, potem przez drugi, a dopiero potem wrói do L. Inazejmówi¡ to si� zdarza, kiedy ko«e L le»¡ na z�±i trajektorii, która po drodze mi�dzy niminie przeina L. Przeksztaªenie pierwszego powrotuf(z) = � t(z)(z)to przeksztaªenie przekªadania odinków (tutaj 3 odinków).To jest uogólnienie obrotu na okr�gu. Je±li okr¡g rozi¡¢ robi¡ z niego odinek to obrót stajesi� przeksztaªeniem przekªadania dwóh odinków.De�nija 5.6. f : [0; 1℄ ! [0; 1℄ nazywa si� przeksztaªeniem przekªadania odinków, je±li[0; 1℄ mo»na rozªo»y¢ na sko«zon¡ sum� odinków stykaj¡yh si� brzegami [0; 1℄ = S Ij , fna ka»dym Ij jest izometri¡, obrazy f(Ij) s¡ parami rozª¡zne, opróz brzegów.Twierdzenie 5.7. Dla prawie wszystkih (w sensie miary Lebesgue'a) ukªadów lizb a1; : : : ; ak >0, Pkj=1 aj = 1, przy ustalonej permutaji, przeksztaªenie przekªadania odinków Ij o dªu-go±iah aj = jIj j, zgodne z t¡ permutaj¡, jest ergodyzne.46
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Rysunek 5.3: shemat
1

10

αRysunek 5.4: Wykres obrotu o k¡t � (przekªadanie 2 odinków)Dowód jest trudny, omijamy go. (Dowód ergodyzno±i dla obrotu na okr�gu o k¡tniewymierny byª na ¢wizeniah, tw. Weyla - von Neumanna).Dokªadniejsze ilustraje przeksztaªenia pierwszego powrotu do L dla obmotki na torusiedaje geometryznie interesuj¡e rozkªady torusa na 3 lub 2 prostok¡ty. (Na rysunkah to s¡
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(0,0)

(0,1)

(1,0)Rysunek 5.5:równolegªoboki. B�d¡ prostok¡tami, je±li L jest prostopadªe do trajektorii obmotki).
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Wykªad 6
Przykªad 6.1. Potok Cherry'ego na torusieZazynamy od pola V staªego, z niewymiernym stosunkiem wspóªrz�dnyh, zatem da-j¡ego potok � t, obmotk�. Ustalamy dowolny punkt i zmieniamy pole w jego otozeniu tak,»eby uzyska¢ nast�puj¡y obraz fazowy dla nowego pola W . We wspóªrz�dnyh x; y o osi-

S

W
q

p

A B

l

γ

1

W (q)
s

W (q)s

p

qy

ε

ε
x

Rysunek 6.1:ah równolegªyh i odpowiednio prostopadªyh do trajektorii obmotki mo»na to pole opisa¢wzorami W = (f; g); f � 1 na jyj > �f(x; y) = f0(x) ma wykresOgólnie
y

f  (x)y0

p

−1

1

q

Rysunek 6.2:f(x; y) = �(y)f0(x) + (1� �(y)) � y49



dla gªadkiej funkji �(y) = � 1 dla y = 00 dla jyj > �Podobnie g � 0 na jyj > � i ogólnie
y

ρ(y)

−ε εRysunek 6.3:g(x; y) = g0(x)�(x)dla g0(x) o wykresieMamy
y

(y)g0

−ε εRysunek 6.4:DV (q) =  �f0�x 00 �g0�y ! = � > 0 00 < 0 � ;wi� q jest ¹ródªem. DV (p) = � < 0 00 < 0 � ;wi� p jest ±iekiem.Mo»na wzi¡¢ okr¡g S1, globalne i�ie transwersalne, jak na rysunku (6.1), ((T )2 = S1 � S1)i rozpatrywa¢ przek±ztaªenie pierwszego powrotu do S1 zde�niowane na S1 n [A;B℄.Mo»na je rozszerzy¢ do przeksztaªenia �: S1 ! S1 de�niuj¡ je dla ka»dego punktu nale»¡egodo ªuku [A;B℄ jako punkt z przei�ia separatrysy niestabilnej l wyhodz¡ej z punkty q.Wtedy � jest przeksztaªeniem monotoniznym S1 w S1 maj¡ym �plateau� (to znazy staª¡warto±¢) na odinku [A;B℄.�wizenie 6.2. Jaka jest pohodna lewostronna w A i prawostronna B ?.Mo»na wzi¡¢ dwa okr�gi w T2 daleko od p, q postai S1 � fy1g, S1 � fy2g i pomi�dzy nimizast¡pi¢ W polem W� daj¡ym potok jak na rysunku: Oznazmy przeksztaªenie pierwszego50



A B

Wykres φ

Rysunek 6.5:powrotu do S1 przez ��. Mamy �� = R� Æ �;gdzie R� to obrót o k¡t �. Poniewa» � mo»e si� zmienia¢ od 0 do 1 i wtedy lizba obrotu�(f��) zmienia si� monotoniznie (f�� to podniesienie �� do R zale»ne od � w sposób i¡gªy)oraz �(f�1) = �(f�0) + 1to wszystkie lizby obrotu mog¡ by¢ przyj�te, w szzególno±i niewymierne.Je±li �(f��) jest niewymierne, to istnieje h� : S1 ! S1 funkja i¡gªa, monotonizna, taka, »eH� Æ �� = R� Æ h�:St¡d wynika w szzególno±i, »e ka»da trajektoria polaW� opróz przehodz¡yh przez [A;B℄(dla nih � byªo zde�niowane sztuznie i nie odpoiwiada trajektorii potoku wraaj¡ej do S1)jest g�sta w M = T2 n (�� t(x) j x 2 (A;B); t 2 R	 [ );gdzie  to separatrysa niestabilna z q do p (rys. (6.1)).�Rozdmuhana trajektoria� �� t(x) j x 2 (A;B); t 2 R	 jest te» g�sta w T2. Zbiór M jestquasi-minimalny.De�nija 6.3. Zwarty niezmiennizy dla potoku zbiór X nazywa si� quasi-minimalny,je±li zawiera sko«zenie wiele punktów staªyh i dla ka»dego x 2 X albo !(x) = X albo!(x) = punkt staªly.�wizenie 6.4. (Katok-Hasselblatt) Pokaza¢, »e na zwartej orientowalnej powierzhni M ,lizba brzegowyh zbiorów minimalnyh, które nie s¡ punktami staªymi lub orbitami zamkni�-tymi, dla pola klasy C1, mo»e by¢ równa g = genus(M), ale nie wi�ksza.Pokaza¢, »e dla pola klasy Cr, r > 2 lizba zbiorów quasi-minimalnyh nie b�d¡yh punktamistaªymi lub orbitami zamkni�tymi mo»e by¢ równa g, ale nie wi�ksza.Uwaga 6.5. Je±li w konstrukji pola W dla potoku Cherry'ego zast¡pi¢ funkj� f0 funkj¡ fs,gdzie fs = (1 � s)f0 + s to otrzymamy 1-parametrow¡ rodzin� pól Ws (2-parametrow¡ je±lidoda¢ parametr � zmieniaj¡y lizb� obrotu, jak poprzednio).Dla parametru s = 12 mamy topologizn¡ zmian� obrazu fazowego, tak zwan¡ bifurkaj�siodªo-w�zeª. Inny przykªad bifurkaji siodªo-w�zeª� _x = x2 + s_y = �y51
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Rysunek 6.6:
1 1 1

f  (x)
f  (x)

f    (x)1/2
1

0 Rysunek 6.7:Przykªad w wymiarze 3 8<: _x = x2 + s_y = �y_z = z
q siod³o

wêze³

s=1/2s>1/2
q  "siod³o−wêze³"Rysunek 6.8:Uwaga 6.6. W przykªadzie Cherry'ego obszar U w T2 mi�dzy dwiema separatrysami siodªaq jest kolejnym przykªadem (obok przykªadów skªadowyh R�ba z wykªadu (3)) gdzie 8x; y!(x) = !(y), �(x) = �(y). U skªada si� z punktów nierekurenyjnyh i !(x); �(x) � �U .Mo»na napisa¢ Twierdzenie Klasy�kayjne dla potoków na zwartyh powierzhniah (wg.Aronson, Grines �Flows on 2-dimensional manifolds�).52



NajpierwDe�nija 6.7. Trajektorie osobliwe na powierzhni M to nast�puj¡e trajektorie1. punkty staªe2. separatrysy (de�nija poni»ej)3. trajektorie okresowe, takie, »e przeksztaªenie Poinare'go (to znazy pierwszego powrotudla i�ia transwersalnego przeinaj¡ego trajektori�) jest rózne od identyzno±i dladowolnie maªego i�ia.4. trajektorie nieokresowe  rekurenyjne w przód lub w tyª, maj¡e nast�puj¡¡ wªasno±¢:8x 2  9 otozenie otwarte U 3 x i ªuk1 � ; 1 3 xrozinaj¡y U na 2 skªadowe w jednej,z któryh nie ma trajektorii nieokresowyh nierekuren-yjnyh.De�nija 6.8. Trajektoria potoku � t(x) nazywa si� separatrys¡ je±li dla t ! 1 (lubt ! �1) �t(x) ! p, gdzie p to punkt staªy, istnieje otozenie U 3 p oraz i¡g punktówxn ! x oraz sn ! 1, tn > sn (odpowiednio sn ! �1, tn < sn) takie, »e � sn(xn) ! p,� tn(xn) =2 U .
s³abo stabilna
rozmaito¶æ

rozmaito¶æ
parametr s=0

s³abo niestabilnaRysunek 6.9:Uwaga 6.9. Trajektorie nieokresowe rekurenyjne nie mog¡ istnie¢ na sferze, pªaszzy¹nierzutowej i butele Kleina.Twierdzenie 6.10. (Twierdzenie klasy�kayjne)Zaªo»my, dla potoku � t, C1-pola wektorowego, na zwartej powierzhni M jest sko«zenie wieletrajektorii osobliwyh typu 1), 2). Wtedy po wyj�iu z M wszystkih osobliwyh trajektorii,pozostaªy zbiór rozpada si� na skªadowe niezmiennize dla potoku nast�puj¡yh typów:1. Skªadowa otwarta pªaska (to znazy zanurzalna w R2) jednospójna lub dwuspójna (toznazy homeomor�zna z pier±ieniem fz 2 C j 1 < jzj < 2g. Wszystkie punkty tej samejskªadowej maj¡ ten sam zbiór !-granizny i ten sam zbiór �-granizny, le»aze w �U .2. Skªadowa otwarta b�d¡a sum¡ trajektorii okresowyh. Jest to albo obszar dwuspójnyalbo torus.3. Skªadowa b�d¡a sum¡ nieokresowyh trajektorii rekurenyjnyh. Jest to albo torus (ob-motka), albo te» zbiór drugiej kategorii w swoim domkni�iu, które w przei�iu z i�iemtranswersalnym, z konnami poza nim jest Cantora (uogólnienie zbiorów minimalnyhDenjoy i quasi-minimalnyh, patrz def (1)).53



Uwaga 6.11. Je±li U mo»na C1-zanurzy¢ w R2 (lub U = S2 i pole V rozszerza si� na C1 wotozeniu U w R2 to dla x 2 U !(x) i �(x) s¡ okresowe lub s¡ yklami separatrys i punktówstaªyh le»¡yh w �U . Wynika to z Tw. Poinare'go-Bendixsona (wersji z punktami staªymi,patrz ¢wizenia).
γ (x )

(x )nγsn

n
nt

xn

x

U

P

Rysunek 6.10:Przykªad 6.12. � Typ 1Je±li U nie mo»na zanurzy¢ jak wy»ej, to U jest �uogólnion¡� skªadow¡ Cherry'ego lub�uogólnion¡� szzelin¡ Denjoy.Uogólnienie w tym sensie, »e pole V na osi¡galnyh z U trajektoriah w �U mo»e
U

U

Rysunek 6.11:by¢ pomno»one przez funkj� maj¡¡ zera, rozbijaj¡ tak¡ trajektori� na i¡g punktówstaªyh i separatrys.� Typ 1 .dSkªadowe maj¡e w osi¡galnej z�±i brzegu trajektorie rekurenyjne nieokresowe.� �szzelina� Denjoy� �uogólniona� szzelina Denjoy� obszar Cherry� Typ 2Potok jest zawieszeniem symetrii okr�gu zaznazonego przerywan¡ lini¡.Uwaga 6.13. Skªadowyh typu 3 jest o najwy»ej g w przypadku gdy M jest orientowalna io najwy»ej hg�12 i gdy M jest nieorientowalna ([�℄ oznaza z�±¢ aªkowit¡). g oznaza genusM to znazy 54



Rysunek 6.12:
URysunek 6.13:

Rysunek 6.14:
U

Rysunek 6.15:� w przypadku orientowalnym przy przedstawieniu M jako sfery z r¡zkami: lizb�r¡zek.� w przypadku nieorientowalnym przy przedstawieniu M jako sfery z wyi�tymidyskami, w które wklejone s¡ wst�gi Mobiusa, lizb� tyh dysków (wst�g Mobiusa).Przyklejenie ka»dyh dwóh wst�g Mobiusa, opróz pierwszej, to to samo o przyklejenier¡zki, a w ka»dej r¡ze mo»e by¢ najwy»ej jedna skªadowa typu 3. St¡d wzór hg�12 i.Zajmiemy siie teraz klas¡ potoków zwanyh gradientowymi. Nieh M b�dzie rozmaito±i¡ró»nizkowaln¡ i h : M ! R funkj¡ i¡gª¡. Ustalmy na M metryk� Riemannowsk¡ < �; � >.Wtedy mo»na zde�niowa¢ na M pole grad h jako pole speªniaj¡e równo±¢< gradh; v >= Dh(v)55



dla ka»dego wektora styznego v 2 TxM , 8; x 2 M . W przypadku M = Rm i euklidesowejmetryki gradh = � �h�x1 ; : : : ; �h�xm�Fakt 6.14. grad h jest prostopadªy do poziomi h.Dowód. Je±li v jest styzny do poziomiy, to Dh(v) = 0. Wtedy< gradh; v >= Dh(v) = 0:W mapie < v;w >= P aijvjwi, gdzie aij to maierz symetryzna dodatnio okre±lona.Zaªó»my, »e (grad h)(x) = 0. Ró»nizk� D(gradh)(x) nazywamy Hesjanem. Mamy w mapiedla gradh = (v1; : : : ; vm) = Pmj=1 vjej w dowolnym punkie y, gdzie ej to wersory bazoweej = ��xj w TyM , < gradh; ei >= mXj=1 aijvj = �h�xi ; zyligrad h = A�1� �h�x1 ; : : : ; �h�xm�Wreszie w zerze pola, punkie x mamy HesjanD(grad h)(x) = A�1� �2h�xi�xj�To jest maierz symetryzna, wi� wszystkie jej warto±i wªasne s¡ rzezywiste.Zaªo»my, »e dla ka»dego x takiego, »e (gradh)(x) = 0 maierz h �2h�xi�xj i jest rz�dum (mówimy,»e x jest niezdegenerowanym punktem krytyznym funkji h).Tak¡ funkj� h nazywamy funkj¡ Morse'a. Wtedy warto±i wªasne Hesjanu w ka»dymx, zerze gradh s¡ niezerowe. Zatem wszystkie zera gradientu funkji Morse'a s¡ punktamihiperboliznymi.Przykªad 6.15. h = � wysoko±¢;na sferze w R3 , zanurzonej jak na rysunku.(Trajektorie pola gradh mo»na sobie wyobra»a¢ jako trajektorie ±iekaj¡ej po powierzhnikropli wody, dlatego wzi¡ªem w tym przykªadzie h = �wysoko±¢ a nie h = +wysoko±¢.)Mamy ¹ródªa p3 i p4, siodªo p2, ±iek p1.Uwaga 6.16. Funkje Morse'a zostaªy u»yte do dowodu hipotezy Poinare'go w wymiarzem > 5.Hipoteza 6.17. (Poinare'go)Rozmaito±¢ topologizna M wymiaru m, homotopijnie równowa»na sferze Sm, to znazy ist-niej¡ �1 : M ! Sm i �2 : Sm !M , �1 Æ �2 � id, �2 Æ �1 � id, jest homeomor�zna z Sm (�oznaza: homotopijna).Przebudowuje si� funkj� Morse'a tak, »e w ko«u mamy funkj� tylko z dwoma punktamikrytyznymi, gradh = 0 maksimum i minimum; patrz ksi¡»ka J.Milnor �Twierdzenie o h-kobordy¹mie�. 56
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Rysunek 6.17:
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Rysunek 6.18:Przykªad 6.18. Pionowo postawiony torus.p1 to ±iek, p2, p3 to siodªa, p4 to ¹ródªo.W s(p2) n p2 =W u(p3) n p3to przei�ie W s(p2) i W u(p3) nie jest w »adnym punkie transwersalne.Dla potoku transwersalne przei�ie 1-wymiarowyh separatrys oznaza po prostu rozª¡zno±¢.Je±li pole troh� zmienimy, np. pohylimy torus, to otrzymamy rozª¡zno±¢. p01, p02, p03, p04 tonowe punkty krytyzne dla nowej funkji h = �wysoko±¢. Suma okr�gów l1[ l2 rozina T2 naz�±¢ przedni¡ P i tyln¡ Q, pohylanie to obrót wokóª osi L. Pªaszzyzna styzna w dowol-57
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’Rysunek 6.19:nym z 2 l1;2 do T2 �przehyli si��, to znazy wektor styzny v do wyj±iowej poziomiy h wkieunku Q b�dzie skierowany w dóª. Zatem gradh0 jest skierowany do Q. Zatem separatrysaniestabilna W u(p03) nie mo»e doj±¢ do p02, bo p03 2 Q, p02 2 P , musiaªaby przej±¢ przez l1 lubl2 z Q do P , w przeiwn¡ stron� ni» pole grad h0.
l V

grad h’

nowa poziomica

2 Rysunek 6.20:Uwaga 6.19. Potok gradientowy nie ma orbit okresowyh ani punktów rekurenyjnyh (tzn.x 2 !(x)) opróz punktów staªyh. Faktyznie pohodna h w kierunku gradhDh(grad h) =< grad h; grad h >> 0(=0 w punktah krytyznyh), zatem wzdªu» niestaªyh trajektorii h jest ±i±le rosn¡e.h peªni tu rol� funkji Lyapunowa. Przypominam, »e punkt x staªy jest asymptotyzniestabilny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkja ró»nizkowalna k > 0, k(x) = 0 taka, »eDk(v) < 0.Równie» zbiór punktów niebª¡dz¡yh 
(grad h) skªada si� jedynie z punktów staªyh.De�nija 6.20. � Dla dyfeomor�zmu (homeomor�zmu) f : M !M punkt niebª¡dz¡yto taki punkt x 2M , »e 8U 3 x otozenie otwarte x istnieje n > 0 takie, »efn(U) \ U 6= ;:� Dla potoku � t pola V punkt niebª¡dz¡y, to taki punkt x, »e8 � > 08U 3 x otozenia otwartego 9 t > � � t(U) \ U 6= ;58



Zbiór punktów niebª¡dz¡yh oznazamy symbolem 
(f) lub 
(V ).Uwaga 6.21. Mo»e si� zdarzy¢, »e dla dyfeomor�zmu f zbiór 
(f) jest sko«zony, a dla C1-bliskiego g 
(g) jest bardzo du»y.Uwaga 6.22. 
(f) 6= ; bo 8x !(x) � 
.Inna de�nija 
(f):x 2 
(f) je±li 8 �9 y 2M 9n > 0 �(x; y) < �; �(x; fn(y)) < �:Przykªad 6.23. (
-eksplozja)Wn�trze sera jest takie samo jak zewn�trze.
p p

p p

q

q

W  (q  )u

43

2

21

1
1

Rysunek 6.21: � t - Potok na sferze S28 t 
(� t) = f pi j i = 1; : : : ; 4g [ f q1; q2gp1, p4 to ±ieki, p2, p3 ¹ródªa, q1, q2 siodªa.Ustalmy t = 1, f = � 1 i na otozeniu jakiego± punktu z 2 W u(q1), separatrysie ª¡z¡ejq1 i q2 zast¡pmy f przeksztaleniem g jak na rysunku. Mamy g(J) � W u(q1; g) (rozmaito±¢
J

f(J)

f(z)=g(z)
g(J)

zq

q2

1

Rysunek 6.22:59



niestabilna punktu q1 dla g), f(J) �W s(q2; g). Punkt z i wszystkie punkty gn(z) to punktytranswersalnego przei�ia W u(q1; g) i W s(q2; g). Separatrysa niestabilna z punktu q2 do q1jest zawarta teraz w 
(g). Korzystamy z �-lematu Palisa, z którego wynika �rozpªaszzenie�
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Rysunek 6.23:fn(U) wzdªu» W u(q1), które (wraz z fn(U)) �rozpªaszza� si� wzdªu» W u(q2).
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Wykªad 7
Uogólnieniem niektóryh potoków gradientowyh (jak ten na pohylonym torusie, wykªad(6)) s¡ potoki Morse'a-Smale'a. Podobnie jako uogólnienie dyfeomor�zmów � t dla potokówgradientowyh, de�niuje si� dyfeomor�zmy Morse'a-Smale'a.De�nija 7.1. f : M !M dyfeomor�zm rozmaito±i zwartej nazywa si� Morse'a-Smale'aje±li1. 
(f) =zbiór orbit okresowyh jest zbiorem sko«zonym.2. Ka»da orbita okresowa O(x) = (x; f(x); : : : ; fn(x) = x) jest hiperbolizna, to znazy xjest punktem staªym hiperboliznym dla fn.3. Dla ka»dyh orbit O(x), O(y) W s(O(x))tW u(O(y));to znazy ka»dy punkt przei�ia jest punktem transwersalnego przei�ia, to znazyje±li z 2W s(O(x)) \W u(O(y)), toTzW s(O(x))� TzW u(O(y)) = TzM:De�nija 7.2. � t potok dla pola V nazywa sie Morse'a-Smale'a je±li1. 
(� t)2. jw.3. jw.Przypominam, »e orbita okresowa, która nie jest punktem staªym potoku nazywa si�hiperbolizna, je±li przeksztaªenie pierwszego powrotu do i�ia transwersalnego przez t�orbit� jest hiperbolizne.Twierdzenie 7.3. (J. Palis, S. Smale)Zbiór dyfeomor�zmów Morse'a-Smale'a jest otwarty w topologii C1 na dowolnej rozmaito±izwartej M . Podobnie dla pól wektorowyh.Twierdzenie 7.4. (J. Palis, S. Smale)Dyfeomor�zmy i potoki Morse'a-Smale'a s¡ C1-strukturalnie stabilne.Przypominam: 61



f

Rysunek 7.1:De�nija 7.5. 1. f jest Cr-strukturalnie stabilny je±li9 Æ 8 g 2 Cr �Cr(f; g) < Æi f , g s¡ topologiznie sprz�»one, to znazy9h : M !M homeomor�zm, taki, »e h Æ f = g Æ h2. Potok � t pola V jest Cr-strukturalnie stabilny je±li9 Æ 8W 2 Cr �Cr(V;W ) < Æi potoki � t i  t maj¡ równowa»ne obrazy fazowe, to znazy9h : M !M homeomor�zmprzeprowadzaj¡y trajektorie � t w trajektorie  t (niekonieznie zahowuj¡ zas).Uwaga 7.6. �¡danie dla potoków, »eby zas byª zahwany przez h byªoby zbyt silne. Wprzypadku istnienia trajektorii okresowej, ró»nej od punktu staªego, »aden potok nie byªbystabilny strukturalnie bo nieo zmieniaj¡ zas (na przykªad mno»¡ pole przez funkj� � 1,ale 6� 1 mo»emy zmieni¢ okres trajektorii okresowej.Uwaga 7.7. W de�nijah strukturalnej stabilno±i mo»na za»¡da¢8 �9 Æ 8 g : : :oraz �C0(h; id) < �:Mówimy wtedy o �-strukturalnej stabilno±i. We wszystkih dowodah strukturalnej sta-bilno±i konstruuje si� h bliskie identyzno±i. Nie s¡ znane przykªady dyfeomor�zmów lubpotoków strukturalnie stabilnyh, a nie �-strukturalnie stabilnyh. Na nast�pnym wykªadzieb�dzie podana harakteryzaja ukªadów strukturalnie stabilnyh: Aksjomat A + silny warunektranswersalno±i. By¢ mo»e wynika z niej równowa»no±¢ strukturalnej stabilno±i i �-strukturalnejstabilno±i.Udowodnimy Tw. 1 dla dyfeomor�zmów. Dowód dla potoków jest podobny. Dowód Tw. 2jest trudniejszy i opuszz� go.Dowód. (Tw. 1) Dla dyfeomor�zmu f Morse'a-Smale'a.62



1. KrokZde�niujemy w zbiorze orbit okresowyh relaj� z�±iowego porz¡dku.O(x) 6 O(y) je±li W s(O(x)) \W u(O(y)) 6= ;(a) Zwrotno±¢ wynika z W s(O(x)) \W s(O(x)) � O(x).(b) Antysymetryzno±¢. Je±liW s(O(x))\W u(O(y)) 3 z1 orazW s(O(x))\W u(O(y)) 6=; i O(x) 6= O(y) to punkty fn(z1) s¡ niebª¡dz¡e z transwersalno±i przei�ia.Dowód jak na wykªadzie (6). Zatem 
(f) jest zbiorem niesko«zonym, sprzezno±¢z zaªo»eniem, »e f jest Morse'a-Smale'a. Zatem O(x) 6 O(y) i O(x) > O(y) imp-likuje O(x) = O(y).() Przehodnio±¢ wynika podobnie jak antysymetryzno±¢ z �-lematu Palisa. l �
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Rysunek 7.2:W u(p1) przeina transwersalnie W s(p2) w punkie q, z �-lematu fn(~l) dla pewnego~l � l jest prawie równolegªe do du»ej z�±i W u(p2), wi� przeina, nawet tran-swersalnie W s(p3).T� relaj� z�±iowego porz¡dku mo»na powi�kszy¢ do relaji porz¡dku liniowego.Mo»emy wi� ponumerowa¢ wszystkie orbity okresowe.O1 < O2 < : : : < On2. KrokUdowodnimy istnienie �ltraji, to znazy i¡gu rozmaito±i z brzegiem (zwartyh),m = dimM wymiarowyh; �M0 �M1 �M2 � : : : �Mn =M;gdzie n to lizba orbit okresowyh, takih, »eMi�1 � intMi dla 1 6 i 6 n63



f(Mi) �Mi dla 1 6 i 6 n\n2Zfn(Mi nMi�1) = Oi dla 1 6 i 6 nPrzykªad 7.8. Dla � t, przeksztaªe« potoku gradientowego, pola gradh je±li wszystkiewarto±i h(xi) dla punktów krytyznyh xi s¡ parami ró»ne, to mo»na wzi¡¢Mi = f z 2M j h(z) 6 aig ;gdzie ai to dowolne lizby speªniaj¡eh(x1) < a1 < h(x2) < a2 < : : : < h(xn) = anLemat 7.9. W u(Oi) nOi �[j<iW s(Oj) (7.1)Dowód. Dla z 2W u(Oi) n Oi mamy !(z) � 
(f) � Sni=1Oj . Gdyby istniaªy i¡gik1 < l1 < k2 < l2 < : : :!1takie, »e fks(z) ! Oj1 , f ls(z) ! Oj2 , s!1, j1 6= j2 to istniaªby i¡g rj , kj < rj < ljtaki, »e f rj (z) 2 B(Oj1 ; LÆ) n B(Oj1 ; Æ) = Ddla pewnej maªej lizby Æ i L staªej Lipshitza dla f . Wtedy istniaªby punkt w 2
Lδ

δ O
Oj

j
1

2

D

Rysunek 7.3:!(z) \D zatem 8n fn(w) 2 
(f), wi� 
(f) jest niesko«zony, sprzezno±¢. Zatem 9jfn(z) ! Oj . Zatem z 2 W s(Oj), a poniewa» z 2 W u(Oi) mamy j < i, o dowodzi(7.1).B�dziemy teraz konstruowa¢ �ltraj� fMjg przez indukj�.Mo»na zaz¡¢ od M0 = ; i dalej konstruowa¢ Mi przez indukj�. Wykonam jednakoddzielnie, dla uªatwienia zrozumienia, pierwszy krok i skonstruuje M1.Za M1 mo»na wzi¡¢ otozenie O1 takie, »e f(M1) � intM1. M1 istnieje, bo O1 jest64



orbit¡ przyi¡gaj¡¡, ±iekiem. Je±li wybra¢ dowolnie x1 2 O1 i oznazy¢ okres przezn1 to mo»na za M1 wzi¡¢n1�1[k=0 fk(B(0; �kÆ)) dla � > 1; � � 1;maªej lizby Æ > 0 i h sprz�zenia Dfn1(x1) i fn1 w otozeniu x1 z tw. Grobmana-Hartmana.Gdyby O1 nie byªo orbit¡ przyi¡gaj¡¡, toW u(O1) n O1 6= ;wi� z lematu (7.9) 9 j < 1 W s(Oj) \W u(O1) 6= ;sprzezno±¢, bo O1 jest najmniejsze. Mamy ozywi±ie\ fn(M1) = O1 i f(M1) � intM1(do tego byªa potrzebna � > 1.Dalej dla uproszzenia oznaze« b�dziemy przyjmowa¢ Oj = fxjg. Zaªó»my, »e Mk,k < i speªniaj¡e tez� twierdzenia s¡ ju» skonstruowane. Zbudujemy Mi. Na W u(xi)bierzemy dziedzin� fundamentaln¡Dui = h(Df(B(0; Æ))) n h(B(0; Æ)):(Ka»da trajektoria zawarta w W u(Oi) n Oi przeina Dui dokªadnie jeden raz. h tosprz�»enie Df i f w otozeniu xi z tw. Grobmana-Hartmana. Poniewa» z lematu (7.9)Dui �[j<iW s(Oj) = [j<i [n>0 f�nW slo(Oj) � [n>0 f�n(intMi�1);bo intMi�1 �W slo(Oi), bo zawiera Oi. Mamy z tego, »e f�1(intMi�1) � intMi�1 i Duizwarty, oraz 9 ki Dui � f�ki(intMi�1):De�niujemy teraz Mi = f�ki(Mi�1) [Ri;gdzie Ri to �r¡zka� h(Bu(O; Æ) �Bs(0; y)); gdzieBu(0; Æ) � Eu(xi)Bs(0; y) � Es(xi)i y jest bardzo maªe. Dla y odpowiednio maªego mamyf(Ri) � intRi [ intf�ki(Mi�1):Mamy te» f(f�ki(Mi�1)) � f�ki(Mi�1)zatem f(Mi) � intMi. Wreszie[n2Zfn(Mi nMi�1) = [n2Z\ [n2Zfn(M nMi�1) =[n2Zfn(Ri) =W slo(xi) \W ulo(xi) = xi65
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Rysunek 7.4:3. Krok. Stabilno±¢ �ltraji.Je±li g jest C0 blisko f to f(Mi) � intMi implikuje g(Mi) � intMi. Mamy te»g�ki+1(Mi�1) � f�ki(Mi�1);wi� Mi n g�ki+1(Mi�1) � Ri:Okazuje si�, »e je±li g jest C1 blisko f to Tn2Zgn(Ri) jest punktem staªym dla g (orbit¡okresow¡ Oi(g))). To wynika z odpowiedniego wariantu tw. Hadamarda=perrona: Je±lig jest C1 blisko f i x jest punktem staªym hiperboliznym dla f , tof z j �(gn(z); x) < �; n 6 0g =W u� (g)to rozmaito±i bliskie w C1 do W s� (x; f) i W u� (x; f).f z j �(gn(z); x) < �g =W s� (g) \W u� (g)to 1 punkt. Poniewa» g(W s� (g)) �W s� (g)i g�1(W u� ) �W u� (g)to jest to punkt xg staªy dla g (ogólniej orbita okresowa Oi(g)). St¡d wynika stabilno±¢
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εRysunek 7.5:�ltrajii, to znazy �ltraja dla f jest te» �ltraj¡ dla ka»dego g C1 bliskiego.4. Krok. Otwarto±¢ M-S. 66



(a) Istnienie �ltraji fMjg dla g natyhmiast implikuje
(g) = n[j=1Oj :Faktyznie, je±li z 2Mi n g(Mi) dla pewnego i, to otozenie otwarteUz = int(g�1(Mi)) n g(Mi) 3 zspeªnia gn(Uz) \ Uz = ; 8n > 2:St¡d wynika, »e z nie jest punktem staªym, wi� dla odpowiednio mniejszego U 0zmamy te» gn(U 0z) \ U 0z = ;, wi� z =2 
(g). Zaªó»my teraz, »e z 2 
(g). Nieh ib�dzie takim indeksem, »e z 2Mi nMi�1. Wtedy8 k 2 Z z =2 gk(Mi) n gk+1(M)i z =2 gk(Mi�1) n gk+1(Mi�1);wi� z 2 \n2Zgn(Mi nMi�1) = Oi(b) Orbita Oi(g) okresowa (patrz krok 3) jest hiperbolizna, boW s(u)lo (Oi(g)) �C1 W s(u)(Oi(f));wi� 8x 2 Oi(f) i bliskiego xg 2 Oi(g) mamy Df(x) � Dg(x).() Nale»y jeszze sprawdzi¢, »e 8 i; jW s(Oi(g))tW u(Oj(g)):Pozostawiam to na ¢wizenia.
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Wykªad 8
Twierdzenie 8.1. Pola wektorowe (potoki) Morse'a-Smale'a rozmaito±i zwartyh wymiaru1 (to znazy okr�gu) s¡ g�ste w Cr, r = 1; 2; : : : ;1.Dowód. Wystarzy zaburzy¢ F : S1 ! R tak, aby zera nie byªy osobliwe to znazy F (x) = 0implikuje F 0(x) 6= 0

Rysunek 8.1:Twierdzenie 8.2. Dyefeomor�zmy Morse'a-Smale'a okr�gu s¡ g�ste w Cr w przestrzeniwszystkih dyfeomor�zmów okr�gu.Dowód. 1. Skªadaj¡ dyfeomor�zm f z dowolnie maªym obrotem S� mo»na uzyska¢ dlaS� Æ f lizb� obrotu wymiern¡ (zakªadamy, »e f zahowuje orientaj�). Faktyznietrajektoria fn(x) jest g�sta w S1, je±li �(f) =2 Q i f 2 C2 (¢wizenia). Je±li fn(x) jestblisko x, powiedzmy na prawo od x (rysunek) to dla obrotu S� o k¡t � mi�dzy fn(x)a x mamy (S� Æ f)n(x) na lewo od x, bo S� Æ fn(x) = x (dzi�ki monotonizno±i f).Istnieje wi� 0 < � 6 � takie, »e (S� Æ f)n(x) = x.(Preyzyjnie ten dowód mo»na zapisa¢ u»ywaj¡ podniesienia f : R ! R).2. W przypadku, kiedy �(f) = 0 wystarzy f zast¡pi¢ Cr blisk¡ funkj¡ tak, »eby jej wykresprzeinaª przk¡tn¡ i w ka»dym punkie przei�ia, »eby przei�ie byªo transwersalne.To jest ªatwe ¢wizenie. Dla �(f) 6= 0 �(f) = pq f q mo»na zaburzy¢ tak samo, alehemy zaburzy¢ f . To jest troh� trudniejsze ¢wizenie.3. f zmienia orientaj�. Wtedy f2 zahowuje orientaj�, �(f2) = 0, zaburzenie robumyjak wy»ej.Szzególy:[ Niteki, R.1.2 ℄.Twierdzenie 8.3. (Peixoto)Pola wektorowe (potoki) Morse'a-Smale'a na 2-wymiarowyh orientowalnyh zwartyh roz-maito±iah (to znazy powierzhniah) s¡ g�ste w Cr, r = 1; 2; : : : ;1.69
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Rysunek 8.2:Dowód jest do±¢ skomplikowany. Mo»na go znale¹¢ na przykªad w [Palis, de Melo℄. Dlar = 1 dowód mo»na oprze¢ na lemaie o zamykaniu, patrz ni»ej. Zostanie on podany w dalszejz�±i wykªadu. Nie trzeba dla r = 1 zakªada¢ orientowalno±i M .Elementem dowodu Tw. (8.2, punkt 1) i Tw. (8.3) jest tak zwany lemat o zamykaniu (Closinglemma)Twierdzenie 8.4. (Pugh, lemat o zamykaniu)Je±li dyfeomor�zm f (pole V ) jest klasy C1 i x jest punktem niebª¡dz¡ym, to dowolnie C1blisko f istnieje g (pole W ) takie, »e x jest punktem okresowym dla g (nale»y do trajektoriiokresowej lub jest zerem pola W )Uwaga 8.5. Dla C0 dowód jest bardzo ªatwy. W przypadku dyfeomor�zmu skªadamy f z hgdzie, h(fn(y)) = y i h = id poza U (rysunek). U -otozenie y i fn(y), gdzie y, fn(y) s¡ bliko
Rysunek 8.3:x, f j(y) =2 U dla j = 1; : : : ; n � 1. Nast�pnie zmieniamy wspóªrz�dne tak, »eby y przeszedªna x.Dla C1 dowód jest trudny, nalezy do Charlesa Pugh. Nadal zaburzenie f wystarzy robi¢blisko x.Dla Cr, r > 1, problem jest otwarty. Zaburzenie f trzeba próbowa¢ konstruowa¢ wzdªu» aªejorbity f j(y), j = 0; : : : ; n.Uwaga 8.6. Dla dyfeomor�zmów rozmaito±i wymiaru > 2 i potoków w wymiarze > 3 ukªadyMorse'a-Smale'a nie s¡ g�ste w C1.Przykªad 8.7. Przeksztaªenie torusa T2 = R2ÆZ2dane maierz¡ � 2 11 1 �70



Zbiór punktów niebª¡dz¡yh 
(f) jest aªym torusem. Oka»e si�, »e dla g �C1 f te» 
(g) =T2. Zatem istnieje otwarty w C1 zbiór dyfeomor�zmów, które nie s¡ Morse'a-Smale'aOka»e si�, »e f jest strukturalnie stabilne, to znazy dla g C1 blisko f istnieje homeomor-�zm h taki, »e hÆf = gÆh. f jest przykªadem dyfeomor�zmu Anosowa. Nieh Es oznazapodwi¡zk� wi¡zki styznej do T2 wektorów równolegªyh do wektora wªasnego maierzy� 2 11 1 �odpowiadaj¡ego warto±i wªasnej �1 = 3�p52 , j�1j < 1. Nieh Eu oznaza podwi¡zk� wek-torów równolegªyh do wektora wªasnego warto±¢i wªasnej �2 = 3+p52 , j�2j > 1. MamyDf(Es) = Es i Df(Eu) = Eu;Df skraa wektory nale»¡e do Es, a wydªu»a wektory nale»¡e do Eu.
E

E

u

sRysunek 8.4:Uwaga 8.8. Okazuje si�, »e pewne wªasno±i �hiperbolizne� s¡ speªnione dla g�styhzbiorów ukªadów dynamiznyh.De�nija 8.9. Mówimy, »e wªasno±¢ G jest typowa w topologii Cr, je±li jest speªniona dlag�stego GÆ zbioru Cr-dyfeomor�zmów (pól wektorowyh).(Zbiór g�sty GÆ nazywa si� zasem zbiorem residualnym).Uwaga 8.10. Poniewa» zbiór dyfeomor�zmów (pól) z metryk¡ daj¡¡ topologi� Cr jest przestrzeni¡zupeªn¡, z wªasno±i Baire'a wynika, »e przei�ie i¡gu zbiorów otwartyh g�styh jestzbiorem residualnym.Podam teraz wa»ne twierdzenie, którego dowód opuszz�.Twierdzenie 8.11. (Kupki-Smale'a, wersja dla pól wektorowyh)Nast�puj¡e wªasno±i s¡ typowe w topologii Cr, r = 1; 2; : : : ;1 (Wªasno±i K-S):1. Wszystkie punkty staªe i orbity okresowe (okres>0) s¡ hiperbolozne.2. Rozmaito±i stabilne i niestabilne orbit okresowyh i punktów staªyh przeinaj¡ si� tran-swersalnie (w ka»dym punkie przei�ia).3. W topologii C1 typowa jest wªasno±¢ 
 = Per (zbiór punktów niebl¡dz¡yh jest domkni�-iem zbioru punktów okresowyh).Uwaga 8.12. C1 typowo±¢ wªasno±i 
 = Per wynika z lematu o zamykaniu. Nietrudnydowód mo»na znale»¢ w ksi¡»e [Szlenk, str. 139-140 (Wniosek 3.8.1)℄. W tej ksi¡»e mo»naznale»¢ dowód aªego Tw. Kupki-Smale'a. 71



De�nija 8.13. Nieh � b�dzie zwartym podzbiorem zwartej rozmaito±i M i nieh f b�dzieC1 dyfeomor�zmem okre±lonym na otozeniu U zbioru �, f : U ! M , takim, »e f(�) = �.Mówimy, »e � jest zbiorem hiperboliznym, je±li istnieje rozkªad wi¡zki styznej do M , nad�, na dwie niezmiennize podwi¡zki Es i Eu, takie, »e Df jEs skraa wektory, Df jEu rozi¡gawektory, Df jEs = Es; Df jEu = Eu; T�M = Es �Euoraz istniej¡ staªe  > 0, � < 1 takie, »e 8n > 0� kDfn(v)k 6 �nkvk 8 v 2 EskDf�n(v)k 6 �nkvk 8 v 2 Eudla normy k�k zwi¡zanej z jak¡± metryk¡ Riemannowsk¡ na TM . B�dziemy dalej przyjmowali = 1. Mo»na to uzyska¢ przez odpowiedni¡ zmian� metryki.Es nazywa si� podwi¡zk¡ stabiln¡.Eu nazywa si� podwi¡zk¡ niestabiln¡.Uwaga 8.14. Es = [x2�Es(x);podwi¡zka jest sum¡ podprzestrzeni styznyh TxM (Es(x) � TxM), wszystkih tego samegowymiaru, który oznazymy przez s. PodobnieEu = [x2�Eu(x);dimEu(x) = u.Nie trzeba zakªada¢ i¡gªo±i Es(u)(x) w zale»no±i od x (w mapie, gdzie wszystkie Es(u)(x)s¡ podprzestreniami tej samej przestrzeni Rm ). Ci¡gªo± wynika bowiem automatyznie zde�niji (¢wizenie). Mo»na te» ªatwo wykaza¢, »e k¡t mi�dzy Es i Eu jest oddzielony od 0.De�nija 8.15. Dla pola wektorowego (potoku) zbiór � nazywamy hiperboliznym je±li polenie ma na nim zer.Nazwijmy trajektori� rekurenyjn¡ w przod lub w tyl (to znazy tak¡, »e jej punkty s¡rekurenyjne) trywialn¡ je±li jest punktem staªym lub orbit¡ okresow¡.B�dziemy korzysta¢ z1. Lematu Pugh2. Tw. Kupki-Smale'a3. Wniosku z Tw. Klasy�kayjnego (Wykªad 6) mówi¡ego o nast�pujeWniosek 8.16. Je±li nie ma nietrywialnyh trajektorii rekurenyjnyh i punkty staªe itrajektorie okresowe s¡ hiperbolizne, to nie ma punktów niebª¡dz¡yh, opróz punktówstaªyh, trajektorii okresowyh lub ykli separatrys.Dowód. Z zaªo»e« wynika, »e mozemy mie¢ tylko skªadowe U typu I. Je±li x 2 U , todla � > 0 dostateznie maªego B(x; �) � U (domkni�ty dysk) i � t(B(x; �)) ! �U dlat!1, zatem � t(B(x; �)) \B(x; �) = ; dla t dostateznie du»yh. St¡d x =2 
.72



Dowód. (Tw. Peixoto, r = 1)Wystarzy udowodni¢, »e dla ka»dego pola wektorowego V na M klasy C1 istnieje pole C1bliskie, speªniaj¡e warunki 1, 2 z Tw. Kupki-Smale'a, dla którego wszystkie trajektorierekurenyjne s¡ trywialne. Z C wynika bowiem, »e 
 skªada si� tylko z trajektorii okresowyh(z Wniosku (2) Kupki-Smale'a, nie ma ykli separatrys).�wizenie 8.17. Pokaza¢, »e dla potoku Kupki-Smale'a na M2, punktów staªyh i trajektoriiokresowyh jest sko«zenie wiele.Hiperbolizno±¢ punktów staªyh i trajektorii okresowyh i transwersalno±¢, wyst�puj¡ew def. Morse'a-Smale'a, zapisane s¡ ju» we wªasno±iah 1, 2 Kupki-Smale'a.Przypu±¢my, »e x jest nietrywialnym punktem rekurenyjnym. Wtedy z lematu (1) z wykªadu(3) wynika, »e istnieje krzywa Jordana L �M , transwersalna do V , zawieraj¡a nietrywialnypunkt rekurenyjny y (y 2 � t(x)). Z A istnieje V1 C1 blisko V takie, »e y jest okresowy.Oznazmy jego trajektori� okresow¡ dla V1 przez . Mo»na zaªo»y¢, »e L jest transwersalnedo V1 i jeszze, »e V1 jest Kupki-Smale'a.  nie mo»e ograniza¢ topologiznego dysku D (toznazy M n  nie mo»e mie¢ skªadowej b�d¡ej topologiznym dyskiem). Co wi�ej M n  niemo»e mie¢ dwóh skªadowyh, z któryh jedna, D, jest orientowalna. Zaªó»my bowiem, »e ograniza takie D.Sparametryzujmy L, � : [0; 1℄ ! L, �(0) = �(1) tak, »eby (dLdt (t); V1(t)) byªo zgodne z ori-entaj¡ D dla t0 6 t 6 t1, gdzie t0 to parametr wej±ia L w D, a t1 to pierwszy po t0 zaswyj±ia.Mamy w � t(t0), »e orientaja (nW (t0); V1(t0)) zgadza si� z orientaj¡ (dLdt (t0); V1(t0)), zatem
φ 1(t )

L γ

(t )0φ
V1

Rysunek 8.5:z orientaj¡ D, gdzie nW to wektor normalny do  w kierunku do wewn¡trz D.Powinni±my wi� mie¢ zgodne z orientaj¡ D, wi� zgodne, orientaje (nW (t1); V1(t1)) oraz(dLdt (t1); V1(t1)), sprzezno±¢, bo dLdt (t1) jest skierowane na zewn¡trz D.Poniewa»  nie ograniza dysku, M n  ma albo jedn¡ N , albo dwie skªadowe, ale suma ihgenusów jest mniejsza ni» genus M . (S¡ to rozmaito±i z brzegiem, ale mo»na �dziury� zaklei¢dyskami, w któryh V1 rozszerzamy tak, »eby byªy ±ieki).Je±li w N jest nietrywialna trajektoria rekurenyjna to robimy kolejne zaburzenie V1 do
γ γ

Ν γRysunek 8.6:V2, otrzymujemy trajektori� okresow¡ 1 i po analogiznej jak wy»ej operaji znowu zm-niejsza si� genus. Po sko«zonej lizbie kroków ju» nie ma trajektorii rekurenyjnyh bogenus powierzhni nie mo»e spa±¢ poni»ej 0. 73



� jest niezmiennizy, to znazy � t� = � i T�M = Es �E0 �Eu, gdzie8 t D� t(Es) = Es ; D� t(Eu) = EuE0 jest wi¡zk¡ jednowymiarow¡ wektorów styznyh do trajektorii.Speªniona jest wªasno±¢ skraania i rozi¡gania w def. (2), gdzie n > 0 jest zast¡pione przezt > 0 i Dfn przez D� t.De�nija 8.18. Je±li � = M , to mówimy, »e dyfeomor�zm (potok) jest dyfeomor�zmemAnosowa (potokiem Anosowa)Dla dokªadnejszego zbadania zbiorów hiperboliznyh i ukªadów Anosowa przyda si�nast�puj¡yLemat 8.19. (o jednostajnym zaburzeniu)Nieh fn : Rm ! Rm , n 2 Z b�dzie i¡giem dyfeomor�zmów klasy Cr, r > 1 i�1 < �2 < 1 < �1 < �2oraz Ln : Rm ! Rm to przeksztaªenie liniowe takie, »e dla Rm = Rs � RuLn(Rs) = Ru ; Ln(Ru) = Ru8n 2 Z 8 v 2 Rs ; kvk = 1 �1 6 kLn(v)k 6 �2i 8 v 2 Ru ; kvk = 1 �1 6 kLn(v)k 6 �2Wtedy 8 � 9 Æ je±li 8nLip(fn � Ln) 6 Æ i kfn(0)k 6 Æto istnieje i¡g Cr-rozmaito±i W un 2 Rm , s-wymiarowyh, b�d¡yh wykresami funkji z Rudo Rs ze staª¡ Lipshitza 6 �, zahodzi niezmiennizo±¢, to znazyfn(W un ) =W un+1 i dist(W un ; 0) 6 �:Istniej¡ tak»e rozmaito±i W su speªniaj¡e analogizne wªasno±i, W sn s¡ wykresami funksji zRs do Ru .fn rozi¡ga na W us i skraa odlegªo±i na W sn.W s(u)n s¡ wyznazone jednoznaznie.Dowód. Rozpatrzmy przestrze« Wu(�) i¡gów wykresówf�n : Bu ! Rs ; n = : : : ;�1; 0; 1; : : : ; Lip(�n) 6 �; k�n(0) 6 �kg :Bu to kula jednostkowa. Je±li Æ jest odpowiednio maªe, to przeksztaªenief�n j n = : : : ;�1; 0; 1; : : :g ! f fn(�n) j n = : : : ;�1; 0; 1; : : :gprzeprowadza Wu(�) w Wu(�) i jest kontrakj¡ w normie supn;Bu . Okazuje si�, »e i¡gwykresów fW un g b�d¡y punktem staªym tej kontrakji jest wykresem funkji klasy Cr.Dowód jest taki sam jak tw. Hadamarda-Perrona (Wykªad (1)). Analogiznie znajdujemyi¡g fW sng. Jednoznazno±¢ wynika z kontrakji.74



Wniosek 8.20. Je±li � jest zbiorem hiperboliznym dla Cr-dyfeomor�zmu f , to istnieje � > 0takie, »e 8x 2 � W s� (x) = f y 2M j 8n > 0 �(fn(y); fn(x)) 6 �gjest rozmaito±i¡ klasy Cr, Cr-blisk¡ B(0; �) � Es, styzn¡ w x do Es (uto»samiamy tuotozenie 0 w przestrzeni styznej z otozeniem x w M , mo»emy ustali¢ map� wokóª x).Ponadto przy dowolnie ustalonym �0 : � < �0 < 1 mo»na wybra¢ � tak, »eby8 y; z 2W s� (x) �(f(y); f(z)) 6 �0�(y; z):Mamy w szzególno±i 8x 2 � f(W s� (x)) �W s� (f(x)):Analogizne fakty zahodz¡ dlaW u� (x) = � y 2M j 8n > 0 �(f�n(y); f�n(x)) 6 �	Uwaga 8.21. To twierdzenie mówi o istnieniu zgodnej rodziny lokalnyh stabilnyh i niestabil-nyh rozmaito±i i uogólnie tw. Hadamarda-Perrona o istnieniu takih rozmaito±i dla staªegopunktu hiperboliznego. Punkt zast¡piony jest przez zbiór hiperbolizny.
...

n+1n ff fn+2

W Wn Wn+1n−1
u u u

R R R

RRR
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s ss

n n nRysunek 8.7:Uwaga 8.22. Je±li f jest okre±lone na aªym M , to mo»na zde�niowa¢ globalne rozmaito±istabilne (niestabilne) W s(x) = [n>0 f�n(W s(fn(x)));które s¡ immersyjnymi obrazami Rs if(W s(x)) �W s(f(x)) i W s(x) = f y 2M j �(fn(x); fn(y))! 0; n!1gMieli±my ju» na poprzednih wykªadah przykªad ró»ny od �=(jeden punkt). Byªa to hiper-bolizna orbita okresowa.Wniosek 8.23. (Shadowing lemma, lemat o przybli»aniu �-trajektorii, trajektori¡)8 � > 0 9 � > 0 takie, »e je±li xn 2 U dostateznie maªego otozenia zbioru hiperboliznego� dla dyfeomor�zmu f i i¡g xn jest �-trajektori¡, to znazy 8n �(f(xn); f(yn)) 6 �, toistnieje taka f -trajektoria yn, f(yn) = yn+1 (nirkonieznie w �), »e �(xn; yn) 6 �Dowód. 8xn wybierzmy bliski zn 2 � i wspóªrz�dne (map�) tak¡, »eby Es(zn), Eu(zn) prze-hodziªy na Rs , Ru . Wtedy w otozeniah zer, w tyh mapah f jest C1-bliskie ró»nizkomDf(zn), które s¡ bliskie jakim± przeksztaªeniom Ln, o któryh mowa w lemaie (??). St¡dwynika (lemat (??)) istnienie f -niezmiennizego i¡guW un . Analogiznie otrzymujemy niezmi-ennizy i¡g W sn. De�niujemy yn =W sn \W un75
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0  T(f(z ))ε0  T(z )ε Rysunek 8.8:Twierdzenie 8.24. Zbiór dyfeomor�zmów Anosowa jest otwarty w topologii C1.Dowód. Nieh f b�dzie dyfeomor�zmem Anozowa i g b�dzie C1-blisko f . Wtedy dla dowolnejg-trajektorii xn mamyDg(xn) � Df(xn) i Es(u)(f(xn)) � Es(u)(xn+1)(Es(u) to podwi¡zka stabilna (niestabilna) dla f). Zatem mo»na znale»¢ Ln takie, »e Dg(xn)jest bliskie Ln i Ln s¡ jak w lemaie (??). Istnieje wi� i¡g stabilnyh (niestabilnyh) roz-maito±i Es(u)n , Dg(xn)(Es(u)n ) = Es(u)n+1. Poniewa» Dg(xn) s¡ liniowe, Es(u)n s¡ podprzestrzeni-ami liniowymi.(Mo»na byªo skorzysta¢ z �Shadowing lemma�, przybli»y¢ xn, które jest �-trajektori¡, je±li�C0(f; g) < �, przez f -trajektori� yn i wzi¡¢ za Ln ró»nizki Dg(yn), we wspóªrz�dnyh, wktóryh Es(yn) ? Euyn .)Udowodnimy teraz �-strukturaln¡ stabilno±¢ dyfeomor�zmów Anosowa. Najpierw wprowadz-imy jednak nowe poj�ieDe�nija 8.25. Homeomor�zm f : M !M nazywamy ekspansywnym je±li8 r > 0 8x; y 2M; x 6= y 9n 2 Z �(fn(x); fn(y)) > rLemat 8.26. Na zbiorze hiperboliznym � jest ekspansywny.Dowód. Przypu±¢my, »e mamy dwie f -trajektorie w � (xn) i (yn) oraz �(xn; yn) 6 �. Wtedyw odpowiednih wspóªrz�dnyh wokól xn w otozeniah (zawieraj¡yh yn) mamy f �C1Df(xn) = Ln.Z lematu (??) (jednoznazno±¢) otrzymujemy w tyh otozeniahW s(u)(xn) =W s(u)(yn); zatem xn = yn:Twierdzenie 8.27. Dyfeomor�zmy Anosowa s¡ �-strukturalnie stabilne.Dowód. Ustalmy f dyfeomor�zm Anosowa. Je±li g jest C0-bliskie f , �C0(f; g) 6 � to ka»dag-trajektoria (xn) jest �-trajektoria yn, �(xn; yn) 6 �, (shadowing lemma).Zde�niujmy hgf (xn) = yn. h jest i¡gªe, bo je±li x0 jest bardzo blisko x00 to dªugie bloki g-trajektorii s¡ bliskie sobie, powiedzmy �-bliskie, wi� dªugie bloki f -trajektorii yn = hgf (xn),y0n = hgf (x0n) s¡ 3�-bliskie, to znazy �(yn; y0n) 6 3� dla jnj 6 N . St¡d wynika (¢wizenie), »e�(y0; y00) jest bardzo bliskie 0, �(y0; y00) ! 0 gdy N ! 1. (Mo»na w ten sposób udowodni¢76



Holderowsk¡ i¡gªo±¢ hgf ). Poniewa» hgf Æ g = f Æ hgf z tw. (8.24) wynika, »e je±li g jestC1-blisko f to g te» jest Anosowa. Mo»na zatem skonstruowa¢ hfg takie, »eM f����! Mhfg??y ??yhfgM ����!g MZatem hff : = hfgÆhgf sprz�ga f z samym sob¡. Z jednoznazno±i wynika, »e hff = id, bo idte» sprz�ga f z samym sob¡. Podobnie hgg = hgf Æhfg = id. Zatem hfg jest homeomor�zmemM . Jednoznazno±¢, z której skorzystali±my mo»na sformuowa¢ nast�puj¡oLemat 8.28. Je±li f jest ekspansywnym homeomor�zmem zbioru � � M na � oraz h1 i h2to przeksztaªenia pewnego zbioru A �M w �, g to przeksztaªenie A w A ih1 Æ g = f Æ h1; h2 Æ g = f Æ h2 to �(h1; h2) < r(staªa) ekspansywno±i z def. (8.25) implikuje h1 = h2.Dowód. Je±li h1(z) 6= h2(z) to 9n 2 Z�(h1(gn(z)); h2(gn(z))) = �(fn(h1(z)); fn(h2(z))) > r:Twierdzenie 8.29. Je±li �f jest zbiorem hiperboliznym dla dyfeomor�zmu f i g �C1 f toistnieje blisko �f zbiór niezmiennizy dla g �g, hiperbolizny dla g i homeomor�zmhfg : �f ! �g taki, »ehfg Æ f ���f = g���g Æ hfgh bliskie id.Dowód. Je±li (xn) to f -trajektoria �f to jest to �-g-trajektoria. Stosuj¡ lemat (8.19) takjak w dowodzie �Shadowing lemma� znajdujemy blisko (xn) g-trajektori� (yn) i de�niujemyhfg(xn) = ynUwaga 8.30. Analogizna teoria prawdziwa jest dla potoków.Przykªad 8.31. Nieh dla dyfeomor�zmu f powierzhni ma punkt homoklinizny, transwer-salny, to znazy W s(p) przeina W u(p) w punkie x transwersalnie. Wtedy istnieje dla fnieprzelizalny niezmiennizy zbiór hiperbolizny.Faktyznie, je±li �prostok¡t� K jest odpowiednio niski (krótki w kierunku W u(p)) to n, dlaktórego fn(K) otaza W u(p) a» do punktu a, jest du»e, wi� pasek fn(K) ienki.Wtedy \k2Zfnk(K) = �jest zbiorem hiperboliznym dla fn.Zbadajmy to dokªadniej w sytuaji idealnej (modelowej):77
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Rysunek 8.10:Przykªad 8.32. (Podkowa Smale'a)Nieh f : K ! R2 przeksztaªa kwadrat K dyfeomor�znie na swój obraz w R2 , w ten sposób,»e jest zªo»eniem najpierw przeksztaªenia a�niznego f1, a potem takiego f2, »e f1(K) jestprzeprowadzone przez f2 na �podkow��.Robimy to tak, »eby f na I0 i I1 b�d¡ymi przeiwobrazami przy f�1 skªadowyh J0, J1zbioruK\f(K) byªo a�nizne i przeksztaªaªo linie poziome w poziome, a pionowe w pionowe.Wida¢, »e � = \n2Zfn(K)to ilozyn kartezja«ski dwóh zbiorów Cantora, poziomego i pionowego.Zbadajmy � dokªadniej.Oznazmy �2 przestrze« i¡gów 0; 1 z metryk¡ �((�n); (�n)) = 2�N , gdzieN = min f jnj j �n 6= �ng.Przporz¡dkujmy i¡gowi �n zbiór \n2Zf�n(I�n):Ci¡g (�n) nazywamy kodem tego punktu x. fn(x) 2 I�n . �n dla n > 0 opisuj¡ przyszªo±¢tego punktu, a �n dla n < 0 przeszªo±¢.To przyporz¡dkowanie h jest homeomor�zmem. � jest zbiorem hiperboliznym. Rozmaito±istabilne w K to linie poziome, niestabilne to linie pionowe.
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Wykªad 9
Na przestrzeni �2 i¡gów �n = 0 lub 1, n = : : : ;�1; 0; 1; : : : mo»na wprowdzi¢ przesuni�ie wlewo 8 k �((�n)n)k = �k+1:Wtedy kodowanie h : �2 ! � zbioru niezmiennizego � dla podkowy Smale'a speªnia wªasno±¢f ��� Æ h = h Æ �:Przykªad 9.1. Mo»na bada¢ uogólnion¡ podkow� Smale'a gdzie zamiast jednego jest kilkakwadratów K1; : : : ;Kl a lizba skªadowyh f(Ki) \ Kj jest dowolna. Je±li I0; : : : ; Id to
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mo»e by¢ zakodowane przez przestrze« i¡gów symboli �n = 1; : : : ; d. W takim i¡gu jakokolejne symbole, mog¡ pojawia¢ si� tylko pary �n�n+1, dla któryhf(I�n) \ I�n+1 6= ;De�nija 9.2. Nieh A b�dzie maierz¡ d � d z wyrazami aij = 0 lub 1. Topologiznyªa«uh Markowa �(A) to przestrze« i¡gów(�n)n=:::;�1;0;1;:::; �n 2 f1; : : : ; dg ;takih, »e 8n a�n�n+1 = 1�(�(A)) = �(A):W poprzednim przykªadzie skonstruowali±my homeomor�zm h : �(A)! � dla odpowied-niej maierzy A.Uwaga 9.3. A mo»na uto»samia¢ z grafem skierowanym �A, którego wszystkie wierzhoªkiodpowiadaj¡ Ij, j = 1; : : : ; d. Kraw�dzie od Ii do Ij lizbom aij = 1. Punkty � to niesko«-zone ±ie»ki po gra�e.Mo»na zaz¡¢ od grafu �, którego wierzhoªkami s¡ Kj, a od Kj do ki jest tyle kraw�dzi ileskªadowyhKi\f�1(Kj). Wtedy �A b�dzie grafem pohodnym, to znazy jego wierzhoªkamis¡ kraw�dzie �, a kraw�dziami, pary kraw�dzi takie, »e konie pierwszej to poz¡tek drugiej.Zajmiemy si� teraz analogizn¡ konstrukj¡ dla zbiorów hiperboliznyh.De�nija 9.4. Mówimy, »e zbiór zwarty X, niezmiennizy dla homeomor�zmu f , okre±lonegona jego otozeniu, jest izolowany (inna nazwa: lokalnie maksymalny) je±li istnieje wdziedzinie f otozenie U zbioru X takie, »e\n2Zfn(U) = X(Inazej mówi¡: je±li x 2 X n U to jego trajektoria, albo w przód, albo w tyª uieka z U .)De�nija 9.5. X jest atraktorem je±li\n>0 fn(U) = X:Lemat 9.6. Je±li � zbiór hiperbolizny dla dyfeomor�zmu f jest izolowany to ma lokaln¡struktur� ilozynu, to znazy8x; y x blisko y W slo(x) \W ulo(y) 2 �:Dowód. W s� (x) \W u� (y) dla � dostateznie maªego, to dokªadnie jeden punkt, bo Es i Eu s¡podwi¡zkami i¡gªymi na � i W s(u)� (x) jest w x styzne do Es(u)(x), bliskie C1 w otozeniuB(x; �), niezale»ne od x. (Patrz Lemat (8.1) o jednostajnym zaburzeniu). Mamy wi� dlafzg =W s� (x) \W u� (y) 8n > 0 �(fn(x); fn(y)) 6 � (! 0) i8n > 0 �(f�n(x); f�n(y)) 6 �:Zatem aªa trajektoria fn(z) n 2 Z pozostaje blisko �, nale»y wi� do � z de�niji z.82



�wizenie 9.7. Udowodni¢ Lemat w drug¡ stron�, to znazy, »e lokalna struktura ilozynuimplikuje, »e � jest izolowany.Oznazamy W slo(x) \W ulo(y) przez [x; y℄.De�nija 9.8. Zwarty podzbiór R � � nazywamy prostok¡tem je±li 8x; y 2 R mamy[x; y℄ 2 R, oraz R = IntR.Dla x 2 R oznazmy W sR(x) =W s� (x) \R.Oznazmy brzegiem stabilnym, �sR, zbiór�s(R) = [x2R ��\Wu� (x)W uR(x)gdzie indeks przy brzegu � oznaza przestrze« topologizn¡, w której brzeg jest rozwa»any.Analogiznie de�niujemy brzeg niestabilny �uR.De�nija 9.9. Rozbiiem Markowa zbioru � hiperboliznego, izolowanego, nazywamytakie sko«zone pokryie � prostok¡tami Rj , j = 1; : : : ; d, »e IntRi \ IntRj = n dla i 6= j.1. Dla ka»dego x 2 IntRi, je±li f(x) 2 IntRj toW uRj (f(x)) � f(W uRi(x)) i f(W sRi(x)) �W sRj (f(x))oraz
x f(x)

f(W (x))s

Rysunek 9.3:2. f(W uRi(x)) zawiera dla ka»dego j najwy»ej jeden zbiór W uRj (y) (to znazy je±li zawieraW uRj (y1) i W uRj (y2) to W uRj (y1) =W uRj (y2)).Uwaga 9.10. Wida¢ »e warunek 1 implikuje, »e dla �s = Sdi=1 �sRi i �u = Sdi=1 �uRimamy f(�s) � �s i f�1(�u) � �u:Odwrotnie to mo»e nie by¢ prawd¡, je±li na przykªad �s(u) s¡ puste, warunek 3 jest pusty.Je±li jednak 8 i; x 2 Ri IntW u(s)Ri (x) jest spójny, to 3=>1 (¢wizenie).Dla dyfeomor�zmu Anosowa, b�d¡ego algebraiznym, hiperboliznym automor�zmem torusaT2, to znazy danym hiperbolizn¡ maierz¡A : R2ÆZ2 ! R2ÆZ283



(przeksztaªeniem liniowym) o aªkowityh wspólzynnikah i det(A) = 1 �porz¡dne� rozbiieMarkowa mo»na skonstruowa¢ bezpo±rednio. Nazywa si� ono rozbiiem Adlera-Weissa(de fato byªo ono ju» skonstruowane na wykªadzie 5).Dla 0 < �1 < 1 �2 > 1 warto±i wªasnyh A rozmaito±¢ stabilna punktu staªego 0 to prostaw kierunku wektora wªasnego odpowiadaj¡ego �1, niestabilna w kierunku wektora wªasnegoodpowiadaj¡ego �2 (patrz Wykªad 8). Nieh l b�dzie odinkiem W u(0) ª¡z¡ym 0 i punkta 2W s(0) taki, »e odinek ls ª¡z¡y wW s(0) a i 0 nie przeina l. Przeksztaªenie pierwszego
R

R

a a a

a a a

c

0 0

0 0 0

0
1

2

l b

Rysunek 9.4:powrotu wzdªu» stabilnej foliaji W s do odinka l, (przy ustalonym kierunku), mo»e mie¢najwy»ej 2 punkty niei¡gªo±i, przeiwobrazy ko«ów l, ale tu dzi�ki spejalnemu doborowia jest tylko 1 punkt b (porównaj Wykªad 5.). Otrzymujemy rozbiie T2 na dwa prostok¡tyR1 i R2.Mamy �u = l; �s = odinek[b; ℄ �W s(0)Ozywi±ie f�1(�u) � �u; f(�s) � �s:Warunek (3), a zatem (1) (patrz Uwaga 2) jest speªniony. Nie jest niestety speªniony warunek(2), bo R1 i R2 s¡ za du»e (porównaj K1 i K2 w przykªadzie 1).Za prostok¡ty daj¡e rozbiie Markowa nale»y wzi¡¢ skªadowe Ri \ f�1(Rj), i; j = 1; 2. Dlauzyskania drobniejszego rozbiia Markowa mo»na powtórzy¢ t� operaj� itd.Uwaga 9.11. Dla dyfeomor�zmów Anosowa rozmaito±i wymiaru > 3 na ogóª �s i �u s¡fraktalami (nie s¡ rozmaito±iami ró»nizkowalnymi).Uwaga 9.12. W przykªadzie 1 rozbiiem Markowa jestf I1; : : : ; IdgUwaga 9.13. Przy ustalonym rozbiiu Markowa fRigi=1;:::;d nieh dla maierzy A = (aij)i;j=1;:::;daij = � 1 je±li f(IntRi) \ IntRj 6= ;0 je±li f(IntRi) \ IntRj = ;Wtedy h : �(A)! �; h((�n)n=:::;�1;0;1;:::) = \n2Zf�n(R�n)jest dobrze zde�niowanym przeksztaªeniem i¡gªym i h Æ � = f Æ h.(Ponadto dla ka»dej miary ergodyznej �-niezmiennizej � na �(A), h� : � ! h�(�), gdzieh�(�) := � Æ h�1, jest izomor�zmem teorio-miarowym. To b�dzie bli»ej wyja±nione nawykªadzie z ukªadów dynamiznyh.) 84



Konkluzja:Rozbiie Markowa pozwala na prawie 1-1 kodowanie topologiznym ªa«uhem Markowa.Przykªad 9.14. Wró¢my do podkowy Smale'a. Rozszerzymy f do dyfeomor�zmu aªej sferyS2. Do kwadratu K dolepione s¡ dwa póªkola P1 i P2. Dysk topologizny P1 [K [ P2 jest
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2

1

1

2Rysunek 9.5:przeksztaªony w siebie, P1, P2 na zakreskowane obrazy w P1. q1 to ±iek. Mo»na wtedyrozszerzy¢ f do S2, tak, »eby opróz ¹ródªa q2 ka»da trajektoria wpadaªa w P1 [ K [ P2.Zbiór punktów niebª¡dz¡yh to 
 = fq1g [ fq2g [ � (9.1)gdzie jak poprzednio � = Tn2Zfn(K). Ka»dy ze zbiorów fq1g [ fq2g, � to izolowany punktniezmiennizy, hiperbolizny. Punkty okresowe s¡ g�ste w 
 (¢wizenie). Jest to przykªadprzeksztaªenia speªniaj¡y tak zwany Aksjomat A (Smale'a)De�nija 9.15. Dyfeomor�zm f : M !M rozmaito±i zwartej speªnia Aksjomat A je±li1. 
 jest sko«zon¡ sum¡ zbiorów hiperboliznyh.2. Per(f) = 
(f)Uwaga 9.16. Dla dimM = 2 (1)=>(2), je±li dimM > 3 to tak by¢ nie musi. Przykªad niejest prosty.Je±li f speªnia Aksjomat A to mo»na wprowadzi¢ relaj� równowa»no±i na punktah okre-sowyh: x � y je±li istniej¡ punkty p1, p2, w któryh W s(x) przeina W u(x), transwersalnie.�wizenie 9.17. Sprawdzi¢, »e to relaja równowa»no±i. Wsk: �-lemat.Domkni�ia tyh klas równowa»no±i daj¡ rozbiie 
(f) na sko«zon¡ lizb� zbiorów hiper-boliznyh, tak zwane rozbiie spektralne (sko«zone bo punkty okresowe blisko siebiemusz¡ by¢ równowa»ne).W przykªadzie 2 rozbiie 
 jak w (9.1) jest rozbiiem spektralnym.We»my rozbiie 
 = 
1 [ : : : [ 
n na wi�ksze zbiory, orbity zbiorów rozbiia spektralnego(musz¡ to by¢ orbity okresowe bo rozbiie spektralne jest sko«zone).Mo»emy podobnie jak dla dyfeomor�zmu Morse'a-Smale'a wprowadzi¢ relaj�
i 6 
j ; je±li 9x 2 
i; y 2 
jW s(x) \W u(y) 6= ;:85



Zaªó»my, »e jest to relaja z�±iowego porz¡dku ( to znazy nie ma ykli 
i1 < : : : < 
i2 .Dla Morse'a-Smale'a nie trzeba byªo tego zakªada¢, wynikaªo to z tego, »e zakªadali±my tran-swersalno±¢ przei�¢ W s i W u). Wtedy jak w przypadku M-S dowodzi si�, »e istnieje �ltraja.Dzi�ki temu, podobnie jak dla M-S nie ma dla maªyh zaburze« f 
-eksplozji. Co wi�ejotrzymujemy nast�puj¡eTwierdzenie 9.18. Aksjomat A i brak ykli implikuje C1 � 
-stabilno±¢, to znazy je±li gjest C1-bliskie f , które speªnia aksjomat A i brak ykli, to istnieje homeomor�zmh : 
(f)! 
(g);taki, »e h Æ f ��
(f) = g��
(g) Æ h:Poza tym g te» speªnia Aksjomat A i warunek braku ykli.Prawdziwe jest te» nast�puj¡e twierdzenie uogólniaj¡e twierdzenie o strukturalnej sta-bilno±i ukªadów Morse-a-Smale'a.Twierdzenie 9.19. Aksjomat A i silny warunek transwersalno±i (to znazy ka»dy punktprzei�ia W s(x) i W u(y) jest punktem transwersalnego przei�ia) implikuj¡ C1-strukturaln¡stabilno±¢.Dowód. Trudny. Mo»na znale¹¢ w pray C. Robinson, �Journal of Di�erential Equations�22(1976), str. 28-73.Prawdziwe s¡ te» twierdzenia odwrotne do twierdze« (9.18) i (9.19), to znazy C1 �
-stabilno±¢ (odpowiednio C1-strukturalna stabilno±¢) implikuje Aksjomat A i brak ykli(odpowiednio silny warunek transwersalno±i).Mamy wi� peªn¡ harakteryzaj� ukªadów C1 � 
-stabilnyh i C1-strukturalnie stabilnyh.Gªównym autorem dowodów tyh twierdze« byª Riardo Mane, w latah 80-tyh. Do dowodówpotrzebne byªy nowe metody: teorii ergodyznej.Na konie jesze kilka wa»nyh przykªadów zbiorów hiperboliznyhPrzykªad 9.20. (Solenoid)Nieh K b�dzie peªnym torusem w R3 . Sparametryzujmy go jako ilozyn kartezja«ski okr�gui dysku jednostkowego w R2 ('; x; y). Zde�niujmy f : K ! K wzorem
Rysunek 9.6:f('; x; y) = (2�; r0 sin'+ �x; r0 os'+ �y);gdzie r0 + � < 1 i � < r0. 86



Wida¢, »e f jest 1� 1 i f(K) jest ienkim, podwójnie nawini�tym peªnym torusem.� = \n>0 fn(K) nazywamy solenoidem.Jest to zbiór hiperbolizny, atraktor. W s(z0) w K to dysk z ustalonym ' = '0, gdziez0 = ('0; x0; y0) 2 �.W u(z0) to linia �mniej wi�ej� w kierunku '. (Isnienie Eu trzeba udowodni¢, ¢wizenie.)Ustalonemu i¡gowi '0; '�1; : : : ; '�n takiemu, »e 2'�n(mod2�) = '�n+1 mo»na przyporz¡d-kowa¢ \n>0 fn(D'�n):To jest jeden punkt, bo f jest kontrakj¡ na dyskah.Mamy wi� homeomor�zm z fS1 na �, gdzie fS1 jest przestrzeni¡ wy»ej opisanyh i¡gów.fS1 jest grup¡, grani¡ odwrotn¡ systemu: : :!z2 fS1 !z2 fS1(zastosowaªem tu zapis multiplikatywny).('0; '�1; : : :) � ( 0;  �1; : : :) = ('0 0; '�1 �1; : : :)To jest element graniy odwrotnej (trajektoria wstez dla z 7! z2), bo z 7! z2 jest homomor-�zmem ('n n)2 = '2n 2n = 'n+1 n+1:Na � udaªo si� wi� wprowadzi¢ struktur� grupy.Przykªad 9.21. Zaburzymy (mono) przeksztaªenie f torusa, Anosowa, dane maierz¡� 2 11 1 �Zmie«my f w otozeniu 0 tak, »eby zero, które jest siodªem, staªo si� ¹ródªem. B�dziemy
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Rysunek 9.7:zmienia¢ f tak, »eby proste stabilne (blisko 0) nadal przehodziªy w te same proste stabilne.Dla f na W slo(0) mamy kontrakj�. Ni»ej rysuj� wykres f0 = f ��W slo(0) i nowego, po zaburze-niu, g0 = g��W slo(0).Na W slo(0), x 2 W slo(0) to zaburzenie gªadko wygaszam. We wspóªrz�dnyh (x; y), wktóryh W s = fx = onstg, W u = fy = onstg, w otozeniu 0, mo»na g zapisa¢ jakog(x; y) = (F (x); �(x)g0(y) + (1� �(x))f0(y));87
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Rysunek 9.8:
uW (0) x

y W (0)sRysunek 9.9:
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Rysunek 9.10:gdzie F (x) to pierwsza wspóªrz�dna f(x; y). Nie zale»y ona od y. �(x) jest gªadka z wykresemJe±li U to otozenie 0, mamy atraktor hiperbolizny� = \n>0 fn(T2 n U);Niezmienniza podwi¡zka Es jest na � taka jak poprzednio. Podwi¡zk� Eu na � uzyskujemyjako grani� Dgn(Eu) dla starej wi¡zki Eu. Mamy bowiem kontrakj� Dg na przestrzeniwi¡zek bliskih staremu Eu na �.Uwagi:1. Taki sam dowód daje hiperbolizno±¢ solenoidu.2. Porównaj dowód tw.(8) z wykªadu (8).Je±li z T2 wyjmiemy l =W ulo(0) dla f , to f dziaªa na przestrzeni A skªadowyh W sglob(x) n l(to znazy skªadowe przeprowadza w skªadowe, zasem w jedn¡).Podobnie jak dla solenoidu � jest grani¡ odwrotn¡ systemu: : :!F A !F A;88



gdzie F to przeksztaªenie indukowane przez f na przestrzeni skªadowyh A. Tutaj skªadoweodgrywaj¡ rol� dysków w konstrukji solenoidu.Mo»na nada¢ A struktur� rozgaª�zionej rozmaito±i (krzywej). Wtedy F jest rozi¡gaj¡a
A

Rysunek 9.11: Zlepka dwóh okr�gów(podobnie jak z2 na S1 dla solenoidu).�wizenie 9.22. Zanurzy¢ A w T2 n l tak, »eby ka»da skªadowa byªa przei�ta transwersalnie.Uwaga 9.23. Uzyskane g nazywa si� DA-dyfeomor�zmem (Derived from Anosov). Kon-strukja topologiznie polegaªa na tym, »e rozmaito±¢ W uglob(0) rozdmuhali±my do �szzeliny�g�stej w T2 (porównaj ze zbiorem minimalnym zawieszenia C1-dyfeomor�zmu okr�gu z niewymiern¡lizb¡ obrotu bez g�styh trajektorii, to znazy z bª¡dz¡ym ªukiem - przykªad Denjoy).Twierdzenie 9.24. (R.F. Williams)Ka»dy hiperbolizny rozi¡gaj¡y atraktor (Expanding attrator) jest grani¡ odwrotn¡ sys-temu : : :!f A !f A;dla f rozi¡gaj¡ego przeksztaªenia pewnej rozgaª�zionej rozmaito±i A.De�nija 9.25. Rozi¡gaj¡y znazy, »e wymiar topologizny � jest równy u = dimEu.Intuiyjnie: wzdlu» � jest tylko rozi¡ganie.De�nij� rozgaª�zionej rozmaito±i przedstawia rysunek:Przerywane, to linie rozgaª�zie«.
Rysunek 9.12: Rozmaito±¢ rozgaª�zionaMody�kuj¡ DA-dyfeomor�zmy mo»emy udowodni¢Twierdzenie 9.26. Dyfeomor�zmy strukturalnie stabilne nie s¡ g�ste w topologii C1 w przestrzenidyfeomor�zmów torusa T2Dla g1 istnieje y 2 � taki, »e W s(y) jest styzna do W u(0). Taka styzno±¢, stabilna przyC1-zaburzonyh g1 (zmienia si� y) powoduje brak strukturalnej stabilno±i. Mo»na skorzysta¢z tw. odwrotnego do tw. (9.19), ale mo»na to ªatwo pokaza¢ elementarnie, ¢wizenie.89
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Rysunek 9.13: g DA-dyfeomor�zm i g1-zmody�kowane gPrzykªad 9.27. (Plykin)Rozi¡gaj¡y atraktor hiperbolizny mo»na skonstruowa¢ na pªaszzy¹nie. Wtedy jednakwi¡zka Es(u)� musi by¢ nieorientowalna i lizba skªadowyh R2 n � > 4. � jest wspólnymbrzegiem tyh skªadowyh.Inny przykªad typu Plykina.
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Wykªad 10
Zajmiemy si� badaniem osobliwo±i pól wektorowyh, to znazy pól wektorowyh V wotozeniu x, gdzie V (x) = 0. W szzególno±i zbadamy, zy w tw. Grobmana-Hartmana niemo»na linearyzuj¡ego homeomor�zmu h zast¡pi¢ gªadkim dyfeomor�zmem.Najpierw podam pewne ogólne rozwa»ania.Nieh � t b�dzie potokiem dyfeomor�zmów generowanym polem Xd� tdt (x) = X(� t(x))Oznazmy V t(x) = D��tV (� t(x)): (10.1)Pole jest V we wspóªrz�dnyh ��t, hemy bada¢ zmian� pola przy zmianah wspóªrz�dnyhdyfeomor�zmami tego potoku.Mamy dV tdt ��t=0(x) = limt!0 D��tV (� t(x)) � V (x)tTo ostatnie wyra»enie nazywa si� ilozynem Liego [X;V ℄(x). T� operaj� V.Arnold nazywaoperaj¡ rybaka. Potokiem ��t plyn¡ wektory pola V (lub inne obiekty). Rybak siedzi nabrzegu, ªowi je i ró»nizkuje.Dla dowolnego t0dV tdt ��t=t0(x) = limt!t0 D��(t�t0)D��t0V � t0��(t�t0)(x)�D��t0V � t0(x)t� t0Zatem pole V t speªnia z¡stkowe równanie ró»nizkowe[X;V t℄ = _V t: (10.2)Rownanie (10.2) jest liniowym równaniem ró»nizkowym, wi� (formalnie) mo»na napisa¢
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V    (x)φtD     V   (x)φ−tRysunek 10.1: Przeksztaªenie rybaka91



rozwi¡zanie V t = et[X;�℄(V ) = 1Xn=0[X; [X; [: : : [X;V ℄ : : :℄℄℄ 1n! tn: (10.3)Oznazmy przez Js przestrze« pól wektorowyh V zde�niowanyh na otozeniu 0 2 Rm ,takih, »e V (0) = 0 i ponadtoV = mXi=1 �i ��xi , gdzie �i = Xs1+:::+sm=s as1:::smxs1 : : : xsmas1:::sm 2 R:(to znazy wspóªzynniki �i przy ��xi s¡ wielomianami jednorodnymi stopnia s). Czasemprzez Js b�d� po prostu oznazaª rodziny wielomianów jednorodnyh stopnia s.Lemat 10.1. Je±li X = Xs + o(jxjs); V = Vr + o(jxjr)dla x 2 Rm blisko 0, Xs 2 Js, Vr 2 Jr, to[X;V ℄ = [Xs; Vr℄ + o(jxjs+r�1) i [Xs; Vr℄ 2 Js+r�1:W szzególno±i (porównaj formalne (10.3)),V 1 = V + [Xs; Vr℄ + o(jxjs+r�1) (10.4)je±li s; r > 1 i je±li V , X s¡ analityzne.Przed udowodnieniem lematu (10.1), zatrzymajmy si� jeszze nad ogólnymi wªasno±iamiilozynu Liego. [X;X℄ = 0 bo 8 t D��tX� t(x) = X(x) je±li X = _� t:Zatem1. [X;Y ℄ = �[Y;X℄2. Mo»na te» udowodni¢ nast�puj¡¡ tozsamo±¢ Jaobiego:[X; [Y;Z℄℄ + [Y; [Z;X℄℄ + [Z; [X;Y ℄℄ = 0:Przestrze« liniowa X z dwuliniowym przeksztaªeniemX � X ! X ; (X;Y ) 7! [X;Y ℄speªniaj¡ym warunki (i)(ii) nazywa si� algebr¡ Liego. (Tutaj X to przestrze« pólwektorowyh nad R).Zauwa»my, »e u nas z de�niji dla f 2 C1 mamy dodatkow¡ wªasno±¢:[X; fY ℄ = (DXf)Y + f [X;Y ℄: (10.5)We wspoªrz�dnyh x1; : : : ; xm mo»na polizy¢, »e dlaX = mXi=1 fi ��xi ; Y = mXj=1 gj ��xj92



[X;Y ℄ = mXj=1(DXgj) ��xj + mXj=1 gj [X; ��xj ℄ (z (10.5))= (z (i)) mXj=1(DXgj) ��xj � mXj=1 gj [ ��xj ;X℄ == mXj=1(DXgj) ��xj � mXj=1 gj mXi=1( ��xj fi) ��xi � mXj=1 gj mXi=1 fi[ ��xj ; ��xi ℄ == mXj=1(DXgj) ��xj � mXi=1(DY fi) ��xi :Mo»na to zapisa¢ jako [X;Y ℄ = DXY �DYX: (10.6)Dowód. (lematu (10.1)). Wzór na[X;V ℄ = [Xs; Vr℄ + o(jxjs+r�1)wynika natyhmiast z (10.6).Wzór na V 1 wynika z analityzno±i X, V i z (10.3), w odpowiednio maªym otozeniu 0zapewniaj¡ym zbie»no±¢ szeregów (t = 1).Z tego lematu nie b�dziemy dalej korzysta¢, miaª on tylko wyja±ni¢ o o hodzi. B�dziemybowiem zamiast zmienia¢ wspóªrz�dne dyfeomor�zmem ��1, po prostu zmienia¢ wspóªrz�dnepisz¡ X = y �X(y).(Mamy dla X 2 Js, je±li s > 2,X � (��1 � id) = o(jXjs), gdzie _� t = X(� t); wizenie):Przyda nam si� jeszze nast�puj¡y wariant twierdzenia o istnieniu funkji odwrotnej.Lemat 10.2. Je±li x = y + h(y), y 2 Rm , gdzie h(y) = (h1(y); : : : ; hm(y)) to wielomianyjednorodne stopnia r > 2 (lub ogólniej h to funkje analityzne, h = H + K, gdzie H towielomiany jednorodne stopnia r, K = o(jyjr)). Wtedy w otozeniu 0 2 Rm istnieje funkjaodwrotna, która jest postai y = x� h(x) + �(x);gdzie � to funkja analityzna �(x) = o(jxjr).Dowód. Mamy y = x� h(y) (10.7)Rozwa»my i¡g funkjii y0(x) = x...yn+1(x) = x� h(yn(x))...Je±li istnieje grania y = limn!1 yn to jest rozwi¡zaniem (10.7).93



Mamy jyn+2(x)� yn+1(x)j = jh(yn+1(x))� h(yn(x))j 6 12 jyn+1(x)� yn(x)jo ile Liph 6 12 . Mo»na to sobie zapewni¢ zmieniaj¡ h poza pewnym otozeniem 0, B(0; Æ).Wtedy yn(x) ! y(x), o ile jxj 6 12Æ, wtedy bowiem yn(x) 2 B(0; Æ), wi� w dziedzinie gdziestare h jest równe nowemu.Zbadajmy bli»ej funkj� y(x). Oznazmy yn+1 = yn + �n. Wtedy�n+1 = h(yn+1)� h(yn) = h(yn + �n)� h(yn):Oznazmy przez s(�n) najmniejszy stopie« jednomianu, w sumah daj¡yh wielomiany �n.Wtedy hi(yn + �n)� hi(yn) = ayr�1n �n + byr�2n �2n + : : :Zatem s(�n+1) > r � 1 + s(�n), wi� s(�n+1) > s(�n). St¡d ka»dy wspóªzynnik rozwini�-ia (formalnego) Taylora y(x) jest taki sam jak yn(x) dla du»yh n, w szzególno±i mamyzbie»no±¢ wspóªzynników po n.Jeszze nie wiemy, zy ten formalny szereg Taylora dla y(x) jest zbie»ny w jakiej± kuli wokól0. Mo»na to sprawdzi¢ szauj¡ wyrazy szeregu. Mo»na te» wywnioskowa¢ analityzno±¢rozwa»aj¡ i¡g yn(x) dla zespolonyh x, yn(x) 2 Cm . Tak jak dla funkji jednej zmiennejzbie»no±¢ punktowa funkji analityznyh implikuje analityzno±¢ graniy (wzór Cauhy'egof(z) = 1(2�i)m Zj�1�z1j=Æ1 : : : Zj�m�zmj=Æm f(�1; : : : ; �m)d�1 : : : d�m(�1 � z1) : : : (�m � zm) :)Lemat 10.3. Nieh h = (h1; : : : ; hm) to wielomiany jednorodne na Rm stopnia r > 2. Wtedyrównanie ró»nizkowe, liniowe _y = Ayprzehodzi przy zamianie zmiennyh x = y + h(y) w otozeniu 0 na równanie_x = Ax+W (x) + k(x);gdzie W (x) = Dh Æ A(x)�Ah(x) 2 Jr;k(x) jest analityzna, k(x) = o(jxjr).Dowód. Po podstawieniu i skorzystaniu z lematu (10.2) mamy_x = (Id+Dh) _y = (Id+Dh)Ay(x) = (Id+Dh)A(x� h(y) + �(x)) == Ax�Ah(x) +Dh(Ax) + �(x);gdzie �(x) = A�(x)�DhAh(x) +DhA�(x) jest analityzna, �(x) = o(jxjr).(Podkre±lone wyra»enie zgadza si� z (10.1), przy zym h odpowiada �x).Uwaga 10.4. Mo»na to zapisa¢ jako_x = Ax+ [Ax; h(x)℄ + �(x); (10.8)bo z wzoru (10.6)[Ax; h(x)℄ = DAxh(x)�Dh(x)Ax = Dh(x)(Ax) �A(h(x)):94



Konkluzja. Maj¡ dane równanie ró»nizkowe_y = Ay + �(y) + kr(y) + �(y) + o(jyjs);gdzie � 2 J2 � : : :� Jr�1, kr 2 Jr, � 2 Jr+1 � : : :� Js, gdzie s = 2; 3; : : : ;1; ! (1 oznazadla o(jyjs), »e funkja jest pªaska, to znazy o(jyjt) 8 t < 1, ! oznaza, »e o(jyjs) � 0), ih¡ pozby¢ si� kr(y) wystarzy rozwi¡za¢ tak zwane równanie homologizne[Ay; h(y)℄ = �kr(y) (10.9)Je±li h speªnia to równanie, to zmiana wspóªrz�dnyh x = y + h(y) zmienia równanie na_x = Ax+ �(x) + (x) + o(jxjs), gdzie  2 Jr+1 � : : : � Js:Je±li [Ay; h(y)℄ = �l(y), l 2 Jrto otrzymamy _x = Ax+ �(x) + (kr(x)� l(x)) + (x) + o(jxjs):Oznazenie8 r > 2 oznazmy operator liniowy przestrzeni Jr w siebieh 7! [Ax; h℄, przez LrA:Twierdzenie 10.5. Je±li Br 2 Jr to przestrzenie liniowe takie, »eIm(LrA)�Br = Jr, to 8 r = 2; 3; : : :równanie ró»nizkowe _y = Ay + k(y) + o(jyjr); (10.10)gdzie k = Prs=2 ks 2 J2 � : : : � Jr, mo»na wielomianow¡ zamian¡ zmiennyh zamieni¢na rówanie w tak zwanej postai normalnej_x = Ax+ h(x) + o(jxjr), - posta¢ normalnagdzie h =Prs=2 hs, hs 2 Bs.W szzególno±i, je±li wszystkie LrA przeksztaªaj¡ na Jr, to_x = Ax+ o(jxjr):Formaln¡ zamian¡ zmiennyh mo»na uzyska¢_x = Ax+ h(x); h = 1Xs=2 hs; hs 2 Bs;a je±li wszystkie LrA s¡ na, to mo»na zlinearyzowa¢ formalnie do_x = Ax:Dowód. Rozkªadamy k2 = k02 + k002 , gdzie k02 2 Im(LrA), k002 2 B2. Z Konkluzji (rozwi¡zuj¡(10.9) dla k02), otrzymujemy w nowyh zmiennyh (10.10), gdzie k2 2 B2 (kr, r > 2 zmieniaj¡si�). Dalej (rozwi¡zuj¡ (10.9) dla k03) uzyskamy (10.10), gdzie k3 2 B3 (nie zmienia si� k2),itd : : :. 95



Uwaga 10.6. W tym twierdzeniu z�±¢ liniowa pola Ax jest �maszynk¡�, która dzi�ki zmianomwspóªrz�dnyh pozwala zredukowa¢ wszystkie h 2 ImLrA. Okazuje si�, »e �z�sto� z�±¢nieliniowa pola, 2 Br jest �maszynk¡� pozwalaj¡¡ na dalsze redukje. (Nie b�dziemy rozwija¢dalej tego pomysªu patrz R.Roussard �Modeles loaux de hamps et de forms�, Asterisque30(1975)).Zbadajmy dokªadnie operatory LrA. Zaªó»my dla uproszzenia, »e wszystkie klatki Jordanas¡ 1 � 1. Wybierzmy wspóªrz�dne takie, »e ��xj (0) to baza wektorów wªasnyh A, mog¡ toby¢ wektory w C n , wtedy nierzezywiste s¡ parami sprz�»one.Lizymy z wzoru (10.6), r1 + : : :+ rm = r[ mXi=1 �ixi ��xj ; xr11 : : : xrmm ��xj ℄ == mXi=1 �ixirixr11 : : : xri�1i : : : xrmm ��xj � �jxr11 : : : xrmm ��xj == (( mXi=1 �iri)� �j)xr11 : : : xrmm ��xj :Wida¢ wi�, »e wszystkie jednomiany xr11 : : : xrmm ��xj s¡ wektorami wªasnymi LrA : Jr ! Jr.Warto±iami wªasnymi s¡( mXi=1 �iri)� �j; r1; : : : ; rm > 0; X ri = r:De�nija 10.7. Ukªad warto±i wªasnyh �1; : : : ; �m, parami ró»nyh, nazywamy rezonan-sowym, je±li istniej¡ lizby aªkowiter1; : : : ; rm > 0; mXi=1 ri > 2;taki, »e X ri�i = �j (10.11)dla pewnej lizby j 2 f 1; : : : ;mg. Równanie (10.11) nazywamy rezonansem.Z twierdzenia (10.5) wynikaj¡ nast�puj¡e twierdzenia:Twierdzenie 10.8. (Poinare) Je±li warto±i wªasne maierzy A nie s¡ ukªadem rezonan-sowym, to równanie _y = Ay + k(y) + o(jyjr);gdzie k(y) 2 J2 � : : : � Jr, zamian¡ zmiennyh klasy Cr mo»na zamieni¢ na równanie _x =Ax+ o(jxjr). Je»eli _y = Ay+ k(y), gdzie k to szereg, to formaln¡ zamian¡ zmiennyh mo»nauzyska¢ _x = Ax:96



Twierdzenie 10.9. (Poinare-Dula) Równanie_y = Ay + k(y) + o(jyjr);mo»na zamian¡ zmiennyh klasy Cr sprowadzi¢ do równania_x = Ay + h(y) + o(jyjr), gdzieh = rXs=2 hs; hs = (hs;1; : : : ; hs;m);hs;j = Xs1;:::;sm>0;P si=s as1:::smxs11 : : : xsmm ;ostatnia suma po ukªadah sj daj¡yh rezonansmXi=1 si�i = �jDowód. Dla r sko«zonyh, jak i warianie formalnyh zmian zmiennyh twierdzenia 2, 3wynikaj¡ natyhmiast z Tw. (10.5). Dla r = 1 nale»y skorzysta¢ z Tw. Borela, o tym, »eka»dy i¡g lizb mo»na zrealizowa¢ jako i¡g pohodnyh w 0 funkji klasy C1. (o(jxjr) dlar =1 oznaza funkj� �pªask¡� to znazy jej wszystkie pohodne w 0 s¡ równe 0. Równowa»nade�nija jest podana w Konkluzji).Nale»y jeszze zwrói¢ uwag� na to, »e dla nierzezywistyh warto±i wªasnyh A, wys-t�puj¡ one parami �, �. Wtedy przestrzenie ImLsA maj¡ parami sprz�»one wektory bazy ito samo dotyzy uzupeªniaj¡yh wektorów bazy Bs. Zatem zmiany wspóªrz�dnyh i h(x)mo»na uzyska¢ rzezywiste.De�nija 10.10. Hiperpªaszzyzn� w Cm = f (�1; : : : ; �m)g okre±lon¡ przez równaniemXi=1 ri�i = �j; X ri > 2; ri > 0; ri 2 Znazywamy hiperpªaszzyzn¡ rezonansow¡ (porównaj (10.11))Takih pªaszzyzn jest niesko«zenie (przelizalnie) wiele.De�nija 10.11. Ukªad (�1; : : : ; �m) 2 Cm nale»y do obszaru Poinare'go P � Cm je±liuwypuklenie Conv(�1; : : : ; �m) w C , nie zawiera 0 2 C .De�nija 10.12. (�1; : : : ; �m) 2 Cm nale»y do obszaru Siegela S � Cm je±liConv(�1; : : : ; �m) 30 w C .Twierdzenie 10.13. 1. Ka»dy punkt obszaru Poinare'go le»y najwy»ej w sko«zonej liz-bie hiperpªaszzyzn rezonansowyh i ma otozenie nie przeinaj¡e si� z innymi hiper-pªaszzyznami rezonansowymi.2. Ka»dy punkt obszaru Siegela jest punktem skupienia i¡gu ró»nyh pªaszzyzn rezonan-sowyh. 97



Dowód. 1. Je±li istnieje i¡g (�k1 ; : : : ; �km) i i¡g ukªadów (rk1 ; : : : ; rkm), k = 1; : : :,Pmi=1 rki �ki =�kj , �ki ! �i, to mXi=1 rkiP1j=1 rki �ki !k!1 0;bo P rki !k!1 0. Wybieraj¡ podi¡gi zbie»neskni = rkniPmi=1 rkni ! si;mamy mXi=1 si�i = 0; si > 0; X si = 1;wi� (�1; : : : ; �m) nale»y do obszaru Siegela, wi� nie Poinare.2. Je±li istniej¡ si > 0, Pmi=1 si = 1 takie, »e Pmi=1 si�i = 0, to mo»na przybli»y¢ sinieujemnymi lizbami wymiernymipkiqk ! si; qk !1; pki ; qk aªkowite.Wybierzmy j takie, »e sj > 1m , i zaªó»my te», »epk1jpk2j � 1 6= pk01j0pk02j08 k1 6= k02 i dla pewnego j0 6= j. Wtedy istniej¡ �kj ! �j takie, »emXi=1 pkiqk �ki = �kiqk ; (10.12)gdzie �ki = �i dla i 6= j (trzeba wzi¡¢pkj � 1qk �kj = sk�j). Zatem mXi=1 pki �ki = �kji dzi�ki (10.12) to s¡ hiperpªaszzyzny parami ró»ne.Podam teraz twierdzenie dotyz¡e analityznej linearyzaji (zbie»no±¢ formalnej zamianyzmiennyh w Tw.10.8), bez dowodów.Twierdzenie 10.14. (Poinare)Je±li waro±i wªasne z�±i liniowej pola analityznego w Rm_x = Ax+ k(x)(k to nieliniowa z�±¢ analityzna. Mo»na ogólnie przyj¡¢, »e A to maierz zespolona, kholomor�zne w C n) nale»¡ do obszaru Poinare i s¡ nierezonansowe, to istnieje linearyzajaanalityzna w otozeniu 0. 98



Twierdzenie 10.15. (Siegel)Je±li warto±i wªasne z�±i liniowej speªniaj¡ nierówno±¢ diofantyzn¡������j � mXi=1 �iri����� > (P ri)�dla pewnyh staªyh C > 0, � > 2 i ka»dyh r1; : : : ; rm > 0, aªkowityh, Pmi=1 ri > 2, toistnieje linearyzaja analityzna w otozeniu 0.O pozbywaniu si� z�±i o(jxj) w Tw. 10.8 mówi nast�puj¡eTwierdzenie 10.16. 8 n 9 N(n) takie, »e je±li warto±i wªasne maierzy rzezywistej A nies¡ ukªadem rezonansowym do rz�du N , to znazymXi=1 ri�i � �j 6= 0; 8 j; ri > 0; 2 6X ri 6 N;to dowolne równanie ró»nizkowe_x = Ax+ k(x), gdzie k(0) = Dk(0) = 0i k jest klasy CN mo»na zlinearyzowa¢ dyfeomor�zmem klasy Cn, to znazy otrzyma¢ pozamianie zmiennyh takim dyfeomor�zmem równanie_x = Ax:Uwaga 10.17. Je±li istnieje warto±¢ wªasna �, Re � = 0, to istnieje rezonans. Faktyznie, je±li� = 0, to 2� = �. Je±li � 6= 0, to tak»e � jest warto±i¡ wªasn¡, wi� 2�+ � = �.Zatem dla _x = Ax+ : : :, je±li warto±i wªasne s¡ nierezonansowe, to 0 jest punktem hiper-boliznym tego równania ró»nizkowego.Przykªad 10.18. Dla siodªa ukªad warto±i wªasnyh jest w obszarze Siegela, bo je±li �1 <0 < �2, to 0 2 Conv(�1; �2).Dla ¹ródªa lub ±ieku ukªad warto±i wªasnyh jest w obszarze Poinar'ego, bo8 iRe�i < 0 => Conv(�i) � Re z < 0, wi� 0 =2 Conv(�i):8 iRe�i > 0 => Conv(�i) � Re z > 0, wi� 0 =2 Conv(�i):W R2 dla ogniska nie ma te» rezonansów.Dla w�zªa mo»e by¢ rezonans, na przykªad �1 = n�2.
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Wykªad 11Metoda u±rednianiaArnold �Teoria równa« ró»nizkowyh� r. 16. Ta metoda slu»y do badania równa« ró»nizkowyhna rozmaito±iM b�d¡ej lokalnie ilozynem kartezja«skim bazy B, wlókna N ,M = B�N ,wlókno jest z�sto torusem (w szzególno±i okr�giem). Szybki ruh odbywa si� w kierunkuN , powolny w kierunku B.Oznazmy wspóªrz�dne punktu przez (�; I), � 2 N , I 2 B.De�nija 11.1. Równanie niezaburzone_� = !(I) (11.1)_I = 0N jest torusem Tn, � = (�1; : : : ; �n) to wspólrz�dne k¡towe, na ka»dym torusie f I = onstgpole jest staªe, !(I) = (!1(I); : : : ; !n(I)) nazywa si� wektorem z�sto±i.De�nija 11.2. Równanie zaburzone_� = !(I) + �f(I; �; �) (11.2)_I = �g(I; �; �)f , g maj¡ ten sam okres 2� wzgl�dem �.De�nija 11.3. Równanie u±rednione_J = �G(J); (11.3)gdzie G(J) = R g(J; �; �)d�R d� ;(na Tn R d� = (2�)n) to ±rednia warto±¢ g na wlóknie.Przykªad 11.4. Równanie zaburzone: _� = !_I = �(a+ b os�):Równaie u±rednione ma wtedy posta¢_J = �a , bo Z 2�0 (a+ b os�)d� = 2�a:Porównajmy rozwi¡zania obu równa«: 101



� dla rówania zaburzonego, przyjmuj¡ t0 = 0, �(0) = 0I(t) = I(0) + �at+ �bsin!t! ;� dla równania u±rednionego J(t) = J(0) + �at:Oba rozwi¡zania ró»ni¡ si� tylko maªym skªadnikiem osyluj¡ym, oto ih wykresy:
I,J

t

I(t)

J(t)

J(0)=I(0) Rysunek 11.1:Uwaga 11.5. Rozpatrzmy w ogólnej sytuaji odinek zasu T , du»y w porównaniu z 1, ale du»omniejszy ni» 1� . W tym zasie przemieszzenie trajektorii równania zaburzonego w kierunkubazy B (zmiana I(t)) jest rz�du �T << 1. W przybli»eniu mo»emy wi� zamiast �g(I; �; �)rozwa»a¢ �g(I; �; 0). Podobnie � mo»emy uzna¢ za zmieniaj¡e si� zgodnie z równaniemniezaburzonym. Wtedy dla przemieszzenia po zasie T w kierunku B otrzymujemy�I = �T � 1T Z T0 g(I; �(t); 0)dt� + o(�T )�wizenie 11.6. Udowodni¢ to dokªadnie.W przypadku kiedy wªokno jest torusem, a trajektorie _� = !(I) s¡ w nim g�ste (lizby!1; : : : ; !n; 1 s¡ niezale»ne nad ialem lizb wymiernyh, ¢wizenia) mamylimT!1 1T Z T0 g(I; �(t); 0)dt = R g(I; �; 0)d�R d� = G(I);zyli grania ±rednih funkji g po ka»dej trajektorii jest równa ±redniej g po przestrzeni. Takawªasno±¢ nazywa si� ±isªa ergodyzno±¢.Wida¢ »e ta równo±¢ ±rednih (przynajmniej dla prawie kazdej trajektorii równania niez-aburzonego w kierunku �, nazywa si� to ergodyzno±¢ potoku _�, wªokno nie musi by¢ torusem,nale»y ustali¢ miar� � na wªoknie, niezmienniz¡ dla � t i aªkowa¢ R g(I; �; 0)d�(�)) jest klu-zowa dla poprawno±i metody przybli»ania rozwii¡za« równania zaburzonego rozwi¡zaniamirównania u±rednionego.Oto konkretne twierdzenie w szzególnej, ªatwej sytuaji:Twierdzenie 11.7. Je±li wªóknem jest okr¡g i !(I) 6= 0, to dla dowolnej staªej C1 > 0istnieje C2 > 0, takie »e je±li dla J0 2 B rozwi¡zanie równania u±rednionego J(t), J(0) = J0,102



pozostaje w B dla 0 6 t 6 C1� , to dla rozwi¡zania I(t) równania zaburzonego I(0) = J(0) = J0mamy jI(t)� J(t)j 6 C2�dla ka»dego � dostateznie maªego.Dowodu nie podaje. Mo»na go znale¹¢ w ksi¡»e: Arnold �Teoria Równa« Ró»nizkowyh�,str 138-139. Prosz� zauwa»y¢, »e w poprzednih rozwa»aniah byªo t << 1� . Dokªadniejszetwierdzenie zawieraj¡e równie» poni»sze Tw. 11.8, mo»na znale¹¢ w ksi¡»e J. Gukenheimer,P. Holmes �Nonlinear Osiªations , Dynamial Systems and Bifuration of Vetor Fields�, Th.4.1.1.Twierdzenie 11.8. Zaªó»my, jak wy»ej, »e wªoknem jest S1, a baza jest tak»e 1-wymiarowa,B � R1 . Zaªó»my, »e G(I0) = 0 i ��IG(I0) 6= 0. Wtedy istnieje otozenie U wªokna I = I0takie, »e dla ka»dego � dostateznie maªego istnieje dla równania zaburzonego (11.2) dokªadniejedna orbita okresowa w U .Dowód. Istnienie orbity okresowej jest ªatwym wnioskiem z Tw. 11.7. Wybierzmy a > 0takie, »e ��IG > C3 > 0 (lub 6 �C3) dla pewnej staªej C3 > 0. Przyjmijmy dalej I0 = 0.Wtedy dla pewnej staªej a1: 12a < a1 < a i dla wszystkih dostateznie maªyh � mamyJ(0) = a2 => J(1� ) 2 (a1; a)i J(0) = �a2 => J(1� ) 2 (�a;�a1):Z Tw. 11.7 wynika wi�, »e dla rozwi¡za« równania zaburzonegoI(0) = a2 i I(0) = �a2 ;I(1� ) > a1 � 2� > a2 i odpowiednio I(1� ) 6 �a1 + 2� < a2 :To samo uzyskamy gdy zamiast zasu 1� rozwa»ymy dowolny, rz�du 1� zas powrotu do B.Je»eli �� to przeksztaªenie pierwszego powrotu dla równania zaburzonego, to dla T � 1�mamy �T ([�a2 ; a2 ℄) � [�a2 ; a2 ℄;wi� dla �T� istnieje w [�a2 ; a2 ℄ punkt staªy. Z twierdzenia Jordana wynika, »e istnieje orbitaokresowa, z okresem równym zasowi pierwszego powrotu. Nie wida¢ jednak, jak opieraj¡si� tylko na Tw.11.7 udowodni¢, »e taka orbita jest tylko jedna. Podam wi� inny bezpo±rednidowód Tw.11.8. Zamiast dªugiego zasu b�d� rozpatrywaª pierwszy zas powrotu, ale skal� wB zmieniaª zynnikiem 1� .Najpierw pomnó»my pole zaburzonego równania przez funkj� !!+�f . Wtedy otrzymujemyrównania _� = (! + �f) !! + �f = ! (11.4)i _I = �g(I; �; �) � !! + �f(I; �; �) =�g(I; �; �) + �2g1(I; �; �) := h(I; �; �)dla pewnej funksji g1 o okresie 2� ze wzgl�du na �. Mo»na to równanie traktowa¢ jakonieautonomizne równanie ró»nizkowe, dla 1-wymiarowej zmiennej I. Oznazmy przez 	t� =103
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Rysunek 11.2:(T t� ; !t) potok dyfeomor�zmów (zmiennyh I, �) dla (11.4), a przez �� = I 2�!� przeksztaªeniepierwszego powrotu do B.Lizymy dla ka»dego I: d��d� = lim�!0 1� (��(I)� I) =lim�!0 1� Z 2�!0 [�g(Is� ; !s; �) + �2g1(Is� ; !s; �)℄ds =Z 2�!0 g(I; !s; 0)ds;bo jIs� � Ij 6 Const � � dla 0 6 s 6 2�! :Zbie»no±¢ jest jednostajna ze wzgl�du na I.Otrzymujemy w ko«u zamieniaj¡ zmienne � = !slim�!0 1� (��(I)� I) = 1! Z 2�0 g(I; �)d� = 2�! G(I):St¡d wynika istnienie puntu staªego dla ��(I) (zera dla 1� (��(I)� I)), blisko zera G.Dla pokazania, »e jest to jedyne zero trzeba zbada¢ równanie w wariajah wzdªu» trajek-torii równania (11.4).Mamy oznazaj¡ pohodne w kierunkah x, I przez Dx, DI i u»ywaj¡ oznazenia h z(11.4): ��tDI(It�)(I; 0) = Dx(h)(It�(I; 0); t!; �) �DI(It�)(I; 0);a w postai aªkowej DI(It�)(I; 0) = IdtZ t0 (Dxh)(Is� (I; 0); s!; �)ds:Ustalmy t = 2�! , zas pierwszego powrotu. Rozpisuj¡ h wedªug de�niji w 11.4, otrzymujemylim�!0 DI��(I)� 1� =lim�!0 R 2�!0 [�Dxg(Is� (I; 0); s!; �) + �2Dxg1(Is� (I; 0); s!; �)℄ds � 1� =104



Z 2�!0 Dxg(I; s!; 0)ds = 2�! DIG(I):Poniewa» zbie»no±¢ jest jednostajna dla funkji zmiennnej I mamy na odinku, gdzie DIG 6= 0(oddzielone od zera staª¡ C3), dla � dostateznie maªyhDI��(I) 6= 1:�� jest wi� na tym odinku rozi¡ganiem, lub kontrakj¡, ma wi� o najwy»ej jeden punktstaªy.Uwaga 11.9. Prostszy dowód mo»na znale¹¢ w ksi¡»e A. Palzewski �Równania Ró»nizkoweZwyzajne� str. 308-309.Przykªad 11.10. Równanie Van der Pola�x = �x+ �(1� x2) _x (11.5)zapisane w postai ukªadu równa« rrz�du 1 _x = y_y = �x+ �(1� x2)ywe wspóªrz�dnyh I = x2+y22 , � k¡t (x = p2Ios�, y = p2Isin�) ma posta¢_I = x _x+ y _y = _x(x+�x+ �(1� x2)y) =_x2�(1� x2) = 2�I sin2 �(1� 2I os2 �)_� = : : : (konkretny wzór nie jest nam potrzebny)Równanie niezaburzone ma posta¢ (� = 0) �x = �x, zyli_I = 0_� = �1Dla równania u±rednionego _J = G(J) lizymyG(J) = 12� Z 2J sin2 �(1� 2J os2 �)d� = J � 12J2;wi� równanie u±rednione ma posta¢ _J = �(J � 12J2):Prawa strona ma zera w J = 0 i J = 2, to wówzas s¡ punkty staªe (stany równaowagi)równania u±rednionego, 0 jest niestabilny (¹ródªo), bo ddJ (J � 12J2)��J=0 > 0, 2 jest stabilny(±iek), bo ddJ (J � 12J2)��J=2 = �1 < 0. Mamy ddJ (J � 12J2) = 1� J < 0 dla J > 1, wi� namoy poprzedniego Tw. 11.8 w obszarze I > 1 + a (albo dla ustalonego a > 0, a � 0) dla �dostateznie maªyh równanie zaburzone ma dokªadnie jedn¡ orbit� okresow¡, przyi¡gaj¡¡.Dla J < 1 mamy ddJ (J � 12J2) > 0 wi� znów na moy Tw. 11.8 w obszarze �a 6 I 6 a,0 < a < 1, równanie zaburzone ma dokªadnie jedn¡ orbit� okresow¡, odpyhaj¡¡. Ale I = 0jest tak¡ orbit¡. We wspóªrz�dnyh x; y to jest punkt x = y = 0.105
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J(t)Rysunek 11.3:

Rysunek 11.4:Mi�dzy a i 1 + a orbity równania u±rednionego id¡ do obszaru I > 1 + a. To samo z Tw.11.7zajdzie te» dla równa« zaburzonyh.Konkluzja0 jest ¹ródªem, ogniskiem, dla ka»dej orbity zbiór !-granizny to orbita zamkni�ta bliskoI = 2, okr�gu o promieniu 2.Przykªad 11.11. Czasem równaniem Van der Pola nazywa si� równanie�x = �!2x+ (�� x2) _x (11.6)(E. Ott �Chaos in Dynamial Systems�, str 12)Je±li zmienimy zmienne: y = xp� dla � > 0, to otrzymamyp��y = �!2p�y + (�� �y2)p� _y;zyli �y = �!2y + �(1� y2) _y;a to jest równanie (??) (tam ! = 1, ale mo»na byªo z dowoln¡ ! 6= 0).Zatem dla � > 0 istnieje dokªadnie jedna orbita okresowa dla (11.6), przyi¡gaj¡a, bliskookr�gowi o ±rodku 0 i promieniu p�. Poniewa» z�±¢ liniowa (11.6) ma maierzA = � 0 1�!2 � �(jako ukªad 2 równa« rz�du 1) mamy ilozyn warto±i wªasnyhdetA = �1�2 = !2 tr A = �1 + �2 = �;dla, maªyh j�j �1 = �2 s¡ nierzezywiste. Dla � > 0 le»¡ w prawej póªpªaszzy¹nie, wi� 0jest ¹ródªem.Poniewa» z�±¢ nieliniowa �x2 _x jest skierowana do wn�trza dysków o ±rodku 0 (opróz 4punktów), dla � = 0 punkt 0 przyi¡ga wszystkie punkty z R2 . Tym bardziej przyi¡ga dla� < 0, gdzie deyduje z�±¢ liniowa, a z�±¢ nieliniowa pomaga.Mamy wi� nast�puj¡e zjawisko: Dla � 6 0 punkt 0 przyi¡ga R2 , dla � > 0 punkt 0 odpyhai oddziela si� od niego przyi¡gaj¡a orbita okresowa.1-parametrowa rodzina równa« ró»nizkowyh w otozeniu 0 2 R2 , gdzie tak zmienia si� obrazfazowy równania, nazywa si� bifurkaj¡ Hopfa.106



Rysunek 11.5:Uwaga 11.12. Zastosowana metoda szukania orbit okresowyh jest standardowa dla równa«ró»nizkowyh z parametrem. Przypomnijmy kolejne kroki post�powania z (11.6), które wogólnej sytuaji wygl¡daj¡ nast�puj¡o1. Zmieniamy wspóªrz�dne, zale»nie od parametru, tak »eby nowa rodzina maiªa posta¢ukªadu hamiltonowskiego +�(jekie± pole), to znazy:n _x = �H�y + �f1(x; y): _y = �H�x + �f2(x; y): (11.7)2. W obszarze niezmiennizym dla z�±i hamiltonowskiej (11.7), to znazy _x = �H�y , _y =�H�x , gdzie H nie ma punktów krytyznyh, mamy wszystkie orbity okresowe: H =Const. Lizymy dla uzyskania równania u±rednionegoG(I) = ZfH=Ig dH(f1 ��x + f2 ��y )dtokres(I) ; (11.8)gdzie t to parametryzaja krzywej fH = Ig zasem dla rozwi¡zania równania hamiltonowskiegob�d¡ego t¡ krzyw¡.G(I) z�sto, dla pól wielomianowyh, wyraza si� za pomo¡ aªek eliptyznyh, trzeba umie¢znajdowa¢ ih zera i dowodzi¢, »e s¡ niezdegenerowane, to znazy ��IG(I0) 6= 0 dla G(I0) = 0.Wtedy z Tw. (11.8) otrzymujemy informaj� o orbitah okresowyh dla równa« zaburzonyh(11.7). Je±li zera s¡ wielokrotne, to trzeba mie¢ twierdzenie subtelniejsze od Tw. (11.8).Lizenie zer pojawiaj¡yh si� aªek eliptyznyh stanowi obszern¡ teori�. Przykªad (2) byªwyj¡tkowo prosty. Spejalist¡ w Warszawie w tej dziedzinie jest prof. H. �oª¡dek.W przykªadzie (3) para warto±i wªasnyh z�±i liniowej przehodzi przez o± urojon¡, gdy� przehodzi przez 0. Zobazmy jakie zjawiska towarzysz¡ temu w sytuaji bardziej ogólnej.Najpierw tak¡ rodzin� sprowadzimy zamian¡ zmiennyh do postai normalnej upraszzaj¡z�±¢ nieliniow¡ (patrz wykªad 10).Zaªó»my, »e mamy dla z�±i liniowej par� sprz�»onyh, nierzezywistyh warto±i wªasnyh�1(�) = �2(�). Je±li Re�i(�) = 0 to mamy rezonansen�1 + (n+ 1)�2 = �2i (n+ 1)�1 + n�2 = �1dla n > 1.Zatem we wspóªrz�dnyh w C 2 , takih, »e wektory bazowe to wektory wªasne odpowiadaj¡e�1;2 posta¢ normalna ma wygl¡d:� _z1 = �1(�)z1 + a1(�)z21z2 + a2(�)z31z22 + : : :_z2 = �2(�)z1 + b1(�)z1z22 + b2(�)z21z32 + : : :107



LLatwo polizy¢, »e punktom w R2 odpowiadaj¡ w tyh wspoªrz�dnyh pary z1 = z2, toznazy punktowi o wspóªrz�dnyh x; y w standardowej bazie w R2 odpowiadaj¡ wspóªrz�dnez1 = x+ ky, z2 = x+ ky w nowej bazie, dla pewnej lizby nierzezywistej k.Wystarzy wi� rozpatrywa¢ jedno z dwóh równa« (11.8), które daje dwa równania: naz�±¢ rzezywist¡ i urojon¡. Dla z1 = z mo»na wi� napisa¢_z = �(�)z + a1(�)zjzj2 + a2(�)zjzj4 + : : : (11.9)Zbadajmy nast�puj¡e uproszzone równanie:_z = �(�)z + a(�)zjzj2: (11.10)We wspóªrz�dnyh I = jzj2, � daje ono:_� = Im�(�) + (Im a(�)) � I_I = (Re �(�) + I Re(a(�))) � 2I: (11.11)W drugim równaniu nie ma �. (Mo»na je ªatwo uzyska¢ z obu równa« (11.8) i I = (zz) = : : :.).Zera funkji (pola) z prawej strony (11.11) to I = 0 iI = Re �(�)Re a(�) : (11.12)St¡d wynika, »e je±li Re a(0) > 0, to dla Re�(�) < 0 istnieje odpyhaj¡a orbita okresowa,0 przyi¡ga; dla Re �(�) nie ma tej orbity, 0 odpyha. Je±li Re a(0) < 0, to odwrotnie,dla Re �(�) < 0, 0 przyi¡ga R2 ; dla Re �(�) > 0, 0 odpyha, istnieje orbita przyi¡gaj¡a(porównaj sytuaj� � > 0 w Przykªadzie (3)).Nieuproszzone równanie (11.9) daje zamiast (11.11), równanie_I = 2I(Re �(�) + I Re a(�)) +O(I2);gdzie, je±li zlikwidowali±my w wyj±iowym ukªadzie z�±i nierezonansowe do stopnia 3, O(I2)to funkja zale»na od I i �.Przy Re a(0) 6= 0, wi� Re a(�) 6= 0 dla � � 0, ta z�±¢ nie ma wpªywu na obraz fazowyblisko 0 2 R2 .Zaªó»my teraz konkretnie, »e Re�(0) = 0 idRe �(�)d� ���=0 > 0:Wtedy1. Przy Re a(0) > 0 mamy tak zwan¡ ostr¡ utrat� stabilno±i w 0.2. Przy Re a(0) < 0 mamy tak zwan¡ mi�kk¡ utrat� stabilno±i w 0. Otrzymujemybifurkaj� Hopfa jak w przykªadzie (3).De�nija 11.13. Ustalmy równanie ró»nizkowe _x = V (x) (inazej mówi¡: pole wektoroweV (x)), x, V 2 R2 w otozeniu 0 2 Rm . Rodzina n-parametrowa równa« ró»nizkowyh_x = V (x; �), x 2 Rm , � = (�1; : : : ; �n) 2 Rn nazywa si� wersalna (lub wersaln¡ deformaj¡V ) je±li jest zde�niowana na pewnym otozeniu (0; 0) 2 Rm � Rn , V 2 TRm , V (�; 0) = V (�)i je±li dla ka»dej innej takiej n0-parametrowej rodziny W (x; Æ) istnieje i¡gªe przeksztaªenie� otozenia 0 2 Rn0 w Rn takie, »e �(0) = 0 i istnieje i¡gªa funkja h : U � V ! Rm ,h(0; 0) = 0, gdzie U to pewne otozenie 0 2 Rm , V otozenie 0 2 Rn0 , taka, »e 8 Æ 2 V h(�; Æ)jest homeomor�zmem i przeprowadza trajektorie pola W (�; Æ) w trajektorie pola V (�; �(Æ)).108
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Rysunek 11.8:
ε<0 ε=0 ε>0Rysunek 11.9:Uwaga 11.14. Nie zakªadamy, »e h(0; Æ) = 0.Zamiast deformaji pola V mo»emy dyskutowa¢ wersalne deformaje pól ze zbioru V.Wtedy zamiast V (�; 0) =W (�; 0) = V zakªadamy V (�; 0), W (�; 0) 2 V.109



Czasem zamiast ka»dej rodziny W , rozwa»amy tylko �typowe� rodziny (podany jest wtedywarunek). �¡damy wtedy, »eby � byªo 1� 1. Mówimy wtedy, »e V (x; �) jest 1� 1-wersalna.Uwaga 11.15. Wersalno±¢ V (x; �) oznaza w szzególno±i, »e obrazy fazowe wszystkih pólbliskih V , blisko 0 2 Rm , mo»na zobazy¢ ju» w rodzinie V (x; �).Uwaga 11.16. Wszystkie rozwa»ana wy»ej obiekty s¡ zde�niowane tylko w pewnyh otozeni-ah 0 2 Rm , lub (0; 0) 2 Rm � Rn . Mo»na wi� te de�nije przepisa¢ w j�zyku kieªków tyhfunkji w 0.Kieªek funkji (Rk ; 0)! Rl to klasa równowa»no±i dla relajif � g je±li istnieje otozenie 0, w którym f = g:Dla bifurkaji Hopfa otrzymujemy nast�puj¡eTwierdzenie 11.17. Je±li V to pole zde�niowane w otozeniu 0 2 R2 , takie, »e warto±iwªasne z�±i liniowej to para sprz�»onyh lizb urojonyh �, � i w postai normalnej (11.8)Re a1 > 0, to deformaja 1-parametrowa, bifurkaja Hopfa_z = iz + �z + zjzj2 (11.13)jest wersalna dla V i 1� 1-wersalna dla rodzin��� Re�(�)���=0 > 0:Je±li Re a1 < 0 to (11.13) nale»y zast¡pi¢ przez bifurkaj� Hopfa_z = iz + �z � zjzj2: (11.14)Dowód. Nale»y zauwa»y¢, »e sprowadzenie do postai normalnej (11.8), dla � 2 Rn0 polegaj¡ena redukji z�±i nierezonansowyh gªadko (algebraiznie) zale»y od � (sprawd¹ proedur� zwykªadu 10). Poza rezonansami wypisanymi przed (11.8) nie ma innyh dla »adnyh � � 0.Dla rodzin w postai normalnej obraz fazowy ju» jednoznaznie opisaªem. ((11.13) i (11.14) s¡równowa»ne, to znazy dla ih pól V i W istnieje h takie jak w de�niji (??) i � odwraalne,o ile pozwoli¢ h zmienia¢ kierunek zasu na trajektoriah).Uwaga 11.18. Na ogóª V jest podrozmaito±i¡ w przestrzeni kieªków pól V , V (0) = 0, zadan¡ukªadem k równa« i jakih± nierówno±i. Kowymiar V jest równy lizbie równax k. Wtedyz�sto rodzin¡ wersaln¡ jest rodzina transwersalna do V, zatem wystarzy k parametrów. Takjest na przykªad dla bifurkaji Hopfa. Terminologia wzi�ta jest z teorii bifurkaji osobliwo±ifunkji (inna nazwa: teoria katastrof).Wtedy wprowadza si� jeszze poj�ie deformaji uniwersalnej: lizba parametrów nminimalnamo»liwa. Sªowo wersalna jest przei�iem sªów : transwersalna i uniwersalna. Patrz T.L.Broker, L. Lander �Di�erentiable germs and atastrophes�.Uwaga 11.19. Przy badaniu bifurkaji ju» lokalnie dla kieªków V (x; �) w (0; 0), pojawiaj¡ si�zjawiska globalne: na przykªad orbita okresowa dla bifurkaji Hopfa. Gdyby±my badali kieªekV (x; �) jako funkji x w x = 0 dla ka»dego � oddzielnie to by±my tego zjawiska nie wykryli.Wykryliby±my tylko ¹ródªo lub ±iek (by¢ mo»e nieliniowy) w 0.110



Przykªad 11.20. (bifurkaja Bogdanowa-Takensa)_x1 = x2_x2 = �1 + �2x1 + x21 � x1x2Cz�±¢ liniowa dla �1 = �2 = 0 ma posta¢ � 0 10 0 �_x1 = x2_x2 = x21 � x1x2Dla pewnyh �1, �2 mamy stabilno - niestabiln¡ separatrys�, która mo»e bifurkowa¢ daj¡orbit� zamkni�t¡, która potem niknie w bifurkaji Hopfa. To jest zjawisko globalne.
Rysunek 11.10:
Rysunek 11.11:
Rysunek 11.12:
Rysunek 11.13:111





Wykªad 12
Na wykªadzie 11 omówiªem 1-parametrow¡ wersaln¡ deformaj� osobliwo±i pola w 0 2 R2przy przej±iu pary nierzezywistyh warto±i wªasnyh z�±i liniowej przez o± urojon¡ w C ,tak zwan¡ bifurkaj� Hopfa.Teraz omówi� inn¡ 1-parametrow¡ rodzin� wersaln¡, bifurkaj� siodªo-w�zeª w 0 2 R1 .Warto±¢ wªasna z�±i liniowej dla � = 0 jest równa 0.Twierdzenie 12.1. _x = �+ x2to wersalna deformaja dla kieªków pól_x = ax2 + o(jxj2), gdzie a 6= 0:� _x = �+ x28 � zera pola s¡ w x = �p��
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Rysunek 12.1:� _x = �� x2zera w x = �p�Obie deformaje _x = �+ x2 i _x = �� x2 s¡ równowa»ne, trzeba wzi¡¢ � 7! �� i x 7! �x je±lihemy zahowania zasu. 113
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Rysunek 12.2:Dowód. Ogólna posta¢ deformaji to_x = b(�) + (�)x+ x2d(�; x); (12.1)gdzie d(0; 0) 6= 0 i b; ; d to funkje gªadkie.Ró»nizkujemy praw¡ stron� po x, »eby 8 � znale¹¢ ekstremum po x.�(�; x) = (�) + 2xd(�; x) + x2�d(�; x)�xLizymy ���x (0; 0) = 2d(0; 0) 6= 0;wi� mo»na równanie �(�; x) = 0 rozwikªa¢, �(�; x(�)) = 0 dla odpowiedniej funkji x(�).Przesu«my wspóªrz�dne tak, »eby 8 � punkt krytyzny po x prawej strony (12.1) byª w 0, toznazy podstawmy y = x� x(�).W nowyh wspóªrz�dnyh (12.1) przyjmuje posta¢_x = b(�) + x2d(�; x), d(0; 0) 6= 0 (12.2)dla nowyh funkji b; d.Zaªó»my, »e d(0; 0) > 0, przypadek d(0; 0) < 0 bada si� analogiznie.Oznazmy praw¡ stron� (12.2) przez W (�; x).Przeksztaªenie h(�; �) : R1 ! R1 , 8�, homeomor�zm zahowuj¡y orientaj�, przeprowadza-j¡y zera W (�; x) dla b(�) 6 0 w punkty �p�b(�), a�nizne mi�dzy zerami, a�nizne zpohodn¡ 1 po zewn�trznyh stronah zer oraz a�nizne na R1 , zahowuj¡e 0, przy b(�) > 1.Homeomor�zm (x; �) 7! (h(x; �); b(�)) przeprowadzaj¡y trajektorie W (�; x) na trajektoriepola b(�) + x2Uwaga 12.2. Mo»na ªatwo uzyska¢ wy»ej h zahowuj¡e zas wzdªó» trajektorii.�wizenie 12.3. Czy _x = �x+ x2 jest deformaj¡ wersaln¡ ?�wizenie 12.4. Czy mo»na uzyska¢ wy»ej h zahowuj¡e zas i klasy C1 ?Tw.12.1 ma swój odpowiednik w dowolnym wymiarze114



Twierdzenie 12.5. W rodzinie kieªków równa« (pól W ) w 0 2 Rm , któryh z�±¢ liniowa majedn¡ jednokrotn¡ warto±¢ wªasn¡ równ¡ 0, a pozostaªe warto±i wªasne (s spo±ród nih < 0,u spo±ród nih > 0) maj¡ niezerowe z�±i rzezywiste (to znazy operator im odpowiadaj¡yjest hiperbolizny), oraz takih, »e jW (x)j > Constjxj2, Const > 0, rodzina wersalna to8<: _x = �+ x2 x 2 R1_y = y y 2 Ru_z = �z z 2 RsAnalogiznie sytuaja wygl¡da przy przej±iu pary sprz�»onyh nierzezywistyh warto±iwªasnyh przez o± urojon¡ (bifurkaja Hopfa).Twierdzenie 12.6. Wersaln¡ deformaj¡ kieªków pól wektorowyh w 0 2 Rm , typowyh, zjedn¡ par¡ zysto urojonyh sprz�»onyh warto±i wªasnyh z�±i liniowej, s warto±iamiwªasnymi (z uwzgl�dnieniem krotno±i) o z�±i rzezywistej < 0, u o z�±i rzezywistej > 0jest deformaj¡ 8<: _x = z(i + �� jzj2) z 2 C_v1 = v1 v1 2 Ru_v2 = �v2 v2 2 Rs2 + u+ s = mOba twierdzenia wynikaj¡ z Tw.12.1 i odpowiedniego Tw.11.3 z poprzedniego wykªadu obifurkaji Hopfa, oraz nast�puj¡egoTwierdzenie 12.7. (o redukji do z�±i entralnej)Nieh _x = F (x; �) b�dzie kieªkiem równania ró»nizkowego (to znazy F kieªkiem funkjigªadnkiej), x, F (x; �) 2 Rm z parametrem � 2 Rk , w (0; 0) 2 Rm�Rk . Nieh Rm = Rs�Ru�Rb�dzie rozkªadem Rm na sum� prost¡ podprzestrzeni, które s¡ niezmiennize dla ró»nizkiDxF (0; 0) i DxF ��Rs ma warto±i wªasne o z�±iah rzezywistyh ujemnyh, DxF ��Ru - do-datnih, DxF ��R ma wszystkie warto±i wªasne zysto urojone.Wtedy istnieje na otozeniu (0; 0) 2 Rm + k i¡gªa funkja h(x; �) o warto±iah w Rm ,homeomor�zm dla ka»dego ustalonego � i równanie ró»nizkowe_v1 = G(v1; �);G gªadkie, v1 2 R takie, »e 8 � h przeprowadza orbity _x = F (x; �) na orbity dla równania:8<: _v1 = G(v1; �) v1 2 R_v2 = v1 v2 2 Ru_v3 = �v3 v3 2 Rs (12.3)Uwaga 12.8. Prosz� zauwa»y¢, »e w szzególno±i niezmienniza jest rozmaito±¢ fv2 = v3 = 0g,a jej otozenie rozbite jest na foliaj� rozmaito±iami v1 = Const, � = Const tak, »e potokpola (12.3) przeprowadza ka»d¡ tak¡ rozmaito±¢ na tak¡ rozmaito±¢ (by¢ mo»e inn¡).Uwaga 12.9. Wygodnie do (12.3) doªo»y¢ równanie _� = 0 i podobnie rozwa»a¢ _x = F (x; �), _� =0. Wtedy Rk mo»na doª¡zy¢ do R w zaªo»eniah, bo w rozkªadzie Rm = Rs�Ru�(R�Rk )mamy dla F = (F; 0) DF = 0BB� DxF ��Rs 0 00 DxF ��Ru 00 0 � DxF ��R 00 0 � 1CCAwarto±i wªasne w kierunku � s¡ 0. Mo»emy wi� zapomnie¢ o parametrze.115



Tw.(12.7) zawiera w sobie nast�puj¡eTwierdzenie 12.10. Je±li dla _x = F (x) mamy jak wy»ej rozkªad Rm = Rs � Ru � R , toistniej¡ rozmaito±i niezmiennize dla potoku pola F , gªadkie W slo, W ulo, W lo, W slo, W ulo sty-zne w 0 odpowiednio do Rs , Ru , R , R�Rs , R�Ru . Te rozmaito±i nazywaj¡ si� odpowied-nio: stabilna, niestabilna, entralna, entralno-stabilna, entralno-niestabilna. DlaF klasy Cr, r 6 2, W s, W u s¡ klasy Cr�m, W , W s, W u klasy Cr�1. Dla r = 1, W s(u)s¡ klasy C1, ale W , W s, W u sko«zonej gªadko±i, tym wi�kszej im mniejsze otozenie 0bierzemy.Uwaga 12.11. W slo i W ulo s¡ wyznazone jednoznaznie jakoW s = �x 2 U j � t(x)!t!1 0 wykªadnizo	W u = �x 2 U j � t(x)!t!�1 0 wykªadnizo	U to otozenie 0 2 Rm , � t potok pola F .W s (i W u) uzyskuje si� jako punkty staªe na przestrzeni wykresów funkji R � Rs ! Ru iprzeksztaªenia f = � 1. Iterowanie f�1 jest kontrakj¡ (porównaj Tw.Hadamarda-Perrona).Gdyby nie byªo R to rzut f�1(W ) na Rs zawieraªby rzut W i przeksztaªenie f�1 byªoby
R    Rs c

W

f   (W)−1

+Rysunek 12.3:
Rysunek 12.4: Df�1 zmniejsza k¡tdobrze zde�niowane na przestrzeni wykresów nad ustalon¡ dziedzin¡ U s 2 Rs . Istnienie Rpowoduje, »e dziedzina mo»e powoli male¢ i ni w graniy nie dostaniemy.Nale»y wi� rozszerzy¢ f na aªe Ru � Rs � R jak w dowodzie Tw.Grobmana-Hartmana irozwa»a¢ przestrze« wykresów funkji na aªym R �Rs w Ru . Wtedy jednak W s zale»y odrozszerzenia.De�niujemy w ko«u W  =W s \W u.Przykªad 12.12. (niejednoznazno±¢ W )� _x = x2_y = �y116
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Rysunek 12.5:Rozwi¡zania s¡ postai x(t) = 1C1 � t , C�11 = x(0);y(t) = e�tC2 , C2 = y(0):W  mo»e by¢ zbudowane z trajektorii x(t) dla x(0) > 0, y(t) � 0, trajektorii x(t) = y(t) = 0i dowolnej trajektorii x(0) < 0.Ka»de W  jest klasy C1.
W s

Wc

W s

0

Rysunek 12.6:Uwaga 12.13. Wystarzy zakªada¢ w Tw.12.10, »e warto±i wªasne speªniaj¡ Re� 6 a1 na Rs ,Re� > a2 na Ru , b1 6 Re � 6 b2 na R dla pewnyh a1 < b1 6 0 6 b2 < a2. Wtedy okazujesi�, »e gªadko±i W s, W u, W  s¡ o najmniej takie jak ���a1b1 ���, ���a2b2 ���, mini=1;2 ���aibi ���.Przykªad 12.14. (W�zeª) � _x = ax_y = bya < b < 0Rs = span ��x; R = span ��y ; s =  = 1Za rozmaito±¢ niezmienniz¡ W  styzn¡ do R mo»na wzi¡¢ sum� trajektorii (C1eat;�ebt)dla dowolnyh C1; C2 < 0 (C2eat; ebt) dla dowolnyh C1, C2 i trajektorii staªej x(t) = y(t) = 0.Mamy x(t) = Cijy(t)jab .Z wyj¡tkiem C1 = C2, ab 2 Z oraz x � 0 wszystkie rozmaito±i W  s¡ klasy ab , ale niegªadsze.Klasy ab je±li ab nie jest aªkowite oznaza klasy �ab �, gdzie [�℄ oznaza najwi�ksz¡ lizb�aªkowit¡ 6 �, a �ab � pohodna Holdera z wykªadnikiem ab � �ab �.117
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Rysunek 12.7:�wizenie 12.15. Poda¢ przykªad z t¡ sam¡ z�±i¡ liniow¡, »eby »adna W  nie byªa gªadszani» klasy ab .Uwaga 12.16. (do Tw.(12.6) Sªowo typowyh oznaza, »e na rozmaito±i entralnej, w postainormalnej _z = i!z + azjzj2 + : : : ;mamy a 6= 0.�wizenie 12.17. a 6= 0 nie zale»y od rozmaito±i entralnej ani od postai normalnej.Tw.(12.7) ma swój odpowiednik globalnyTwierdzenie 12.18. (o normalnej hiperbolizno±i)Nieh N �M b�dzie zwart¡ podrozmaito±i¡ i pole V (x) styzne do M okre±lone w otozeniuN , na N styzne do N . Zaªó»my, »e istnieje na N rozkªad wi¡zki styznej do MTNM = TNN �Es �Euna wi¡zki niezmiennize dla D� t, � t to potok pola V , takie, »e dla pewnyh lizb0 < �1 < �1 6 1 6 �2 < �2i ka»dego t > 0 mamy dla pewnej metryki RiemannakD� t(v)kvk 6 �t1 dla v 2 Es;kD� t(v)kvk > �t2 dla v 2 Eu;�t1 6 kD� t(v)kvk 6 �t2 dla v 2 TN:Wtedy istnieje dla x 2 N rodzina rozmaito±i lokalnie stabilnyh W s(x) i W u(x), styznyhdo Es, Eu niezmienniza, to znazy � t(W s(x)) �W s(� t(x)), ��t(W u(x)) �W u(��t(x)).Uwaga 12.19. Zaªo»enie zwarto±i N wustarzy zast¡pi¢ ogranizono±i¡ ró»nizki potrzeb-nego rz�du w otozeniu N .To Tw.(12.18) jest uogólnieniem Tw. Hadamarda-Perrona, gdzie N jest jednym punktem lubtrajektori¡ okresow¡ dla potoku. Jest wariantem twierdzenia o istnieniu lokalnie stabilnyh iniestabilnyh rozmaito±i dla zbioru hiperboliznego, patrz Wykªad 8, de�nija 2.118



Uwaga 12.20. Dla pola W b�d¡ego maªym C1-zaburzeniem V istnieje C1-rozmaito±¢ NWbliska N , niezmienniza dla potoku pola W (to znazy styzna do W ), normalnie hiper-bolizna, to znazy taka, »e istnieje rozkªad TNM = TNW �Eu�Es o wªasno±iah jak dlaV .Uwaga 12.21. Ta teoria dla potoków pól wektorowyh ma odpowiednik dla dyfeomor�zmów.Badanie pola w otozeniu orbity okresowej i deformaji, sprowadza si� do badania defor-maji dyfeomor�zmu, przeksztaªenia pierwszego powrotu do maªego i�ia transwersalnego(inne nazwy: i�ie Poinare'go), odwzorowanie Poinare'go).B�dziemy bada¢ kieªki dyfeomor�zmów f : Rm ! Rm w 0, f(0) = 0 i ih deformaje f(x; �),� 2 Rk .Analogiznie do Tw. 12.5 mamy nast�puj¡eTwierdzenie 12.22. Dla kieªków dyfeomor�zmów Rm ! Rm w 0, takih, »e f(0) = 0 iDf(0) ma jedn¡ jednokrotn¡ warto±¢ wªasn¡ równ¡ 1, a pozostaªe maj¡ moduªy 6= 1 orazjf(v)j > Const � jvj2, Const > 0, v 2 Rm wersaln¡ deformaj¡ jest(x; y; z; u; v) 7! (x+ x2 + �; 2y;�2z; 12u; 12v);gdzie x 2 R1 .Uwaga 12.23. Dokªadniej trzeba w sformuªowaniu powy»szego twierdzenia ustali¢ dla kieªków,któryh deformaj� badamy, wymiary s; u przestrzeni Es(u) odpowiadaj¡yh warto±iomwªasnym o module > 1 i < 1, oraz to zy Df(0) obi�te do nih zahowuje orientaj�.Wtedy y 2 Ru lub y 2 Ru�1 , zale»nie od zahowania lub zmiany orientaji przez Df ��Eu, iodpowiednio z 2 R0 , z 2 R1 . Analogiznie u 2 Rs lub Rs�1 i odpowiednio v 2 R0 lub v 2 R1 .�wizenie 12.24. Sprawdzi¢, »e dla punktu staªego hiperboliznego u, s i to o si� dzieje zorientaj¡ (jak wy»ej) to peªny niezmiennik topologiznego sprz�»enia.Dowód. (Szki dowodu)Prawdziwe jest twierdzenie analogizne do Tw.12.7 (o redukji do rozmaito±i entralnej).Wystarzy wi� bada¢ deformaj� w wymiarze 1. Jest ona postaif(x; �) = x � (�) + x2 � d(x; �) + b(�) , d(0; 0) 6= 0:Dalej mo»emy post�powa¢ jak w dowodzie Tw.12.1 uzyskuj¡f(z; �) = b(�) + x2 � d(x; �) + x , powiedzmy d(0; 0) > 0:Nie mo»emy jednak dalej wzi¡¢ h kawaªkami a�niznyh, bo mog¡ nie by¢ sprz�»eniami.Zamiast tego post�pujemy nast�puj¡o:Oznazmy g(x; b) = x2 + b+ x. Ustalmy x0 < 01. Dla b(�) > 0 de�niujemy hfn(x0; �) = gn(x0; b) , n > 0:Okazuje si�, »e w graniy to de�niuje jednoznaznie h(x; �) dla b(�) = 0, � 2 f b(�) > 0g.(Zaªó»my, »e wtedy � osi¡gany jest ªukiem z f b(�) > 0g). 8x > 0 bierzemy i¡g �k ! �,taki, »e istnieje i¡g nk speªniaj¡y fnk(x0; �k)! x. Wtedy de�niujemyh(x; �) = limnk!1 gnk(x0; �k)119
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b>0Rysunek 12.8:2. Nieh W� b�dzie polem takim, »e jego potok po zasie 1 daje dyfeomor�zm �1 = f(�; 0),dla b(�) = 0, a V daje po zasie 1 dyfeomor�zm g(x) = x + x2. Wtedy dla b(�) = 0h sprz�ga, z zahowaniem zasu, potoki dla W� i V . Te pola W� i V , gªadkie, s¡wyznazone jednoznaznie, W� gªadko zale»y od �. Zatem dla b(�) = 0 h nie zale»y od�k ! �.3. Rozszerzamy h dla b(�) > 0 na odinki y 2 (x0; f(x0; �)) dowolnie tak, »eby rozszerzaªoh dla b(�) = 0, a dalej h (fn(y; �) = gn(h(y); b(�))). Rozszerzenie na b(�) < 0 jest te»ªatwe.Zanim przejd� do badania innyh deformaji podam twierdzenie dotyz¡e postai nor-malnej i rezonansów dla kieªków dyfeomor�zmów, analogiznej do teorii dotyz¡ej pól wek-torowyh z Wykªadu 10.Zobazmy jak zmienia si� liniowe przeksztaªenie x 7! Ax, je±li zmienimy wspóªrz�dneprzeksztaªeniem H(x) = x+ h(x), gdzie h 2 Jr, r > 2, to znazy h = (h1; : : : ; hm), gdzie hito wielomiany jednorodne stopnia r.H(A(H�1(x))) = (Id+ h) ÆA Æ (Id� h)x+ : : := Ax�Ah(x) + h(A(x)) + : : :(wielokropek oznaza wyrazy rz�du wy»szego ni» r)Przeksztaªenie M rA(h) = hA�Ahjest operatorem liniowym Jr w Jr.Zaªó»my, »e A = 0B� �1 : : : 0... . . . ...0 : : : �n 1CAw odpowiedniej (zespolonej) bazie. Wtedy dlah = (0; : : : ; xr1 � : : : � xrm ; : : : ; 0) , r1 + : : :+ rm = rM rA(h) = (0; : : : ; �r11 xr1 � : : : � �rmm � �jxr1 � : : : � xrm):120



Zatem wektorami wªasnymi s¡ jednomiany (0; : : : ; xr1 �: : :�xrm ; : : : ; 0), a odpowiednimi warto±-iami wªasnymi Qmi=1 �rii ��j,P ri > 2, ri > 0.Podobnie jak dla pól wektorowyh przez zmi-any wspóªrz�dnyh mo»na pozby¢ si� wszystkih wyra»e« xr1 : : : xrm z wyj¡tkiem by¢ mo»etyh, dla któryh jest rezonansmYi=1 �rii = �j ; X ri > 2 ; ri > 0:Twierdzenie 12.25. Deformaja x 7! �(�+ 1)x� x3jest wersalna dla kieªków dyfeomor�zmów w 0 2 R1 , dla któryh f(0) = 0, f 0(0) = �1 imaj¡yh nast�puj¡¡ posta¢ normaln¡x 7! �x+ ax3 + : : : ; a 6= 0:Analogizna wersja jest prawdziwa w Rm , gdzie jedna warto±¢ wªasna z�±i liniowej jest równa1, inne maj¡ moduªy 6= 1 (jak w Tw. 12.22).Dowód. Zauwa»my, »e dla � = �1, mamy rezonanse �n = � dla n nieparzystyh, wi� wy»ejrzezywi±ie jest podana posta¢ normalna (x 7! �x + a1x3 + a2x5 + : : :). Dla deformajiposta¢ normalna to f(x; �) = �(�)x+ a(�)x3 + : : : ; �(0) = �1; a(0) 6= 0:Rysunek: Punkty staªe dla f Æ f
x x

ε ε

Rysunek 12.9: a(0) > 0, �j�j�� > 0, mi�kka utrata stabilno±i oraz a(0) < 0, �j�j�� > 0 ostrautrata stabilno±i f Æ f(x; �) = �(�x+ ax3) + a(�x+ ax3)3 + : : := �2x+ 2a�x3 + : : : :Topologizna równowa»no±¢ f(x; �) i x 7! g(x; �)� �(�)x� x3 gdzie�(�) = ��f�x (x; �)��x=0 � 1;jest ªatwa do pokazania: na przykªad h(xi; �) = (yi; �(�)), gdzie xi, i = 1; 2; 3 (lub i = 1) topunkty staªe f , yi punkty staªe g, h(2xi) = 2yi, h(12xi) = 12yi, h(fn(x)) = gn(h(y)), gdzie hna x 2 (xi; f(xi)) zde�niowane jakkolwiek tak by zgadzaªo si� z h(xi) = yi, h(f(xi)) = g(yi).(Tu jest o wiele ªatwiej ni» w Tw. 12.22.) 121



Uwaga 12.26. W sytuaji Tw.12.22 mamy bifurkaj� siodªo-w�zeª dla orbity okresowej. Wszzególno±i dwie orbity okresowe, przyi¡gaj¡a i odpyhaj¡a w R2 mog¡ si� zla¢ i znikn¡¢.W Tw.12.25 orbita okresowa nie mo»e znikn¡¢. Mo»e si� od niej odª¡zy¢ orbita okresu 2razy dªu»szego, a wyj±iowa orbita zmienia si� ze stabilnej na niestabiln¡ lub odwrotnie. Wwymiarze 2 (w rozmaito±i entralnej) mo»e si� to zdarzy¢ tylko gdy otozenie tej orbity towst�ga Mobiusa.Warto±i wªasne z�±i liniowej przeksztaªenia Poinare nazywa si� zasem multiplika-torami. Zbadali±my sytuaj� przej±ia jednego multiplikatora przez 1 lub -1. Zobazmyo si� dzieje gdy para sprz�»onyh multiplikatorów przehodzi przez okr¡g jednostkowy (alenie przez 1, -1).Sprawd¹my najpierw rezonanse:Mamy �n�n+1 = � ; n = 1; 2; : : :�n+1�n = �:Zatem nie znikaj¡ jednomiany zn+1 � zn. Je±li � = e2�i�, gdzie � =2 Q , to wi�ej rezonansównie ma. Je±li � = pq , p; q 2 Z, wzgl�dnie pierwsze to mamy rezonanse�q+1 = � ; �q�1 = ��q+1 = � ; �q�1 = �;nie znikaj¡ wi� zq+1 i zq�1.Twierdzenie 12.27. Przy przej±iu pary multiplikatorów prez S1, ale nie przez pierwiastki z1 stopnia 6 4 od 0 oddziela si� (lub niknie w nim) niezmienniza krzywa zamkni�ta.Dowód. Posta¢ normalna tof(z; �) = �(�)z(1 + a(�)jzj2 +O(jzj4)):Gdyby nie byªo O(jzj4) to dla r = jzj, � k¡t mieliby±myr 7! �(�) � r � (1 + 2Re a(�)r2 + jaj2r4);(bo j1 + ar2j2 = (1 + ar2)(1 + ar2) = 1 + (a+ a)r2 + jaj2r4 )i mieliby±my niezmiennizy okr¡g jzj = r, gdzier =s j�j � 1jRe aj :Uwzgl�dnienie (O(r4)) mo»e popsu¢ niezmiennizo±¢ tego okr�gu, ale blisko b�dzie istniaªagªadka niezmienniza krzywa zamnkni�ta. (Mo»na na przykªad sprawdzi¢, »e speªnione s¡zaªo»enia o normalnej hiperbolizno±i i blisko N = f jzj = rg znale¹¢ niezmienniz¡ dla f(�; �)krzyw¡ N� = Nf(�;�). Patrz Uwaga 6'.). Mo»na te» przeprowadzi¢ dowód tak jak dla bifurkajiHopfa, Wykªad 11.Uwaga 12.28. Przy zmianie � nie wiemy ni o f� = f(�; �) na N�. Na przykªad i � i O(r4)mog¡ mie¢ wpªyw na lizb� obrotu �(f�). Dla � ! 0 mamy �(f�) ! �. Je±li wi� � =2 Qto �(f�) powinno przehodzi¢ przez otozenie �, gdzie ªuki parametrów � dla deformaji 1-parametrowej maj¡ staª¡ wymiern¡ lizb� obrotu, a f� na N� jest Morse'a-Smale'a. Daje to122
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αRysunek 12.10:

Rysunek 12.11:szans� podania warunków na wersaln¡ deformaj�, jednak wydaje si� to trudne. Je±li � = pq ,q > 5 (sªaby rezonans) to w pªaszzy¹nie parametrów Re�, Im� istnieje �j�zyk Arnolda�,w którym na N�, (e2�i� = �(�)) mamy tak¡ dynamik� Morse'a-Smale'a:Dokªadniejszy opis i bibliogra�� mo»na znale¹¢ w ksi¡»e Arnold �Teoria Równa« Ró»nizkowyh�str 271.Uwaga 12.29. Posta¢ normalna dla � = pq formalna i Cr tof(z; �) = �z + ( 1Xn=1 anjzj2n)z + 1Xn=1 bnznq+1 + 1Xn=1 nz�nq�1;która jest niezmienniza ze wzgl�du na obroty e 2�ipq . Takie przeksztaªenia mo»na wªazy¢w potoki. Zatem poprawny w dªugim zasie obraz dynamiki iteraji fn(�; �) mo»na uzyska¢badaj¡ deformaje osobliwo±i pól wektorowyh komutuj¡yh z obrotami o k¡t e 2�ipq , takzwanyh deformaji ekwiwariantnyh, Arnold �teoria Równa« Ró»nizkowyh� str 279.W sytuajii silnyh rezonansów, q 6 4, deformaje mog¡ by¢ niezmiernie skomplikowane,patrz rysunki w ksi¡»e Arnolda.Przykªad 12.30. q = 4, zyli f(z) = �z + azjzj2 + z3Oba wyrazy po prawej stronie s¡ stopnia 3. Dla sªabyh rezonansów tego nie byªo. (Arnold,str 273-279).Drgania relaksayjne 123



Rozwa»my równanie Van der Pola� _x = y 13x3 + x_y = ��x � > 0 (12.4)Po zró»nizkowaniu pierwszego i podstawieniah drugiego uzyskamy�x = _y � x2 _x+ _x = ��x� x2 _x+ _xzyli � _x = z_z = ��x+ z(1� x2) (12.5)Mamy dla trajektorii (x(t); y(t)) równania (12.4) odpowiadaj¡¡ jej trajektori� równania(12.5): x(t); z(t) = _x(x) = y(t)� 13x3(t) + x(t):Zatem trajektoria (12.4) przehodzi w trajektori� (12.5) przy zamianie wspóªrz�dnyh(x; y) 7! (x; y � 13x3 + x)):Zamie«my jeszze w (12.5) zas, mno»¡ praw¡ stron� przez 1p� , oraz podstawmy v = zp� .Otrzymamy � _x = v_v = �x+ vp�(1� x2) (12.6)To jest równanie Van der Pola z Wykªadu 11, tylko zamiast � mamy 1p� . B�dziemy bada¢(12.4) gdy �! 0, to znazy gdy dla starego Van der Pola �!1.Poniewa» obrazy fazowe (12.4) i (12.5) s¡ homeomor�zne, to (12.4) ma tak»e orbit�okresow¡ przyi¡gaj¡¡ i punkt staªy w 0 2 R2 .Mo»na patrze¢ na (12.4) jak na równanie zaburzone; porównaj Wykªad 11.Dla � = 0, dla równania niezaburzonego mamy nast�puj¡y obraz fazowy: Równanie Van
y

x

Rysunek 12.12:der Pola niezaburzone, � = 0 � _x = y 13x3 + x_y = 0 (12.7)124



l={y=    x   − x}
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okresowa
Trajektoria

Rysunek 12.13: Równanie Van der Pola zaburzone, � > 0Caªa krzywa y = 13x3�x skªada si� z punktów staªyh. Dla � = 0 mamy jedynie ruh szybkiw kierunku x, �Przyi¡gaj¡y do � y = 13x3 � x	 = l. Dla � > 0 dohodzi powolny ruhwzdªu» krzywej l. Punkt na trajektorii okresowej porusza si� wzdªu» l powoli w lewo, gdydojdzie do ko«a gaª�zi wi�zy puszzaj¡ (relaxation) i nast�puje �skok� na dóª do dolnej gaª�zil. Potem porusza si� powoli wzdªu» l w prawo przyi±ni�ty do l �wi�zami�, a gdy dojdzie doekstremum wi�zy puszzaj¡ i punkt skaze do góry, do górnej gaª�zi l.Drgania relaksayjne pojawiaj¡ si� w teorii obwodów elektryznyh. Palzewski �RównaniaRó»nizkowe Zwyzajne�.
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Wykªad 13Atraktor LorenzaB�dziemy bada¢ ukªad równa« ró»nizkowyh w R38<: _x = �(y � x) (i)_y = �x� y � xz (ii)_z = ��z + xy (iii) ; (13.1)gdzie �, �, � > 0 to parametry.Ustalmy �, � powiedzmy � = 83 , � = 10 (parametry Lorenza) i b�dziemy badali portretfazowy i jego zmiany gdy � ro±nie. Oznazmy pole wektorowe z prawej strony (13) przezF = (F1; F2; F3). Dywergenja F jest równa �� � 1 � � < 0 wi� Jakobiany przeksztaªe«potoku � t s¡ mniejsze ni» 1 dla t > 0 (Tw. Liouville'a):det(D� t(x)) = eR t0 tr DF (� s(x))ds = eR t0 �F (� s)ds < 1wi� � t dla t > 0 zmniejszaj¡ miar� Lebesgue'a (wykªadnizo dla t). Je»eli znajdziemy Utaki, »e � t(lU) � U to \t>0� t(U)jest atraktorem o mierze równej 0.Napiszmy Df(x; y; z) = 0� �� � 0�� z �1 �xy x �� 1A ;a w 0 2 R3 Df(0; 0; 0) = 0� �� � 0� �1 00 0 �� 1A :Wielomian harakterystyzny dla lewej górnej klatki 2� 2 t�2 � (� + 1)�+ �(1� �):Zatem warto±i wªasne w 0 to��; �1;2 = �(� + 1)�p(� + 1)2 � 4�(1 � �)2Dla � < 1 mamy �1;2 < 0 wi� 0 jest ±iekiem.127



�wizenie 13.1. 8 v 2 R3 � t(v)!t!1 0:Dla � = 1 mamy ��, �2 < 0, ale �1 = 0. Przez 0 przehodzi 1-wymiarowa rozmaito±¢entralna W lo niezmienniza dla � t, styzna do wektora wªasnego (1; 1; 0) odpowiadaj¡egowarto±i wªasnej �1 = 0 (patrz Wykªad 12).Polizmy gdzie s¡ zera pola F . Równania8<: �(y � x) = 0�x� y � xz = 0��z + xy = 0daj¡ x = y, z = x2� i w ko«u x = 0, lub ��1� x2� = 0, zyli x = y = �p�(�� 1), z = ��1.Dla � 6 1 jedyne zero jest w 0 2 R3 . St¡d wynika, »e je±li 0 przyi¡ga (sªabo) otozeniew W lo, to mo»na rozwa»y¢ rozmaito±¢ entraln¡ dla równania z parametrem � � 1 V (�),W lo(�), która jest gªadka (Cr). Dla � < 1 na W lo jest przyi¡ganie do 0 wi� z i¡gªo±i jestprzyi¡ganie na W lo(1) (bo na W (1) opróz 0, nie ma punktów staªyh � t, zer V (�), � = 1).Wzdªu» W lo mamy jF3j = O(jF1;2j2) � : : : : (13.2)gdyby na W lo z 6 0, lub nawet tylko �z 6 �xy, F3 > (1 � �)x2 o przezy (13.2) bojF1;2j = O(x2), jF1;2j2 = O(x4).Zatem W lo zawarte jest w górnej póªprzestrzeni z > 0, a nawet z > �xy, � < 1.�wizenie 13.2. Pokaza¢ u»ywaj¡ argumentu o i¡gªo±i V (�), »e dla � = 1, 0 jest (sªabym)±iekiem na W lo.Dokªadniejsze rahunki mo»na znale¹¢ w ksi¡»e Gukenhaimer, Holmes str. 129.Dla � > 1 naW lo(�) pojawiaj¡ si� 2 ±ieki, 0 staje si� ¹ródªem wW lo(�). (Porównaj Wykªad12, bifurkaja dyfeomor�zmu z multiplikatorem -1). Dla
W  (  )ρc

ρ

ρ=1

Rysunek 13.1: Bifurkaja "widªy"(pithfork)� = �h = �(� + � + 3)� � � � 1 � 24; 74warto±i wªasne DF (q�), to � = �(� + � + 1) i�1;2 = �ip2�(� + 1)(� � � � 1):Przy naszym zaªo»eniu, »e � > � + 1 �1;2 to para sprz�»onyh urojonyh warto±i wªasnyh.128



q−
q+y

x

ρ>1Mo»na by my±le¢, »e w � = �h nast�puje bifurkaja Hopfa w q�, mi�kka utrata stabil-no±i, od q� oddzielaj¡ si� w 2-wymiarowyh entralnyh rozmaito±iah przyi¡gaj¡e orbityokresowe. To jednak nie jest prawd¡. Bifurkaje Hopfa daj¡ dla �h ostre utratystabilno±i !�wizenie 13.3. Sprawdzi¢ to numeryznie.Spróbujemy prze±ledzi¢ o naprawd� dzieje si� mi�dzy parametrami � = 1 i � = �h. We¹my
W  (0)s

q−

q+Σl

0

i�ie transwersalne � orbity zbiegaj¡ej do 0 wzdªu» osi z (x = y = 0). Przeksztaªeniepierwszego powrotu do � wygl¡da nast�puj¡o
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lTrajektorie punktów z l d¡»¡ do 0 i nigdy nie wraaj¡ do �. Odinek równolegªy do l bliski lpodhodzi blisko 0 i zostaje bardzo skróony. Dlatego obrazy f(��), f(�+) maj¡ na rysunkuostrza. 129



Dalej b�dziemy bada¢ f przy zaªo»eniu, »e zahowuje foliaj� � na li±ie (rozbiie nali±ie) prawie równolegªe do l, to znazy li±ie przehodz¡ w li±ie. Wtedy f faktoryzuje si�do przeksztaªenia ~f na zbiorze tyh linii (który mo»na uto»sami¢ z odinkiem poziomym).
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q− q+0Rysunek 13.2: Wykres ~f . 0 odpowiada linii l.Dla � > 10 f 0(0) =1 (pohodne prawostronna i lewostronna). Wynika to z83 = � < �1(0) = �(� + 1) +p(� + 1)2 � 4�(1 � �)2 � 112 :Wynika to st¡d, »e na powierzhni W niezmiennizej styznej do wektorów odpowiadaj¡yhwarto±iom wªasnym ��; �1 przeksztaªenie mi�dzy i�iami Poinare'go k, t w punkie a mapohodn¡ 1.
t
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W
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�wizenie 13.4. Pokaza¢, »e jest to funkja Holdera z wykªadnikiem ��1(0) .130
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Dla pewnej lizby �t � 13:926 mamy W u(0) n 0 �W s(0) ( ~f(l) � l). Kiedy robi si� � > �tmamyDla ~f powstaªy dwa nowe punkty staªe r�, ¹ródªa. Dla f daje to w odpowiednih li±iah dwasiodª, a dla potoku pola V (�) dwie orbity okresowe, siodªowe (wymiary rozmaito±i stabilneji niestabilnej = 2). Oznazaj¡ ~f�, ~f+ odpowiednio lew¡ i praw¡ gaª¡¹ ~f rozszerzon¡ i¡gledo 0 mamy ~f� > r+; ~f+ < r�, bo ~f 0(0) =1:Zatem n � j ~fn(�) 2 [r�; r+℄ ; 8n > 0oto zbiór Cantora. To dla potoku pola V (�) daje niezmiennizy zbiór hiperbolizny (na[r�; r+℄ ~f jest rozi¡gaj¡e; j ~f 0j > 1, w kierunku wªókien jest kontrakj¡.)Dla pewnej lizby � = �a � 24:06 mamy~f� = r+; ~f+ = r�;zatem ~f([r�; r+℄) � [r�; r+℄.Dla � > �a nawet ~f([r�; r+℄) � (r�; r+). Mamy atraktor~L� = \n>0 ~fn([r�; r+℄)131
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zawarty w [ ~f�(0); ~f+(0)℄ � (r�; r+). Ten atraktor istnieje nadal, gdy staje si� � > �h.Bifurkaja Hopfa, która wtedy zahodzi pohªania r�; r+, ale nie wpªywa na odsuni�ty odr�; r+ atraktor ~L. Dla potoku pola V (�) daje to atraktor L�, 2-wymiarowy haotyzny (to

q− q+
f  (0)
~+f  (0)

~−znazy taki, »e �prawie ka»da� trajektoria jest w nim g�sta).�wizenie 13.5. Pokaza¢, »e dla ~f prawie ka»dy punkt w [ ~f�(0); ~f+(0)℄ ma trajektori� g�st¡.Pokaza¢, »e punkty okresowe s¡ g�ste w ~L�.Uwaga 13.6. Atraktor ~L� nazywa si� geometryznym atraktorem Lorenza, a badany132



potok geometryznym potokiem Lorenza.Rzez w tym, »e zaªo»yli±my istnienie niezmiennizej foliaji dla f . Nie wiadomo zy tenmodel odpowiada rzezywisto±i, to znazy zy zawsze, lub dla jakih parametrów �, takafoliaja istnieje.Obenie trwaj¡ intensywne badania dotyz¡e tego jakie zjawiska dla geometryznego potokuLorenza i dla jakih � zahodz¡ dla prawdziwego potoku Lorenza (to znazy speªniaj¡ego13).Przypomn� jeszze parametry:� � = 10 staje si� ¹ródªem, powstaj¡ dwa ±ieki q�.� � = �t � 13:926Powstaj¡ orbity okresowe (nawet zbiór hiperbolizny, wi� niesko«zenie wiele orbitokresowyh).� � = �a � 24:06Powstaje geometryzny atraktor Lorenza.� � = �h = 24:74Bifurkaja Hopfa w q�, ostra utrata stabilno±i, atraktor Lorenza nadal istnieje.Uwaga 13.7. Dla geometryznego potoku sytuaja jest podobna, hoia» trudniejsza ni» dlaexpanding atraktorów Williamsa (solenoid, DA-atraktor, atraktor Plykina - Wykªad 9), gdzietak»e f zahowuje niezmienniz¡ foliaj�, na której jest kontrakja, a ~f rozi¡ga na roz-gaª�zionej rozmaito±i (krzywej) N . Atraktor byª wtedy grani¡ odwrotn¡: : :! ~f N ! ~f N ! ~f : : : :133



�wizenie 13.8. Czy atraktor Lorenza jest te» grani¡ odwrotn¡ ~f?Trudniejsza sytuaja ni» dla geometryznego potoku Lorenza pojawia si� dla tak zwanegoatraktora Henona. fa(x; y) = (1� ax2 + by; x); a; b > 0:Polizmy Dfa(x; y) = � �a b1 0 � ; detDfa = b:Przyjmuje si� b < 1 i ustala. Wtedy rozwa»a si� rodzin� fa z parametrem a. fa zmniejszamiar� Lebesgue'a (o zynnik b). Dla y = 0, 0 6 a 6 2, odinek [�1; 1℄ przehodzi w siebieprzy funkji 1� ax2. Oto wykres
f(0)=1−a

0

1

x

Obraz [�1; 1℄ � f 0g przy fa wygl¡da nast�puj¡o Obraz K = [�1 � 2b; 1 + 2b℄ � [�b; 1 + b℄
1

−1 1
0jest zawarty we wn�trzu K dla a > 12 , b 6 12 . Poziome kraski to obrazy pionowyh odinkówx = onst. Pytanie (Problem) Dla jak wielu parametrów a istnieje
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KK1 � K; f(K1) � intK1;134



taki, »e atraktor �a =\ fna (K1)jest haotyzny (to znazy na przykªad zawiera orbit� g�st¡). (�a = T fna (K) na ogóª niejest haotyzny, zawiera siodªa, w któryhW u zbiega do mniejszego atraktora �a = T fna (K1)jak dla dyfeomor�zmów Morse'a-Smale'a.) Na ogóª (zy zawsze ?) ten atraktor nie jesthiperbolizny. Udowodniono jednak (Benediks, Carle±on), »e dla bardzo maªyh b zbiórtakih parametrów a, »e �a jest haotyzny niejednostajnie hiperbolizny, ma dodatni¡ miar�Lebesgue'a.Niejednostajnie hiperbolizny oznaza istnienie rozkªadu T�R2 na mierzalne podwi¡zkiEs �Eu i lizby � > 1, mierzalnej funkji C > 0 prawie wsz�dzie takih, »ekDfna (v)k > C(x)�n dla v 2 Eu(x);kDfna (v)k 6 C�1(x)��n dla v 2 Es(x):Prawie wsz�dzie wzgl�dem tak zwanej miary Sinaja-Bowena-Ruelle'a na �a�SBR = lim 1nX fn� (Æy);Æy to delta Diraa, y Lebesgue'a prawie ka»dy punkt w K (zamiast Æy mo»na wzi¡¢ poprostu mair� Lebesgue'a na K). Trzeba zamiast Leb2 bra¢ miar� �SBR bo miara Lebesgue'aLeb2(�a) = 0. Miara �SBR zast�puje nam miar� Lebesgue'a, miary warunkowe na rozmaito±-iah niestabilnyh ��SBR jWulo	w �a s¡ równowa»ne miarom Lebesgue'a jednowymiarowyh, na li±iah W ulo, to znazymiarom dªugo±i, przy tym W u(s)lo istniej¡ dla prawie wszystkih punktów w �a i W ulo � �a(analogiznie dla expanding- atraktorow, Wykªad 9).Cz�±i¡ twierdzenia jest istnienie �SBR i niezale»no±¢ graniy od y, dla dodatniej miary zbiotuparametrów a.Rozwa»a si� b bardzo maªe po to, »eby mo»na byªo zastosowa¢ teori� iteraji przeksztaªe«odinka (to odpowiada b = 0)ga(x) = 1� ax2; ga : [�1; 1℄ ! [�1; 1℄(�wi¡tek, Lyubih, Nowiki, Martens)Twierdzenie 13.9. W rodzine ga, 0 6 a 6 2 zbiór A paramtrów a takih, »e istnieje orbitaokresowa przyi¡gaj¡a, a w uzupeªnieniu zbiór na którym g > 1, sko«zony lub Cantora, jestg�sty w [0; 2℄. [0; 2℄ n a ma dodatni¡ miar� Lebesgue'a i dla prawie wszystkih a 2 [0; 2℄ nA istnieje miara �SBR, niezmienniza dla ga, równowa»na mierze Lebesgue'a na �g. Dladodatniej miry zbioru parametrów a zahodzi niejednostajne rozi¡ganie na atraktorze �a,no±niku mmiary �SBR (nie wiadomo zy dla prawie wszystkih) a 2 [0; 2℄ n A). Dla prawiewszystkih a 2 [0; 2℄ n A, �a jest haotyzny.Niejednostajne rozi¡ganie oznazaj(gna )0(x) > C(x)�nj; � > 1; C � �SBR-mierzalna, C > 0:Zjawiska prowadz¡e do pojawiania si� straktorów Henona, lub podobnyh z�sto wys-t�puj¡ dla ogólnyh 1-parametrowyh rodzin dyfeomor�zmów (lub równa« ró»nizkowyh).135
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Przykªad 13.10. Atraktor Henona pojawia si� �po drodze� do podkowy Smale'a.Przykªad 13.11. Bifurkaja siodªo-w�zeª w R2 przy istnieniu krytyznego yklu Po phni�iuw prawo w punkie p otrymujemy atraktor Henona.Uzupeªnienie Wykªadu 12. Kazki.W równaniu Van der Pola� _x = y � 13x3 + x = F1(x; y) = y � f(x)_y = ��x = F2(x) F = (F1; F2);dla f(x) = 13x3 � x, zero F2 le»y blisko jednego z punktów krytyznyh f . Zbadajmy wi�nast�puj¡¡ 2-parametrow¡ rodzin� równa« ró»nizkowyh (parametry to �, a):_x = y � f(x)_y = �(a� x);gdzie f ma minimum lokalna w 0 i maksimum lokalne w punkie xmax < 0 i s¡ to jedyneekstrema f . B�diemy bada¢ dwa prypadki1. f 000(0) > 0, na przykªad f(x) = x3 + x2 (jak w równaniu Van der Pola, po a�niznejzmianie wspóªrz�dnyh x; y). Ogólnie f(x) = x2+x3+ : : : w otozeniu 0. Ustalmy maªe� > 0 i zmie«my a. Zero pola przesunie si� po krzywej y = f(x) i jest w x = a. MamyDF = � ��f�x 1��x 0 � ;a w zerze p(a) DF = � ��f�x(a) 1��a 0 � :136



tr DF (p(a)) = 0;gdy a jest punktem krytyznym f , zyli dla a � 0, dokªadnie gdy a = 0. Wtedymamy par� urojonyh sprz�»onyh warto±i wlasnyh. Sprawdzimy , »e jest to bifurkajaHopfa. Mo»na polizy¢ posta¢ normaln¡, ale jest to do±¢ kªopotliwe. Mo»na te» post¡pi¢nast�puj¡o: Ukªad _x = y � x2 _y = ��x 	 = Fx(x; y)daje dla ró»nizki �xdx+(y�x2)dy = 0. To nie jest ró»nizka zupeªna, ale ma zynnikaªkuj¡y postai �(y). Otrzymujemy bowiem równanie ró»nizkowe���y � �x+ �(y) � 2x = 0;zyli ���y = �1� �(y);na przykªad �(y) = osh( 1p�y). Otrzymujemy aªk� pierwsz¡ H = 12�x2+ 12y2+ : : :(z�±¢wy»szego stopnia). Obszary ogranizone krzywymi H = onst dla x; y � 0 s¡ wi�wypukªe i pole G = (�x3; 0) zaburzaj¡e (y�x2;��x) jest skierowane do ±rodka. Mamy8 h > 0 i staªej C > 0 ZH=h2; 06t6t1 dH(G)dt 6 �Ch4:To szauje ubytek H po zasie t1 wzdªu» trajektorii pola F0+G (Porównaj Wykªad 11).Zatem jh2(t1)� h2j > Ch4 , wi� h� h(t1) > Ch3:Jest to wi� bifurkaja Hopfa, mi�kka utrata stabilno±i gdy a przehodzi od a > 0do a < 0 (tr Df(pa) = �2a+ o(a)).Dla a� 0 mamy sytuaj� tak¡ jak dla drga« relaksayjnyh (Wykªad 12).

2. Dla f 000(0) < 0, na przykªad f(x) = x3 + x2 + x5 mamy dla a = 0 G skierowane nazewn¡trz krzywyh aªkowyh H = onst i bifurkaj¡ Hopfa z ostr¡ utrat¡ stabilno±igdy a przehodzi od lizb dodatnih do ujemnyh. Widoznie o± musiaªo si� sta¢ ju»dla a > 0. Prze±led¹my bifurkaj� zazynaj¡ od a � 0. Wybierzmy dwie dowolne137



krzywe a(�) takie, »e gdy � ! 0 mamy a! 0 a i dla �, a(�) istniej¡ rozwi¡zania, którew graniy zawieraj¡ krzyw¡ Wtedy dla dwóh takih a1(�), a2(�) mamy138



lub

a1(�)� a2(�) 6 e� 1�dla staªej  > 0. Ten fakt toTwierdzenie 13.12. �yie kazek jest krótkie.
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Wykªad 14
Zajmiemy si� kaskadami i potokami zahowuj¡ymi miar� Lebesgue'a, w przypadku wymiaru2, lub form¡ symplektyzn¡ ! = nXi=1 dq1 ^ dpiw przypadku wymiaru 2n, wspóªrz�dne to qi, pi, i = 1; : : : ; n. Potok dla równa« hamiltonows-kih �q�t = �H�p�p�t = ��H�qspeªnia t� wªasno±¢. Zahowanie ! implikuje zahowanie miary Lebesgue'a, bo! ^ : : :^| {z }n razy = n!dp1 ^ dq1 ^ : : : dpn ^ dqnForma symplektyzna to 2-forma zamkni�ta ! taka, »e X ! !(X; �) w ka»dym punkie x jestizomor�zmem Tx ! T �x (przestrzeni styznej w kostyzn¡). Tw. Darboux mówi, »e lokalnie,w odpowiednih wspóªrz�dnyh forma symplektyzna ma posta¢ P dqi ^ dpi.Na ostatnim wykªadzie z Równa« Ró»nizkowyh Zwyzajnyh mówiªem o równaniu wa-hadªa �x = �a sinx; a > 0; x 2 R=2�Z: (14.1)Obraz fazowy y = _x na S1 � Rp = (0; 0) entrum (nieliniowe),q = (�; 0) siodªo. Je±li do prawej strony dodamy funkj� zale»n¡ okresowo od zasu tootrzymamy nadal równanie hamiltonowskie (nieautonomizne). Oznazaj¡ okres przez Totrzymamy dyfeomor�zm S1 � R zahowuj¡y miar� f = �T . Separatrysy W u(q) i W s(q)mog¡ przeina¢ si� transwersalnie. Mo»e powsta¢ sªynny obrazek:z wieloma krzywymi zamkni�tymi niezmiennizymi i okresowymi orbitami eliptyznymi(para sprz�»onyh urojonyh warto±i wªasnyh z�±i liniowej) i siodªami z homokliniznymipunktami przei�ia (o implikuje istnienie podków Smale'a i hiperbolizno±¢ zbiorów niezmi-ennizyh; Wykªad 8, przykªad 1).Podam podstawowe fakty opisuj¡e zahodz¡e tu zjawiska w wymiarze 2 i dla wy»szyhwymiarów.Teoria KAM (Koªmogorov, Arnold, Moser) mówi, »e po zaburzeniu dodaniem funkji dosiªy �a sinx w 14.1 wiele niezmiennizyh okr�gów pozostanie niezmiennizymi krzywymizamkni�tymi (mog¡ nieo zmieni¢ poªo»enie).Teoria Birkho�a mówi, »e powstanie mi�dzy nimi wiele orbit okresowyh.141
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Rysunek 14.2:TeoriaAubry'ego-Matheramówi, »e hoia» niektóre okr�gi znikn¡, pozostan¡ w ih miejsuzbiory Cantora z przeksztaªeniem obrotu na nih.Wiele spo±ród powstaªyh orbit okresowyh to orbity eliptyzne wokóª któryh znowu wielemiejsa jest zaj�tego przez krzywe zamkni�te niezmiennize, ale w szzelinah mi�dzy nimi s¡siodªa i punkty homoklinizne, s¡ te» orbity okresowe, eliptyzne itd.Problem: Czy uzupeªnienie zbioru wszystkih krzywyh zamkni�tyh wokóª punktów elip-tyznyh wszystkih rz�dów w powy»szym opisie ma dodatni¡ miar�? Czy istnieje dodatniejmiary niezmiennizy zbiór haotyzny?Zbadajmy najprostszy model dyfeomor�zmu:f : S1 � [0; 1℄zahowuje miar� Lebesgue'a, jest obrotem na S1�f0g i S1�f1g i speªnia warunek skr�enia(twistu): dla f = (f1(�; r); f2(�; r)) �f2�� > 0:Twierdzenie 14.1. (Birkho�) Je±li na S1 � f0g i S1 � f1g f jest obrotem odpowiednio ok¡ty �0 < �1 i je±li uªamek pq speªnia �0 < pq < �1 to istniej¡ o najmniej 2 orbity okresuq. Ka»da z tyh orbit jest tak zwan¡ (p; q)-orbit¡ Birkho�a, to znazy wszystkie punkty orbity142
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Rysunek 14.3:maj¡ parami ró»ne wspóªrz�dne � i je±li je uporz¡dkowa¢ jako (�1; r1); : : : ; (�q�1; rq�1) tak,»eby na S1 �1 < �2 < : : : < �q�1 < �1 tof(�i; ri) = (�(i+p) mod q; r(i+p) mod q):Funkja �i ! ri jest funkj¡ Lipshitza, ze staª¡ Lipshitza zale»n¡ od inf �f2�� .
Rysunek 14.4:Dowód. na ¢wizeniah.Uwaga 14.2. Analogizne twierdzenie byªo na ¢wizeniah udowodnione dla przeksztaªeniaokr�gu stopnia 1, gdzie [�0; �1℄ to odinek obrotu.Uwaga 14.3. Je±li �0 < 0 < �1, f homeomor�zm, to nawet bez zaªo»enia �twistu� mo»naudowodni¢ istnienie dwóh punktów staªyh. Ten fakt to Geometryzne TwierdzeniePoinare'go (zwane te»: Ostatnie Tw. Poinare'go; Poinare udowodniª je niedªugo przed±mieri¡). Preyzyjny dowód podaª dopiero Birkho�: George D. Birkho� �Dynamial Sys-tems�, 1927 r.)Twierdzenie 14.4. (Aubry, Mather)Je±li f speªnia zaªo»enia twistu, jak wy»ej i �0 < � < �1, � =2 Q , to istnieje funkja Lipshitza� : S1 ! [0; 1℄ taka, »e jej wykres zawiera zbiór X niezmiennizy dla f , zwarty, minimalny, fzahowuje na nim porz¡dek (w sensie porz¡dku w S1) i lizba obrotu jest równa �. Zbiór X toalbo zbiór Cantora, nazywa si� wtedy zbiorem Aubry'ego-Mathera albo (topologiznie) okr¡g.Dowód. (idea, ksi¡»ka Katok, Hasselblatt)� = lim pnqn . Znajdujemy (pn; qn) orbity Birkho�a Xn, l¡zymy punkty ka»dej z nih ªaman¡jak na rysunku (??). Ze wspólnej Lipshitzowo±i wynika istnienie podi¡gu zbie»nego. Wwykresie graniy jako X bierzemy grani� podi¡gu Xn (w metrye Hausdor�a mi�dzy zbio-rami zwartymi). 143



Twierdzenie 14.5. (KAM)Nieh dla �, h1, h2 2 Cr (r > 5)f�(�; r) = (�+ �(r) + �h1(�; r; �); r + �h2(�; r; �)); (14.2)gdzie ���r > 0 i f� zahowuje miar� Lebesgue'a Leb2. Wtedy dla � dostateznie maªego istniejezbiór f�-niezmiennizyh minimalnyh krzywyh zamkni�tyh (wykresów funkji z S1 do [0; 1℄)�� (lizba obrotu na �� jest równa �) iLeb2 �[ ���ÆLeb2 �S1 � [0; 1℄�! 1, gdy �! 0:Je±li tak»e � zale»y od �, � = �(r; �), to nale»y zaªo»y¢, »e����� ! 0, gdy �! 0:Uwaga 14.6. Dla ka»dego � mo»e istnie¢ o najwy»ej jedna krzywa � (warunek twistu ����powoduje, »e na ni¡ lizba obrotu na takih krzywyh jest > �, pod ni¡ < �). Dla � = 0 ukªadjest aªkowalny, to znazy istnieje funkja, r, niezmienniza wzdªu» trajektorii, � to okr¡g�(r) = �. Gdy zaburzamy f0, � oddala si� od 0, z�±¢ okr�gów, dla � wymiernyh lub szybloaproksymowalnyh lizbami wymiernymi rozsypuje si� daj¡ (p; q)-orbity Birkho�a lub zbioryAubry'ego-Mathera. Najdªu»ej pozostaj¡ �� takie, »e jq�� pj > q .Przykªad 14.7. Przeksztaªenie standardowef�(�; r) = (�+ r; r + � sin(�+ r)):(Dla tego przykªadu problem (??) jest tak»e nierozwi¡zany).Twierdzenie 14.8. Je±li f jest Cr-dyfeomor�zmem otozenia 0 2 R2 w R2 , f(0) = 0, r > 5,punktem eliptyznym, Df(0) ma par� �; � warto±i wªasnyh sprz�»onyh o module 1, �q 6= 1q = 1; 2; 3; 4 zahowuj¡ym miar� Lebesgue'a i pierwszy wspóªzynnik Birkho�a a1 jestniezerowy, to w otozeniu 0 istniej¡ niezmiennize krzywe zamkni�te (o indeksie 1 wokól 0),któryh suma ma miar� dodatni¡ i 0 jest punktem g�sto±i.De�nija 14.9. Posta¢ normalna f w 0 tof̂(z) = �z + a1zjaj2 + : : :Pierwszym wspóªzynnikiem Birkho�a nazywa si� lizb� a1Dowód. (idea)Zauwa»my, »e <a1 6= 0, w przeiwnym razie f̂ (lub f̂�1) przeprowadzaªoby maªy dysk wsiebie. Zatem f (lub f�1) przeprowad»aªoby jakie± otozenie 0 w siebie, o przezyªobyzahowywaniu mairy Lebesgue'a przez f . Zate z�±¢ rz�du 3 dyfeomor�zmu f̂ , j3f̂ zahowujemiar� Lebesgue'a, jest obrotem na ka»dym okr�gu jzj = Const.Mo»na znale¹¢ dyfeomor�zm H taki, »e H Æ f = f̂ Æ H zahowuje miar� Lebesgue'a. (Tonie jest aªkiem proste: Siegel, Moser �Letures on Celestial Mehanis�). Wtedy tak»e f̂zahowuje miar� Lebesgue'a.Funkja (x; y) 7! (Arg(x; y); 12(x2 + y2))tak»e zahowuje miar� Lebesgue'a. 144



�wizenie 14.10. Polizy¢ Jakobian funkji odwrotnej.We wspóªrz�dnyh � = Arg(x; y), I = 12(x2+y2) funkja g powstaªa z f̂ jest maªym zaburze-niem g0 powstaªej z j3f̂ , tym mniejszym im bli»ej I = 0. Jednoze±nie g0(�; I) = (�+=a1; I),gdzie =a1 6= 0, speªniony jest wi� warunek twistu. Mo»na skorzysta¢ z Tw. KAM.(Dokªadniej: Nale»y dla �! 0 wprowadzi¢ wspóªrz�dne (�; I) ! (�; I� ) i 8 � rozpatrywa¢ g ig0 na pier±ieniu I 6 �, a w nowyh wspóªrz�dnyh na niezale»nym od � pier±ieniu I 6 Const.Oznazmy g i g0 w tyh wspóªrz�dnyh przez g�, g�0. Speªniaj¡ one zaªo»enia dla f� i f0 z tw.KAM (dla f0 � zale»y od �). Szzególy: Siegel, Moser.)Wniosek 14.11. Punkt 0 jest stabilny w sensie Lyapunowa.Dowód. Trajektorie nie mog¡ przekrozy¢ krzywyh zamkni�tyh niezmiennizyh, wokóª 0.Dla ukªadu równa« hamiltonowskih na podzbiorze R2m mo»na ogranizy¢ si� do hiper-powierzhni o staªym hamiltonianie H (bo H jest aªk¡ pierwsz¡). Na niej ukªad jest nadalhamiltonowski, w tym sensie, »e mo»na wzi¡¢ i�ie transwersalne wymiaru 2(m� 1) i roz-patrywa¢ ukªad we wspóªrz�dnyh tego i�ia z hamiltonianem zale»nym od zasu (toznazy nieautonomiznym). Mo»na te» rozwa»a¢ przeksztaªenie pierwszego powrotu.Je±li m = 2 to otrzymujemy przeksztaªenie pier±ienia jak w Tw. KAM na pier±ieniu. St¡dwniosek, »e je±li ukªad ma dostateznie wiele aªek pierwszyh (w inwoluji: b�dzie o tymmowa w II semestrze), »e sprowadza si� do ukªadu na hiperpowierzhni wymiaru 4, to przyodpowiednih zaªo»eniah twistu istnieje wiele niezmiennizyh torusów T2 (topologiznyh)niezmiennizyh. W szzególno±i trajektoria okresowa jest stabilna w sensie Lyapunowa. Natym opieraj¡ sie tak zwane �puªapki magnetyzne� .Ogólne twierdzenie mo»na sformuowa¢ nast�puj¡o:
Rysunek 14.5:Twierdzenie 14.12. (KAM)Dla funkji hamiltonaH = H0(I) + �H1(�; I); I 2 G � Rm ; � 2 Tm (torus);przy zaªo»eniu, »e maierz � �2H0�Ii�Ij)�i;j=1;:::;mma rz¡d m, dla � odpowiednio maªego, wi�kszo±¢ torusów niezmiennizyh ukªadu( _� = �H0�I_I = ��H�� = 0145



jest �zahowywana� dla ukªadu ( _� = �H�I = �H0�I + ��H1�I_I = ��H�� = ���H1��(�Zahowywana� oznaza, »e blisko torusów z polem !(I) = �H0�I istniej¡ torusy niezmiennizez potokiem równowa»nym topologiznie potokowi pola !(I). Najtrudniej �zepsu¢� torusy, naktóryh dla !(I) = !1(I); : : : ; !m(I)mXi=1 ri!i > Const(jr1j+ : : :+ jrmj)�dla wszystkih r1; : : : ; rm 2 Z,P jrij 6= 0 i maªyh staªyh lizb naturalnyh �.)Twierdzenie 14.13. (KAM w otozeniu poªo»enia równowagi)Dla pola hamiltonowskiego w R2m dla funkji Hamiltona H istnieje w otozeniu 0 wiele torusówniezmiennizyh wymiaru m, przy zaªo»eniu niezdegenerowania det(!ij) 6= 0, gdzie !ij towspóªzynniki postai normalnej hamiltonianu:H =X!kIk +X!ijIiIj + : : : ; Ik = (p2k + q2k):(Mówi¡ o postai noramlnej jak wy»ej zakªada si� brak rezonansów P ri!i 6= 0 dla ri 2 Z,0 <P jrij 6 4.)Uwaga 14.14. Dla m > 1 istnienie tyh torusów nie zapewnia stabilno±i Lyapunowa, torusyTm nie rozinaj¡ bowiem R2m . Mo»liwa jest uiezka mi�dzy torusami: tak zwana dyfuzjaArnolda.Dalsze warianty TW. KAM mo»na znale¹¢ w ksi¡»e �Metody Matematyzne MehanikiKlasyznej� Uzupeªnienie 8.14.1. Dodatek do wykªadów o Tw. Poinare'go-BendixsonaXVI problem HilbertaTwierdzenie 14.15. (Dula)Zaªó»my, »e dla rzezywistego analityznego pola wektorowego na R2 mamy ykl separatrys.(Na rysunku s¡ siodªa, jednak mo»na rozwa»a¢ dowolne zera pola z hiperboliznymi sek-torami.)Wtedy dla dowolnego i�ia transwersalnego l przeksztaªenie pierwszego powrotu do l rozwijasi� w ko«u l (punktu x0 na rysunku) w szereg Dulaa:f(x) = x�0 + 1Xj=1 Pj(log x)x�j + z�±¢ pªaska:(Przyj�li±my x0 = 0) �0 < �1 < : : :, Pj to wielomiany.Prawdziwe jest nast�puj¡e:Twierdzenie 14.16. (Dula, Ilyasenko) x0 jest punktem staªym izolowanym dla f .146
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Rysunek 14.6:
Rysunek 14.7:Dowód. (idea dowodu Tw. Dulaa-Iljasenki)Gdyby nie z�±¢ pªaska, mo»naby to twierdzenie wywnioskowa¢ z rozwini�ia w szereg (podob-nie jak dla funkji analityznyh). Gdyby mogªo si� zdarzy¢ na przykªad f(x) = x+e� 1x sin( 1x)twierdzenie byªoby nieprawdziwe. Okazuje si� jednak, »e z�±¢ pªaska mo»e by¢ przedstawionajako e� 1f1(x) , gdzie f1 przedstawia si� jako szereg Dulaa + z�±¢ pªaska. Ta proedura ko«zysi� po sko«zonej lizbie kroków.Dowód. (idea dowodu Tw. Dulaa)Prze±led¹my przynajmniej przeksztaªenie f przej±ia wzdªu» trajektorii potoku od i�ia l1 dol2 dla siodªa. Gdyby to byªo siodªo liniowe z warto±iami wªasnymi �1 < 0 < �2 to mieliby±my

l 2

l1

1

1Rysunek 14.8:oznazaj¡ przez t(x) zas przej±ia od x 2 l1 do l2, f(x) = et(x)�1 oraz x = e�t(x)�2 , zylif(x) = x�1 dla �1 = ��1�2 .Wyrazy wy»szego rz�du w rozwini�iu f pojawiaj¡ si� w przypadku istnienia rezonansów.Prauje si� wtedy z postai¡ normaln¡.Uwaga 14.17. Tw. Dulaa-Iljasenki jest wa»nym krokiem w próbah udowodnienia (rozwi¡za-147



nia) XVI problemu Hilberta, jego wersji dla pól wektorowyh:Problem: Czy 8 n 9 N(n) takie, »e dla ka»dego równania ró»nizkowego w R2_x = P1(x; y)_y = P2(x; y) ;gdzie Pi to wielomiany stopnia 6 n istnieje najwy»ej N(n) izolowanyh trajektorii okre-sowyh.Na ile mi wiadomo, udaªo si� udowodni¢ jedynie, »e dla n = 2 ka»de równanie ró»nizkowema sko«zon¡ lizb� izolowanyh trajektorii okresowyh (to nie wykluza N(2) = 1). Ist-nieje przykªad dla n = 2 równania ró»nizkowego z zterema izolowanymi trajektoriami okre-sowymi.Tw. Dulaa-Iljasenki implikuje, »e w otozeniu yklu separatrys lizba trajektorii okresowyhjest sko«zona. KONIEC(Niektóre tematy b�d¡ kontynuowane, po przypomnieniu poz¡tków, na wykªadzie z ukªadówdynamiznyh)Uzupeªnienie bibliogra�i:Clark Robinson �Dynamial Systems� 2-nd edition 1999, CRC Press.
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