Jerzy Browkin

Zera funkcji ((s) Riemanna

1. Podstawowe informacje. !

1.1. Funkcja ((s).

[e%s} —1
C(s):Z%:HQ—%) dla Res > 1.
n=1 p

[Wynika stad, ze {(s) # 0 oraz ((s) = ((5) dla Res > 1].

Dla rozszerzenia funkcji ((s) na pélplaszczyzne Re s > 0 postepujemy nastepu-
jaco.

Poniewaz dla z € R mamy 0 < z — [z] < 1, wiec funkcja

Z(s) = [m%daﬂ

jest okreslona dla Res > 0.

Obliczymy Z(s) dla Res > 1. Mamy

Z(s):/lmi—f—/lmxﬂdx:

1 N ) 1 “n 1
— — dr = o=
s—1 nz::l/n zot1 & s—1+nz::ls xs

r=n-+1

r=n

Wobec tego
s

() =
i sktadnik —sZ(s) jest okreslony dla Res > 0. Pozwala to okresli¢ ((s) réwniez dla
Res >0, s # 1.

Wynika stad, ze ((s) ma w punkcie s = 1 biegun jednokrotny o residuum 1.

—sZ(s) dla Res>1

I Dziekuje Profesorom J. Kaczorowskiemu i W. Narkiewiczowi za krytyczne uwagi i pomoc przy
zredagowaniu tego tekstu.

Typeset by AMS-TEX
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1.2. Funkcja I'(s).

I'(s) :/ e “2° 'dr dla Res>0 (Euler 1730).
0

[Wynika stad, ze I'(s) = I'(s), I'(1) = 1].

Caltkujemy przez czesci

[(s)=e *z°

fe'e) oo
— / z(—e "2 +e T (s — 1)a* %) do =
0 0

= /OOO e Txfdr — (s — 1) /000 e ¥ lde =T(s+1) — (s — 1) T(s).

Mamy wiec I'(s + 1) = sI'(s) i lewa strona jest okreslona dla Res > —1, s # 0.
[Wynika stad, ze I'(n) = (n — 1)! dla n € N].
Daje to mozno$é rozszerzenia I'(s) na cala plaszczyzne poza s = 0,1,2, ... .

W tych punktach I'(s) ma biegun jednokrotny.
Zachodzi wzor

™

I'l —s)I'(s) = dl C\Z.
(1-9Ps) =" da seC)
[Wynika stad, ze T'(s) # 0 dla s € C|.
1.3. Teta funkcja Q(x).
Twierdzenie. Funkcja

Qzx) = Z e~ dla >0

Mamy oczywiscie Q(z) = 1 + 2¢(x), gdzie ¢(z) := > 7, e~"’™ | réwnanie
funkcyjne dla Q(x) daje
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Dowdd (Ch. de la Vallée-Poussin). Dla ustalonego x > 0 rozpatrzmy funkcje

oo

G(a) := Z e*("+°‘)2”,

n=—oo

wtedy G(0) = Q(x).

Jest to funkcja parzysta, okresowa o okresie 1. Mamy wigc jej rozwinigcie na

szereg Fouriera

G(a) = % + Z ay cos(2kma),
k=1

gdzie
1
ay = 2/ G(a) cos(2kma)da dla k£ >0.
0

Obliczamy dla k > 0

ap= / Z e~ (nte)” T cos(2kma)da

n=—oo

= 2/—00 e’ cos(2kra)da = 2e _kzﬂ/mﬁ,

poniewaz znana jest catka

/ e P cos(qt)dt = e_q2/4p\/7r/p dla p>0.

— 00

Wobec tego wzér (1) przyjmuje postaé

1 2 —
Z —(nta)’ro_ _Z —k?m/x (2kma) =
e e cos(2kma
n=-—oo \/_ X k=1
1 > k2 /
— Z e " T cos(2kmar).
\/5 k=—oc0

Przyjmujac tu a = 0 otrzymujemy

1.4. Réwnanie funkcyjne dla ((s).

Dla Res >0 ['(s/2) = / e T/ ey =
0

(1)
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2

[Podstawiamy z — n*mz]

o0 2 o0 2
— / e T (n 7_(_1,)5/2 L2 de — nsﬂ_s/Q/ e~ T xs/Qfldx'
0 0
[Dzielimy przez n®7*/2 i obliczamy >°°7 | |

C(s)T(s/2) / Y(x) 2*/* da.

[Obie strony sa okreslone dla Re s > 0].

Oznaczmy

F(s) := ((s)[(s/2)m /2 dla Res > 0.

Przeksztalcamy

1 00
_ s/2—1 s/2—1 _
s) /0 Y(x)x dx +/1 Y(x)x dx

[W pierwszej calce stosujemy rownanie funkcyjne dla ) (z)]

1 1 [ee)
1— \/E /2—1 / (s—3)/2 / /2—1
= — 2’ dx + Y(1/x)x'? dx + Y(x) x® dr =
| =5 , P )

[Pierwsza calke obliczamy, w drugiej podstawiamy = — 1/w]

1 00
= (s i T é) + /OO Y(w)wB=/2(—w=2)dw +/1 Y(x) 25/ * e =

[Laczymy dwie catki w jedna

1 1 >
_ (_ 4 > +/ W(z) ($3/2—1 _|_:C(1—s)/2—1) da.
s —s 1

Otrzymane wyrazenie nie ulega zmianie przy podstawieniu s — 1 — s. Udowod-

niliSmy wiec, ze
F(s)=F(1—s).

Inaczej méwiac

n 2 T(s/2) ((s) = T2 T((1 — 5)/2) (1 — 9).

Pozwala to rozszerzy¢ funkcje F(s), a wiec i funkcje ((s) na cala plaszczyzne

C\ {1}.
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Wiynika stad, ze ((—2n) = 0 dlan > 11 to sa jedyne zera funkcji ((s) speliajace

Re s < 0. Sa to tak zwane zera banalne.
Zatem, jezeli ((s) =0is ¢ R, to 0 < Res <1oraz ((1—s)=01i((s) =0.
Ponadto ((z) #0dla0 <z < 1.
2. Zera niebanalne funkcji ((s).
2.1. Zasadnicze twierdzenia o zerach funkcji ((s).

Twierdzenie (J. Hadamard, Ch. de la Vallée-Poussin, 1896). Funkcja ((s) nie

ma zer na prostej Res = 1.

Oznaczmy
N(T):=4#{s€C:((s) =0, 0<Res <1, 0<Ims<T},
No(T) :=#{s€C:((s) =0, Res = %, 0<Ims<T}.
Twierdzenie (H. v. Mangoldt, 1895, 1905). Mamy

T T T
N(T) = %log (§> ~ 5 + O(logT).

Doktadniey:
|O(logT)| < 0.5log T + 21log log T + 14.

W 1924 r. J.E. Littlewood poprawil to oszacowanie do O(logT'/loglogT).

Twierdzenie (G.H. Hardy, 1914). Funkcja ((s) ma nieskoriczenie wiele zer na

prostej krytycznej Res = %
Twierdzenie (J.B. Conrey, 1989).

No(T) > 0.4088 - N(T).

Hipoteza Riemanna. Ny(T) = N(T).
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2.2. Twierdzenie Hadamarda-de la Vallée-Poussina.
Twierdzenie. ((1+it) #0 dlat e R.

Dowdd (Ch. de la Vallée-Poussin). Najpierw wyprowadzimy wzér na |((s)|, gdzie
s=o0-+1it, o> 1.

o0

Sm
Z log(1—s)=— — dl <1 ika, 7
e wzoru log(1 — s) mz::l — dla |s] wynika, ze
1\ " =1
((s) = exp log <1 — —) = exp :
) {1 20 2
Mamy oczywiscie |e*| = eR¢® ponadto
1
Re ( ): —Re (e‘smlogp) =
mps™ m
1
= —Re (e77™ 18P (cos(—tmlog p) + i sin(—tm logp))) =
m
_ cos(tmlogp)
- mpom ’
Zatem
(tm1
|—expzzcos mogp , gdzie s= o +it.
p m=1

Przypus$émy, ze ((1 + itp) = 0 dla pewnego to € R*.
Rozpatrzmy funkcje
Z(s) == ((5)% (s +itg)* C(s + 2ity).

Jest ona okreslona dla s € C i ma zero w punkcie s = 1, poniewaz w tym punkcie
¢(s)? ma biegun trzykrotny, ((s+itg)* ma zero co najmniej czterokrotne i ¢ (s+2itg)

nie ma bieguna.

7, drugiej strony dla s = ¢ > 1 mamy
1Z(s)|=|C(s)|? - 1¢(s +ito)|* - [¢(s + 2ito)| =

— exp Z Z 3+ 4 cos(tgmlogp) + Cos(2t0mlogp)

>1
mpam

p m=1

na mocy tozsamosci
3+ 4cosa + cos(2a) = 2(1 + cos a)? > 0.

Mamy jednak lin}r Z(o) = Z(1) = 0. Uzyskana sprzecznos$¢ dowodzi, Ze na prostej
oc—110

Re s = 1 funkcja ((s) nie ma zera. O
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2.3. Funkcje £(s) i Z(x).
Funkcja F(s) = n~%/?T'(s/2)¢(s) ma bieguny (jednokrotne) tylko w punktach
s =01s = 1. Aby sie ich pozby¢, rozpatrujemy funkcje

£(s) = $s(s —1)F(s) = Ls(s — 1)I'(s/2)¢(s)m /2,

N[ +—

Zatem zbidr zer funkcji £(s) jest to zbiér zer niebanalnych funkcji ((s).

Mamy £(s) = £(1 — s) oraz £(s) = £(5). Wobec tego
E(5+it)=¢&(5—it) =E(1— (3 +it) =& (5 +it).

Zatem & (% +it) eRdlateR.

Okreslamy wiec funkcje rzeczywista Z(t) := ¢ (3 +it) . Spehia ona E(—t) =
=(t), to znaczy jest parzysta.

Zbiér zer funkcji ((s) na prostej krytycznej jest réwny zbiorowi zer funkcji £(s)

na tej prostej, odpowiada wiec zbiorowi zer rzeczywistych funkcji =Z(x).
2.4. Twierdzenie Hardy’ego.

Twierdzenie (G. H. Hardy, 1914). Funkcja ((s) ma nieskoriczenie wiele zer na

prostej krytycznej.

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze funkcja rzeczywista =(z) ma nieskoriczenie wiele

zer rzeczywistych. W tym celu zbadamy pewna calke zalezna od E(x).
Najpierw udowodnimy prosty

Lemat. Jezeli h(x) jest funkcjg rzeczywistg parzystg, to

- 1 OO itx
/0 h(t) cos(tx) dt = 5/ h(t)e*™ dt.

— 00

Dowdd. Przedstawimy catke po prawej stronie jako sume dwéch catek i skorzystamy

Z€ WZOru cos o = % (ew‘ + e_w‘) .

1 > itx 1 0 itx 1 > itx
= h(t)e""dt = = h(t)e"™ dt + = h(t)e"™*dt =
2 2 2 Jo

[W pierwszej calce podstawiamy = — —zx].

1

= —/ h(t)e "*dt + —/ h(t)e'™dt :/ h(t) cos(tx)dt. O
2 Jo 2 Jo 0
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Dowdd twierdzenia podzielimy na kilka krokéw.

Krok 1

Ze wzoru
£(s) = $s(s — 1) I'(s/2) ((s) m%/2

otrzymujemy
2(t) =& +it) = -1+ HT((S +it)/2) C(& +it) mGHD/2,

Przyjmijmy w lemacie
E(t)
h(t) = T
2 + 1

Jest to funkcja parzysta. Z lematu otrzymujemy wiec

—_

CE(t t - =(t )
/Mdt:;/ (0) gite gy
0 t2+1 —c0 t2+z
/ (=3) (G +t)/2) (% + ity m=(BHO2 et gy —

— 00

[Dokonujemy podstawienia 3 + it — s].

. /2—!—100 F<8/2)<(S)ﬂ_—s/263m Cex/2, (—1)ds =

3 —100

- o / T(s/2)C(s)r~/ 2 ds.
e” 1

5—2'00
Krok 2

Transformata Mellina. Jezeli

to )
1 o+100
h(zx) = —/ H(s)x™*ds

270 J oo

dla o > 0y, gdzie H(s) nie ma bieqguna na prawo od og, i na odwrot

Przykiady.
h(z) Hi(s)
e ” ['(s), o>0
= I'(s)¢(s),  o>1
b(a) (s)C@s)ms, o>}
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Ostatni przyklad daje

o-+i00
W(y) = 2%” / ['(s)((2s)m *y~ *ds dla o>1/2.

[Dokonujemy zamiany zmiennych s — s/2]

1 1 T+100
YY) = — - 5/ T(s/2)¢(s)n™%/2y=%/2ds dla 7=20>1.

—100
Otrzymany wzor pozwoli obliczy¢ ostatnia catke w Kroku 1.

Jednak tam jest catka po prostej Res = 1/2; a tu po prostej Res = 7. Wzor

Cauchy’ego daje zalezno$é¢ miedzy takimi catkami. Jezeli funkcja G(s) ma w pasie
miedzy tymi prostymi tylko jeden biegun w punkcie s = 1, to

1/2+ic0

%(/:HOO G(s)ds—/1/2_m G(s)ds) = Res,—1G(5).

['(s/2)¢(s)m%/2y=5/2, gdzie y = e~2*. Zatem G(s) ma w pasie

U nas G(s) =
1/2 < Res < 7 jedyny biegun s = 1 odpowiadajacy biegunowi funkcji ((s). Ponadto

Ress—1G(s) =T(1/2)-1- W—1/2y71/2 — e

poniewaz I'(1/2) = /7.
7 powyzszego wynika, ze wyrazenie otrzymane w Kroku 1 jest réwne
—465;/2 (—27m'em + 47?2'1/1(6_%)) =z (e“””/2 — e_”’/z(Q(e_Qm) — 1) =

Z (2cosh (z/2) — e~*/2eQ(e2*)) = Z (2cosh (z/2) — e*/2Q(e??)) .

WykazaliSmy zatem, ze

/OOO %jﬁsém)dt = g <2cosh (z/2) — em/zg(em)) .

Podstawiajac x +— ix otrzymamy

/OO =(t)cosh (tx) gt —

E <2 cos(x/2) — eim/2Q(ezm)> : (2)

NS
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Krok 3
Korzystajac z réwnania funkcyjnego dla Q(z) dowodzi sie, ze
" ,
lim —Q(e**) =0 dl > 0.
:cir7?/4 dxm (™) an=
[Dowé6d pomijamy].
Wtedy réwniez
dr /. .
mEr;1/4 P (ezx/29(62”1)> =0 dla n > 0. (3)
Krok 4
Rézniczkujemy 2n razy, gdzie n = 1,2,..., wzgledem x obie strony wzoru (2).
Otrzymamy
Obliczajac granice, gdy = dazy do /4, otrzymamy na mocy (3)
* Z(t)t*"cosh (7t /4) (=)™
dt =7 cos(7m/8). 4
[ o cos(n/$) )

Przypusémy, ze liczba zer rzeczywistych funkcji Z(x) jest skonczona. Wtedy funkcja
ta przyjmuje wartosci stalego znaku dla dostatecznie duzych z.
Niech na przyktad Z(z) >0 dlaz > T > 0.

Wezmy n nieparzyste. Wtedy prawa strona P wzoru (4) jest ujemna. Oszacu-
jemy z dotu strone lewa L.
Mamy

=(1)t2"cosh (it /4) =(t)|cosh (rt/4
‘/ t)t="cos (7Tt/ dt’ < 2n / [=(¢)|cos (7Tt/ )dt —. O, T,
0 t? + Z

— 2n 2T4+1 — 2n
/ =(t)t*"cosh (7rt/4) > / E(t)t*™cosh (7rt/4) gt >
T 2

2+ 1 T 241
Z(t)cosh (7t /4
> @T)Pn min oS (”/ ) _. cyomy
2T<t<2T+1 241 I

State dodatnie C i Cs nie zaleza od n.

Mamy wiec
0>P=0L2>Cy2T)*" — O,T* = T*(2*"Cy — C) > 0
dla dostatecznie duzych n.

Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze funkcja Z(x) ma nieskoniczenie wiele zer rze-

czywistych. O
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2.5. Twierdzenie von Mangoldta.

Twierdzenie (H. von Mangoldt). Liczba zer funkcji ((s) w pasie krytycznym o

czesci urojonej t, 0 <t <T jest rowna

T T T
N(T) = %1 g (2%) ~ 9 + O(logT).

Dowdd. Liczba zer (z uwzglednieniem krotnosci) funkcji f(s) w obszarze S o

brzegu 0S na mocy twierdzenia Cauchy’ego jest rowna

1 f'(s)
2mi Jas f(8)

ds,

przy zalozeniu, ze f(s) nie znika na 0S.

Jako S wezmy prostokat na plaszczyznie zespolonej o wierzchotkach A = —1 41,
B=2+411, C=2+4+1T, D=—-1+14T, gdzie T > 1.

Zakladajac, ze ((s) nie znika na odcinku BC mamy wigc

ds.

N(T)—L(I +Ipc+ Icp + Ipa) dzie I —/ch(s)
=5 AB BC CD DA) g PQ — b Q(s)

Poniewaz liczba N(T') jest rzeczywista, wiec
1
N(T) = o (ImIap+ImIpc+ImIcp +Imipa).

Oszacujemy te sktadniki przy T — oo. Liczba I4p nie zalezy od T.

Udowodnimy, ze Im Ip¢ jest ograniczone.

Dla Re s > 1 mamy

(Ga) =~ tomctor = (‘Zl()g (- pi)> i (Z > m;’”> i

p

mlo lo = An
Yy s sy lsr g A,

p m=1 pml n=1

gdzie
An) { logp, jezelin=p™, m >0,
n)=
0, poza tym.

Jest to tak zwana funkcja Mangoldta.
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Zauwazmy ogdlnie, ze podstawiajac w calce s = o + it otrzymamy

o+bi b b
Im f(s)ds = Tm / i (o + it)dt :/ Re f(o + it)dt
o+tat a a
Wobec tego
2+1T C (S) 2+4T OO
ImIgc=Im —
e 241 C(S) 241 n=1

/' ﬁi?) == 5

Mamy Re (n™%) = Re (e~#1°8") = cos(tlog n).
Wobec tego

T
[ re) /
1

Zatem

/ e (n~")dt.

t=T
sin(tlogn)
ogn t=1

cos(tlogn)

log n’

co daje

‘ImIBC‘ < Z logn n2 < Z 1_

Zajmiemy sie teraz liczba Im Ip 4.

Obliczajac pochodna logarytmiczna obu stron réwnania funkcyjnego funkeji {(s)

n 2 T(s/2) ((s) = T2 T((1 - 5)/2) ¢(1 — 9)

otrzymamy
L LT/ ) 1 1 T((1=s)/2) (1)
28T S o) T ) 2T T2 T((ms)/2) ()
g Ds/2) 1 T892
(o) BT T 2 (-2 (i-s (5)
Wobec tego obliczenie catki
[ ),

na mocy wzoru (5) sprowadza si¢ do obliczenia odpowiednich czterech calek.
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Zajmiemy sie tym po kolei.

Mamy
147 147
Im / log mds = Im logw/ ds =logm(1—T).
—14Ti —1+Ti
Nastepnie
1+ / 2—1  ~f
_Im / d — Im )
44T C 2—ir C(w)

gdzie podstawiliSmy s — 1 —w

7T2

W punkcie dowiedlismy, ze ta catka jest ograniczona przez e

Pozostaly do oszacowania dwie calki zawierajace funkcje I'.

Wykorzystamy wzér Stirlinga dla funkcji I'(s). Uogdlnia on znany wzor
n! = V2mn(n/e) /12 gdzie 0<6 <1,

czyli
log(n!) = nlogn —n+ O(logn).

Dla ustalonego ¢ € R mamy

o+iT 1v T / .
I(s) (o + it)
I ds = Re——~2dt=TlogT —T + O(logT).
m/ T s /1 eF(a—i—z't) og + O(logT)

W naszym przypadku podstawiajac s = 2w otrzymujemy

. —1+14 F/(S/2) Y . (—141%)/2 F'(w) o ) B )
: /—H-iT I'(s/2) do =2 /(—l-l—iT)/? I'(w) dw = ~(T'log(T/2) =T+ Ollog T)).

Ten sam wynik otrzymamy obliczajac ostatnia calke.
Zbierajac wyniki otrzymujemy

T T
ImIps=(1-T) 10g7r~|—(TlogE—T—l—O(logT))—FO(l) = Tlog2——T+O(logT).
T

Mozna dowiesé, ze Im Icp = O(log T'). Dowéd pomijamy.
Mamy wiec ostatecznie

1 T T T T
N(T) = o (Tlng——T+O(10gT)) = o-log— — o—+0(logT). O
T n ™
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LISTA PEWNYCH AUTOROW Z 2. POLOWY XIX WIEKU.
B. Riemann (1826-1866)

Ch. de la Vallée-Poussin (1866-1962)

J. Hadamard (1865-1962)

G.H. Hardy (1877-1947)

Th. Stieltjes (1856-1894)

H. von Mangoldt (1854-1925)

R.H. Mellin (1854-1933)

G. de Maupassant (1850-1893)
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