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Przyspieszanie zbieznosci szeregéw ortogonalnych

Komunikat dotyczy szeregéw nieskonczonych
(S) > ajf;,
j=1

gdzie ciag {f;} spelnia réwnanie réznicowe liniowe jednorodne rzedu drugiego postaci

(R) fitAifimituifiza=0 (j=0,1,...)

o danych \;, ;. Réwnanie (R) jest w szczegdlnosci spetnione, jesli f; = W,(x), gdzie W;
jest j-tym wielomianem ortogonalnym z ustalonego ciagu (np. dla wielomianéw Legendre’a
Py jest A = —(2j +3)a/(j + 1),y = (j +2)/(j + 1)), a takie wtedy, gy f; = cos j
albo f; = sinjz, tzn. dla szeregéw trygonometrycznych — cosinusowego albo sinusowego
(wtedy A\j = —2cosz, pu; =1).

Wazne w praktyce szeregi (S) sa bardzo wolno zbiezne. Klasyczne metody (algorytmy
Levina, algorytm epsilon, ... ) przyspieszania ich zbieznosci operuja na sumach cze$ciowych
szeregu i sa malo skuteczne, gdy te sumy zachowujg si¢ nieregularnie. Tak wtasnie na ogét
jest dla szeregéw ortogonalnych, nawet o bardzo regularnych wspétczynnikach.

W komunikacie przedstawiono kilka metod innego typu. Dzieki (R) odjecie od (S)
dowolnej wielokrotnosci p; sumy f; + A; fj+1 + pj fj+2 nie zmienia sumy szeregu:

oo o0
(T) Zajfj = (a1 —p1)f1 + (a2 — A\ipy —pz)fz—f—zoz;-fj,
J=1 Jj=3
gdzie
af = a; = pjopj-2 — Aj-ipj-1 —p;  (§>3).
Sciglej, przeksztalcenie jest poprawne, gdy takze nowy szereg jest zbiezny.

Metody numeryczne polegaja na iteracyjnym przyblizaniu takich p;, dla ktérych
wszystkie O‘; sg réwne 0, czyli takich, ze suma szeregu ma wyrazenie skoniczone podane po
prawej stronie (T). Poniewaz p; o tej wlasnosci sa réwnie regularne jak wspétczynniki o,
wiec w szerokiej klasie szeregdéw (S) taka procedura jest znacznie bardziej skuteczna od
algorytméw Levina, Wenigera i Homeiera (z ktorymi zreszta ma pewne elementy wspolne).

Metody analityczne polegaja na iterowaniu przeksztalcenia (T), przy czym w kazdej
iteracji dobiera si¢ p; tak, aby wspétczynniki w nowym szeregu byly istotnie mniejsze niz
w poprzednim. Koncowy szereg ma jakosciowo lepsze wlasnosci od pierwotnego (S). Po-
dobne postepowanie pozwala uzasadni¢ klasyczng metode Eulera—Knoppa przeksztatcania
szeregu potegowego.



