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Liniowe i nieliniowe zagadnienia brzegowe
dla ré6wnan poliharmonicznych

Niech D oznacza jednospdjny i ograniczony obszar D C R"™ z brzegiem 0D
klasy C!. Rozwazmy niejednorodne réwnania poliharmoniczne [1] postaci

(1) AMu(X) = f(X), X = (z1,...,2,),
(1a) A"u(X) = f(X,A" (X)) dlaX €D

i nastepujace warunki brzegowe:
(2) A'u(X) = fi(X) dlaXe€dD, i=0,1,...,n—1.

W prezentowanej pracy [1] konstruujemy rozwiazania probleméw (1)—(2),
(1a)—(2), stosujac odpowiednia funkcje Greena i w przypadku problemu (la)—(2)
odpowiednie nieliniowe réwnanie catkowe, oraz dowodzimy twierdzenia o istnieniu
i o jednoznacznosci rozwigzan rozwazanych zagadnien brzegowych.

Powyzsze réwnania, gdy f = 0 i dla n = 2, sprowadzaja sie do wyznaczenia
rozktadu przemieszczen i naprezen w obszarze D osrodka sprezystego, gdy dane sg
albo przemieszczenia ptaskie, albo naprezenia w kazdym punkcie P na brzegu 0D
obszaru D.

Z teorii sprezystosci wiadomo [2], ze gdy
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(tzy = tyz) jest tensorem naprezen w punkcie (z,y) w zagadnieniu plaskim, to
sktadowe tego tensora spelniaja zwiazki rézniczkowe
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w ktérych A, p oznaczaja wspétczynniki Lame’go, u; i u, zas sg sktadowymi prze-
mieszczenia plaskiego w punkcie (x,y). Z réwnan (3) widzimy, przy zalozeniu cia-
gtosci pochodnych, ze sktadowe tensora naprezen w danym obszarze jednospdj-



nym D powinny sie wyrazi¢ jako pochodne
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pewnych funkcji v, w. Poniewaz powinno jednak byé dv/0x + dw/dy = 0, wiec
ostatecznie skladowe tensora naprezen mozna wyrazi¢ przez jedna funkcje Wz, y)
w nastepujacy sposob:
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Funkcja W (x,y) nazywa sie funkcjq Airy’ego.

Podstawiajac wyrazenia (5) do wzoréw (4) i rugujac sktadowe u,, u, wniosku-
jemy, ze funkcja Airy’ego spelnia w obszarze D réwnanie biharmoniczne
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aawy =T 1o 322222 + aayvf 0.

Jesli dane sg sktadowe naprezen X (P),Y (P) dziatlajacych na brzegu 0D obszaru
D, to w kazdym punkcie P tego brzegu mamy zwiazki

(6) tyycos(N,z) + tyy cos(N,y) = X(P), tyycos(N,z)+t,,cos(N,y) =Y (P),

w ktérych (N, x) i (N,y) oznaczaja katy miedzy normalna zewnetrzna w punkcie P
i osiami wspotrzednych.
Mamy oczywiscie
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gdzie s oznacza wspdlrzedna krzywoliniowa punktu P. Ze wzoréw (4) i (6) wynika,
ze funkcja Airy’ego powinna spelniaé zwiazki brzegowe
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skad mamy na brzegu 0D warunki

ow s ow s
7 (—) :—/Y do + C, (—): /X do + C,
(7) ox /P O(U)U+1 8yP+O (o) do + C

w ktorych C, Cy sa stalymi dowolnymi.

Wyznaczenie rozktadu naprezen w obszarze D osrodka sprezystego, gdy dane
sg sily dzialajace na brzegu 0D, sprowadza sie wiec do wyznaczenia funkcji bihar-
monicznej W (z,y) w obszarze D spelniajacej warunki brzegowe (7). Warunki te
mozna sprowadzi¢ do nastepujacych warunkéw brzegowych:

du(P
(8) w(P) = h(P), ng) = g(P) dla P € dD,
przy czym funkcje g i h sg okredlone i ciagte na brzegu 0D.

P = _Y(P)a




Gdy na plyte sprezysta D, ograniczona brzegiem 9D, dzialaja wylacznie sity
do niej prostopadie o mierze f na jednostke pola, to miara przemieszczenia u,
prostopadtego do plyty w kazdym punkcie, spelnia w stanie rownowagi rownanie
niejednorodne

(9) A(Au) = f.

Zagadnienie z warunkami brzegowymi (8) dla réwnania (9) ma wiec sens fizyczny
poszukiwania odchylenia u ptyty w stanie rownowagi pod dziataniem sit prostopa-
dtych.

W szczegdlnodcei jednorodne warunki brzegowe

du(P)
u(P) =0, N 0
oznaczaja, ze plyta jest na brzegu zamocowana (np. wpuszczona w mur).

W rozwazanych problemach brzegowych (1)—(2) i (1a)—(2) wystepuja warunki
brzegowe (2) typu Riquiera w kontekscie réwnania poliharmonicznego (w szcze-
g6lnoéci dla n = 2 réwnanie (1) lub (1a) jest niejednorodnym liniowym, badz
nieliniowym réwnaniem biharmonicznym odpowiednio), a w (8) wystepuja warun-
ki brzegowe typu Lauricella dostosowane do réwnania biharmonicznego. Wczesniej
w teorii sprezystosci nie rozwazano zagadnien brzegowych dla niejednorodnych
rownan nieliniowych z warunkami brzegowymi typu Riquiera.
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