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Ortonormalizacja bazy przestrzeni unitarnej

Rozwazamy przestrzen unitarng V (K ) nad ciatem liczb zespolonych K C Z, z iloczy-
nem skalarnym wektoréow x,y € V(K) oznaczonym (x | y) = g(x,y), gdzie g : VxV — K
jest dwuliniowym funkcjonatem hermitowskim, generujacym dodatnio okreslong forme her-
mitowska h : V — R. Normg wektora x € V(K) jest oczywiscie liczba [|x|| = /(x| x).

Macierz G[(v; | v;)]nxn iloczynu skalarnego w bazie B = (vq,va,...,v,) C V(K)
jest dodatnio okreslona macierzq hermitowska, czyli spelnia zaleznoéé G = G7 (a konkret-
nie G = GT). Wtedy (x | y) = x5G¥, gdzie x5,y € K" sa wektorami wspéirzednych
wektorow x i y w bazie B, odpowiednio. Podobnie tez do wtasnosci dodatnio okreslonej
macierzy symetrycznej spetnia pewne uzyteczne warunki konieczne:

Twierdzenie. Jesli forma hermitowska h o macierzy hermitowskiej G = [aij]lnxn
jest dodatnio okreslona, to:

o Vi€ 1,—n aq; > 0;

o najwiekszy co do warto$ci bezwzglednej element macierzy G lezy na przekgtnej i tylko
tam — a w ogdle Vi, j € I,n, i # j |a;;| < max{ai;, a;j};

o Vi,j€T,n, i#j |Reay| < Lg%,

o dowolna podmacierz gléwna Gy, stopnia k € 1,n (ktérej przekgtna jest podzbiorem
przekgtnej macierzy G) jest tez dodatnio okreslong macierzq hermitowskq, a jej do-
datni wyznacznik jest minorem gtownym — ma wiec zastosowanie twierdzenie Sylve-
stera.

Kazda przestrzen unitarna ma baze ortonormalng. Dla macierzy hermitowskiej G ist-
nieje bowiem taka nieosobliwa macierz tréjkatna P z jedynkami na przekatnej, ze P7 GP
jest macierza diagonalna o rzeczywistych elementach diagonalnych, baza B ulega orto-
gonalizacji i P jest macierzq przejscia od bazy B do bazy ortogonalnej — unormowane
wektory tworza zas baze ortonormalna przestrzeni V (K), ktéra mozna rozszerzy¢ do bazy
ortonormalnej dowolnego wymiaru przestrzeni unitarnej V'(K) D V(K).

Znana z literatury ortogonalizacja Grama—Schmidta (por. [2], [3]) wydaje si¢ by¢ nie-
doceniana. ,,Zwiezly i elegancki algorytm Grama—Schmidta jest katastrofalnie numerycznie
niestabilny” — oto cytat z [2], s. 295.

Modyfikacja metody, zwiazana z adaptacja algorytmu diagonalizacji z [1], czy pierw-
szej fazy zwyktej eliminacji Gaussa, moze by¢ zrealizowana z mniejsza ztozonoscig oblicze-
niowa i wieksza stabilnoscig, nawet w ogélnym przypadku przestrzeni unitarnej nad ciatem
zespolonym i bez jawnego uzycia macierzy przejscia P.
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