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Operator Frobeniusa-Perrona

(X,B, T ) - uk lad dynamiczny.

ν - miara niezmiennicza dla T , tj. ν(T−1(A)) = ν(A), A ∈ B.

µ-miara σ-skończona, T - niesingularne, tj. µ ◦ T−1 � µ,

P : L1(X,B, µ)→ L1(X,B, µ):∫
A

P f (x)µ(dx) =

∫
T−1(A)

f (x)µ(dx) A ∈ B, f ∈ L1(X,B, µ).

Równoważnie, dla f ∈ L1(X,B, µ), g ∈ L∞(X,B, µ)∫
P f (x)g(x)µ(dx) =

∫
f (x)g(T (x))µ(dx).

Gdy µ = ν to P = PT .



Absolutnie cia̧g le miary niezmiennicze

(X,B, T, µ), T - niesingularne,

P - operator Frobeniusa-Perrona

ν - miara ma gȩstość f∗, gdy

ν(A) =

∫
A

f∗(x)µ(dx), A ∈ B,

gdzie f∗ ≥ 0, ‖f∗‖1 =
∫
f∗(x)µ(dx) = 1.

ν - niezmiennicza ⇐⇒ P f∗ = f∗

f∗ - gȩstość niezmiennicza

Wtedy

P (f f∗) = f∗PT f , f ∈ L1(X,B, ν).



Odwzorowania kawa lkami monotoniczne

T : [a, b]→ [a, b]

istnieje podzia l a = a0 < a1 < . . . < al = b przedzia lu [a, b]:

(i) T|(ai−1,ai ) ma rozszerzenie klasy C1 na [ai−1, ai ],

(ii) |T ′(x)| > 0 dla x ∈ (ai−1, ai), i = 1, . . . , l.

X = [a, b], B = B(X), µ - miara Lebesgue’a

Wtedy

P f (x) =

l∑
i=1

f (T−1
(i)
(x))

|T ′(T−1
(i)
(x))|

1T ((ai−1,ai ))(x),

gdzie T−1
(i)
= (T|(ai−1,ai ))

−1 .



Odwzorowanie r-adyczne

T (x) = rx (mod 1), x ∈ [0, 1), r > 1 - liczba naturalna,
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Odwzorowanie beta: T (x) = βx (mod 1), x ∈ [0, 1),
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Odwzorowanie logistyczne: T (x) = 4x(1− x), x ∈ [0, 1],
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Skośne odwzorowania trójka̧tne: Ta(x) = a − 1− a|x |,
x ∈ [−1, 1], a ∈ (1, 2]

Dla 1 < a ≤ 2 mamy Ta(A) = A, gdzie A = [T 2a (0), Ta(0)].

Gȩstość niezmiennicza fa ma nośnik zawarty w A.

fa(x) =


(
√
2 + 1)2

4
, x ∈ [−(

√
2− 1)2, (

√
2− 1)2],

√
2(
√
2 + 1)2

4
, x ∈ [(

√
2− 1)2,

√
2− 1],

gdy a =
√
2.
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Transformacja Pomeau-Mannevile’a

Tγ(x) =

 x(1 + 2γxγ) 0 ≤ x ≤ 1
2

2x − 1 1
2
< x ≤ 1
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xγ
, c1 ≤ vγ(x) ≤ c2, gdzie c1, c2 > 0



Transformacja Gaussa: T (x) = 1/x (mod 1), x ∈ (0, 1),
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∞∑
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.



Algebraiczne automorfizmy torusa

T (x, y) = (2x + y, x + y) (mod 1),

T jest odwracalne, miara Lebesgue’a jest niezmiennicza

P f (x, y) = f (T−1(x, y))
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Odwzorowania ”piekarskie” [Alexander and Yorke, 1984]

Sβ : [−1, 1]× [−1, 1]→ [−1, 1]× [−1, 1], β ∈ (0, 1),

Sβ(x, y) = (T (x), βy + (1− β)h(x))

gdzie T jest diadyczna na [−1, 1]

T (x) =

 2x + 1, x ∈ [−1, 0] ,2x − 1, x ∈ (0, 1] ,
h(x) =

 1, x ≥ 0,

−1, x < 0.

Sβ ma dok ladnie jedna̧ miarȩ niezmiennicza̧ νβ taka̧, że :

νβ([−1, x ]× [−1, 1]) = x + 1 dla x ∈ [−1, 1];

νβ nie jest absolutnie cia̧g la dla β ∈ (0, 1
2
);

ν 1
2

jest unormowana̧ miara̧ Lebesgue’a na [−1, 1]2;

νβ jest absolutnie cia̧g la dla p.w. β ∈ (1
2
, 1), nie jest np. dla

β =
−1 +

√
5

2



Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa

(X,B, T, ν) - uk lad dynamiczny z miara̧ niezmiennicza̧

Wówczas dla f ∈ L1(X,B, ν)

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f ◦ T k = Eν(f |I), ν − p.w.

gdzie I jest σ-cia lem zbiorów prawie niezmieniczych.

Eν(·|I) - warunkowa wartość oczekiwana, tj. gdy

f ∈ L1(X,B, ν) to Eν(f |I) ∈ L1(X, I, ν) oraz∫
A

Eν(f |I)(x)ν(dx) =
∫
A

f (x)ν(dx), A ∈ I.

Gdy T jest ergodyczne, tj. zbiory niezmiennicze sa̧ trywialne:

ν(A) = 0 lub ν(X \ A) = 0, to Eν(f |I) =
∫
f (x)ν(dx).



Przyk lad 1. T : [0, 1]→ [0, 1]

T (x) =


2x, x ∈ [0, 1

4
)

2x − 1
2
, x ∈ [1

4
, 3
4
),

2x − 1, x ∈ [3
4
, 1].
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Przyk lad 2. f (x) = 1A(x), A = [
1
2
, 1)

1

n

n−1∑
i=0

f (T i(x0))→ ν(A) =


1
2
, T − diadyczna

2− ln 3
ln 2
, T −Guass

1
2
, T − logistyczna

punkt pocza̧tkowy: x0 = π − 3;

wykres (n, 1
n

∑n−1
i=0 f (T

i(x0))), 20 ≤ n ≤ 1000,
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Przyk lad 3. U lamki  lańcuchowe

T (x) = 1/x (mod 1), x ∈ (0, 1), x =
1[

1

x

]
+ T (x)

x =
1

a1(x) +
1

a2(x) +
1

a3(x) +
1

. . .

gdzie a1(x) =

[
1

x

]
, ai(x) = a1(T i−1(x)), i ≥ 2.

∫ 1/k
1/(k+1)

a1(x)

1 + x
dx = k ln

(k + 1)2

k(k + 2)
≈
1

k
=⇒

∫ 1
0

a1(x)ν(dx) =∞



lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

a1(T
i(x)) =∞

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log a1(T
i(x)) =

∞∏
k=1

k
log2

(
1+ 1

k(k+2)

)
≈ 2.685452

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

logT i(x) =
π2

12 ln 2
≈ 1.865691
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Przyk lad 4. Twierdzenie Borela o liczbach normalnych

Rozwiniȩcie dwójkowe x ∈ [0, 1)

x =

∞∑
i=1

di(x)

2i
, di(x) ∈ {0, 1}.

{
x : lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

di(x) =
1

2

}
− zbiór liczb normalnych.

T (x) = 2x (mod 1), A = [1
2
, 1), f (x) = 1A(x) = d1(x),

di(x) = d1(T
i−1(x)), i ≥ 1.

Twierdzenie Birkhoffa =⇒ Mocne Prawo Wielkich Liczb

(Ω,F ,P) = (X,B(X), ν) jest przestrzenia̧ probabilistyczna̧,

zmienne losowe di : Ω→ R sa̧ niezależne o tym samym

rozk ladzie: P(di = 0) = P(di = 1) = 1
2
, E(di) = 1

2
.



Centralne Twierdzenie Graniczne

Zmienne losowe di maja̧ wariancjȩ σ2 =
∫ (
di(x)− 1

2

)2
dx = 1

4

lim
n→∞

P

(∑n
i=1 d1 ◦ T i−1 −

1
2
n

√
n

≤ a

)
=

1√
2πσ2

∫ a
−∞
e−

t2

2σ2 dt

m

sup
a∈R

∣∣∣∣∣P
(∑n

i=1 d1 ◦ T i−1 −
1
2
n

√
n

≤ a

)
−

1√
2πσ2

∫ a
−∞
e−

t2

2σ2 dt

∣∣∣∣∣→ 0
m∑n−1

i=0 h ◦ T i√
n

→d σN(0, 1),

gdzie h = d1 − E(d1) i E(h2) = σ2



Jak w Przyk ladzie 2:

f (x) = 1A(x), A = [
1
2
, 1), h = f −

∫
f (x)ν(dx)

∑n−1
i=0 h ◦ T i−1

bn
→d N(0, 1),

bn√
n
→ σ > 0

Porównanie wykresów gȩstości takich zmiennych z gȩstościa̧

rozk ladu N(0, 1) (kolor czerwony), gdy:

T - diadyczna T - Gaussa T - logistyczna
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CTG dla odwzorowań ergodycznych

b2n = ‖
n−1∑
i=0

h ◦ T i‖22 =
∫ (n−1∑

i=0

h(T i(x))

)2
ν(dx)

= n

∫
h2(x)ν(dx) + 2

n−1∑
i=1

(n − i)
∫
h(x)h(T i(x))ν(dx)

= n

∫
h2(x)ν(dx) + 2

n−1∑
i=1

(n − i)
∫
P iTh(x)h(x)ν(dx)

Twierdzenie 1. Niech (X,B, T, ν) bȩdzie ergodycznym

uk ladem dynamicznym. Jeśli h ∈ L2(X,B, ν) spe lnia PTh = 0,
to ∑n−1

i=0 h ◦ T i√
n

→ ‖h‖2N(0, 1).



PT (f ◦ T ) = f i (PT f ) ◦ T = E(f |T−1(B)) dla f ∈ L1(X,B, ν)

Twierdzenie o zamianie zmiennych:∫
T−1(A)

(f ◦ T )(x) ν(dx) =
∫
A

f (x) (ν ◦ T−1)(dx).

Definicja operatora PT :∫
A

PT f (x)ν(dx) =
∫
T−1(A)

f (x)ν(dx).



PT (f ◦ T ) = f i (PT f ) ◦ T = E(f |T−1(B)) dla f ∈ L1(X,B, ν)

Twierdzenie o zamianie zmiennych:∫
T−1(A)

(f ◦ T )(x) ν(dx) =
∫
A

f (x) (ν ◦ T−1)(dx).

Definicja operatora PT :∫
A

PT f (x)ν(dx) =
∫
T−1(A)

f (x)ν(dx).

B ∈ T−1(B) =⇒ B = T−1(A) dla pewnego A ∈ B∫
B

(
(PT f ) ◦ T

)
(x)ν(dx) =

∫
T−1(A)

(
(PT f ) ◦ T

)
(x)ν(dx) =∫

A

PT f (x)ν(dx) =
∫
T−1(A)

f (x)ν(dx) =

∫
B

f (x)ν(dx)



Różnice martynga lowe

(Ω,F ,P) - przestrzeń probabilistyczna

{Fn,i , ζn,i : 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}

1. Fn,i−1 ⊂ Fn,i ⊂ F - σ-cia la, i ≥ 1, n ≥ 1,

2. ζn,i - Fn,i-mierzalne, E(ζn,i) = 0, E(ζ2n,i) <∞,

3. E(ζn,i |Fn,i−1) = 0, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1.



Różnice martynga lowe

(Ω,F ,P) - przestrzeń probabilistyczna

{Fn,i , ζn,i : 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}

1. Fn,i−1 ⊂ Fn,i ⊂ F - σ-cia la, i ≥ 1, n ≥ 1,

2. ζn,i - Fn,i-mierzalne, E(ζn,i) = 0, E(ζ2n,i) <∞,

3. E(ζn,i |Fn,i−1) = 0, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1.

Jeśli PTh = 0 to

{T−n+i(B),
1
√
n
h ◦ T n−i : 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}

jest rodzina̧ różnic martynga lowych.

E(h◦T n−i |(T n−i+1)−1(B)) =
(
PT n−i+1(h◦T n−i)

)
◦T n−i+1 = (PTh)◦T n−i+1



CTG [Billingsley, 1995, Theorem 35.12]

Niech {Fn,i , ζn,i} bȩdzie rodzina̧ różnic martynga lowych. Jeśli

(a)
n∑
i=1

E(ζ2n,i |Fn,i−1)→P σ2,

(b)
n∑
i=1

E(ζ2n,i1{|ζn,i |>ε})→ 0 dla każdego ε > 0,

to
n∑
i=1

ζn,i →d σN(0, 1).



Dowód Twierdzenia 1: Fn,i = T−n+i(B), ζn,i = 1√
n
h ◦ T n−i

(a)
n∑
i=1

E(ζ2n,i |Fn,i−1) =
1

n

n∑
i=1

(PTh2) ◦ T n−i+1 =

=
1

n

n−1∑
i=0

(
(PTh2) ◦ T

)
◦ T i →

∫ (
(PTh2) ◦ T

)
(x)dν(x) = ||h||2 = σ2

(b)
n∑
i=1

E(ζ2n,i1{|ζn,i |>ε}) =
1

n

n∑
i=1

∫
{|h◦T n−i |>ε

√
n}
(h2 ◦ T n−i)(x)ν(dx) =

=
1

n

n∑
i=1

∫
T−n+i ({|h|>ε

√
n})
(h2 ◦ T n−i)(x)ν(dx) =

=
1

n

n∑
i=1

∫
{|h|>ε

√
n}
h2(x)ν(dx) =

∫
{|h|>ε

√
n}
h2(x)ν(dx)→ 0



Uwaga. Jeśli opuścimy za lożenie ergodyczności w

Twierdzeniu 1, to∑n−1
i=0 h ◦ T i√
n

→d
√
Eν(h2|I)N(0, 1).

Przyk lad 5. T : [0, 1)→ [0, 1)

T (x) =


2x, x ∈ [0, 1

4
)

2x − 1
2
, x ∈ [1

4
, 3
4
),

2x − 1, x ∈ [3
4
, 1).

I =
{[
0,
1

2

)
,
[1
2
, 1
)
, [0, 1), ∅

}
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Operator Frobeniusa-Perrona

PT f (x) =
1

2
f

(
1

2
x

)
1[0, 1

2
)(x)+

1

2
f

(
1

2
x +
1

4

)
+
1

2
f

(
1

2
x +
1

2

)
1[ 1
2
,1)(x).



Weźmy

h1(x) =


1, x ∈ [0, 1

4
)

−1, x ∈ [1
4
, 3
4
),

1, x ∈ [3
4
, 1].

, h2(x) =



1, x ∈ [0, 1
4
)

−1, x ∈ [1
4
, 1
2
),

−2, x ∈ [1
2
, 3
4
),

2, x ∈ [3
4
, 1].

Wtedy PTh1 = PTh2 = 0 oraz h21 = 1, h
2
2 = 1[0, 1

2
) + 4 · 1[ 1

2
,1).

Mamy Eν(h21|I) = 1, Eν(h22|I) = h22.

1
√
n

n−1∑
i=0

h1 ◦ T i →d N(0, 1)

1
√
n

n−1∑
i=0

h2 ◦ T i →d
√
Eν(h22|I)N(0, 1)



Gȩstość zmiennej losowej
√
E(h22|I)N(0, 1) jest równa

1

2

1√
2π
exp

(
−
x2

2

)
+
1

2

1√
8π
exp

(
−
x2

8
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, x ∈ R.
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Mieszanie

T jest mieszaja̧ce, gdy

lim
n→∞

ν(A ∩ T−n(B)) = ν(A)ν(B) dla A,B ∈ B.

m

lim
n→∞

∫
f (x)g(T n(x))ν(dx) =

∫
f (x)ν(dx)

∫
g(x)ν(dx)

m

lim
n→∞

∫
PnT f (x)g(x)ν(dx) =

∫
f (x)ν(dx)

∫
g(x)ν(dx)

dla f ∈ L1(X,B, ν), g ∈ L∞(X,B, ν).



Szybkość mieszania∣∣∫ f (x)g(T n(x))ν(dx)− ∫ f dν ∫ gdν∣∣ ≤ l(n)‖f ‖L1‖g‖L2
• oszacowania w normie BV: l(n) = Cθn

L1 - funkcje o ograniczonej wariacji, L2 = L1

• tzw. ’coupling method’: [Young, 1998, Young, 1999]

L1 - funkcje hölderowskie, L2 = L∞

• metryki Birkhoffa: [Liverani, 1995]

Uwaga.

||PnTh||1 ≤ l(n)‖h‖L1

||h||1 ≤ ||h||2 ≤ ||h||∞

||PnTh||2 ≤ ||h||1/2∞ ||PnTh||
1/2
1



Twierdzenie 2 ([Tyran-Kamińska, 2005]). Niech (X,B, T, ν)
bȩdzie uk ladem dynamicznym. Jeśli h ∈ L2(X,B, ν) spe lnia

∞∑
n=1

n−
3
2

∥∥∥ n∑
k=1

PkTh
∥∥∥
2
<∞. (1)

to istnieje h̃ ∈ L2(X,B, ν) takie, że

PT h̃ = 0 i
1
√
n

n−1∑
j=0

(h − h̃) ◦ T j →L2 0.

Uwaga.
∞∑
n=1

‖PnTh‖2√
n
<∞ =⇒ (1)

sup
n≥1
||
n∑
k=1

PkTh||2 <∞⇐⇒ ∃h̃,f ∈L2 h − h̃ = f ◦ T − f , PT h̃ = 0.



Przyk lad 6.

Tγ(y) =

 y(1 + 2γyγ) 0 ≤ y ≤ 1
2

2y − 1 1
2
< y ≤ 1

Jeśli h jest hölderowska na [0, 1] to ||PnTh||1 ≤ Cn
1− 1

γ .

||PnTh||2 ≤ C1
√
n1−

1
γ =⇒

||PnTh||2√
n

≤ C1n−
1
2γ

• gdy γ ∈ (0, 1
2
) to zachodzi (1)

• jeśli γ = 1
2

to klasyczne normowanie może nie wystarczyć

np. gdy h jest hölderowskie, h(0) 6= 0 [Gouëzel, 2004]

1
√
n log n

n−1∑
i=0

h ◦ T i →d σN(0, 1).



Idea dowodu Twierdzenia 2: [Kipnis and Varadhan, 1986,

Liverani, 1996, Maxwell and Woodroofe, 2000]

Dla ε > 0 definiujemy

fε =

∞∑
k=1

Pk−1T h

(1 + ε)k
= ε

∞∑
n=1

∑n−1
k=0 PkTh

(1 + ε)n+1
.

hε = fε − (PT fε) ◦ T , PThε = 0,
h = (1 + ε)fε − PT fε = hε + εfε + UTPT fε − PT fε

||hε − hδ||22 ≤ (ε+ δ)(||fε||22 + ||fδ||22), ε, δ > 0,

(1) =⇒
√
ε||fε||2 → 0 =⇒ hε →L

2
h̃

Dla εn = 2−jn , 2jn−1 ≤ n < 2jn , n ≥ 1

||
∑n−1
k=0(h − h̃) ◦ T k ||2√

n
≤ ||hεn − h̃||2 + 6

√
εn||fεn ||2.



A co gdy:

PTh = 0 i h ∈ L1(X,B, ν), ale h 6∈ L2(X,B, ν)



A co gdy:

PTh = 0 i h ∈ L1(X,B, ν), ale h 6∈ L2(X,B, ν)

Jeśli h ∈ Lp(X,B, ν) dla p ∈ [1, 2), to∑n−1
i=0 h ◦ T i

n1/p
→ 0 ν − p.w.

Może wysta̧pić zbieżność do rozk ladów α-stabilnych:



α-stabilne zmienne losowe

ηα, α ∈ (0, 2), ma funkcjȩ charakterystyczna̧

Ee iθηα =

 exp(iθa − σα|θ|α(1− iβsign(θ) tan(πα/2))), α 6= 1,exp(iθa − σα|θ|(1 + iβ(2/π)sign(θ) ln(θ)), α = 1.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

0.1

0.2
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0.4

0.5

0.6

x

β = 0, a = 0

N(0,1)

α = 1.5
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α = 0.5



Przyk lad 7. Odwzorowanie trójka̧tne

T (x) = 1− 2|x |, x ∈ [−1, 1], f∗(x) = 1
2
1[−1,1](x)

PTh(x) =
1

2
h

(
x − 1
2

)
+
1

2
h

(
1− x
2

)
.

h(x) = −h(−x), x ∈ [−1, 1] =⇒ PTh = 0.

Niech h(x) = xγ, x > 0 i h(−x) = −h(x):

2γ + 1 > 0 =⇒
1
√
n

n−1∑
j=0

h ◦ T j →d
1

√
2γ + 1

N(0, 1),

2γ + 1 < 0 =⇒
1

n1/α

n−1∑
j=0

h ◦ T j →d ηα, α = −
1

γ
.
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