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1. Podstawy: definicja, przyktady, konstruk-
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3. Miary niezmiennicze.
4. Varia.



Definicja.

p-wymiarowa foliacjg klasy CF na rozmaitosci M nazywamy rodzine F
spojnych p-wymiarowych jej podrozmaitosci (tzw. lisci) spetniajacych na-
stepujace wiasnosci:

(2) UF = M,
(b) jezeli L, L' € FiLNL #0,to L= L',

(c) istnieje na M atlas A klasy CF taki, ze jezeli ¢ = (¢1,¢2) : U —
R? x R? jest mapa z A1 L € F, to skladowe spéjnosci (tzw. plytki)
illoczynu L N U sg dane réwnaniami postaci ¢o =const.

Mapy atlasu A nazywamy wyréznionymi przez F.

Liczbe ¢ = m — p nazywamy kowymiarem foliacji F 1 piszemy q =
codim F oraz p = dim F.

Atlas zlozony z map wyrdznionych nazywamy sfoliowanym



Przyktady.

1. Foliacja trywialna: rozklad produktu kartezjanskiego M = M; x M,
na rodzing podrozmaitosci postaci My x {z}, gdzie z € Mo.

2. Foliacje ztozone z widkien submersji: Jezeli f : M — N jest submersja
(tj. odwzorowaniem gladkim takim, ze rézniczka f, przeksztalca - dla kaz-
dego o € M - przestrzen styczng T, M na T, V), to sktadowe spdjnosci
przeciwobrazéw f1(y), y € N, tworza foliacj@ Frna M.

M

3. Foliacje 1-wymiarowe (orientowalne) ”=" pola wektorowe bez osobli-
wosci. Np., niech M = T? = R?/Z? bedzie torusem dwuwymiarowym,
a X polem wektorowym na M wyznaczonym przez state pole wektorowe
X = [a,b] na R

Jezeli iloraz a /b jest liczbg wymierna, to wszystkie liscie foliacji wyznaczo-

nej na M przez X sg zwarte (tj., krzywe calkowe pola X sg zamkniete);
W przeciwnym razie wszystkie liscie tej foliacji sa geste na M, w szcze-
golnosci kazdy 1is¢ L przecina dziedzine U dowolnej mapy wyroznione;
nieskonczenie wiele razy, tzn. LN U jest suma nieskonczenie wielu ptytek.



Foliacja Reeba.

Rysunek 1: Sktadowa Reeba (R, R).

Sfere
- {x = ($1a$2,$3,$4) € R4;fo = 1}
mozna przedstawié¢ jako sume¢ dwu podzbioréw A i B:
A={re S zi+2;<1/2}

B={ze 8%z +z5>1/2}

dyteomorficznych z R, kazda z nich wypelnic foliacja R 1 otrzymac w ten sposob
tzw. foliacje Reeba sfery trojwymiarowej.



Rola skladowych Reeba.

Twierdzenie Nowikowa (1965) Kazda dwuwymiarowa foliacja sfery
S3 zawiera skltadowa Reeba. W konsekwenciji, kazada foliacja dwuwymia-
rowa sfery S? zawiera li¢ zwarty. Podobnie, kazda foliacja dwuwymiarowa
dowolnej zwartej rozmaitosci trojwymiarowej o skonczonej grupie podsta-
wowej zawiera liS¢ zwarty.

”Twierdzenie” Gabai (1983-87) Istnieje szeroka klasa tancuchow
K = UK; C S3, dla ktérych mozna zbudowaé foliacje dwuwymiarowe na

S3 0 tej wlasnodci, ze wszystkie ich sktadowe Reeba sg zbudowane wokot
ich sktadowych spojnosci K;.



Konstrukcje.

1. Zawieszenie.

Dane: rozmaitosci B 1 T' oraz homomorfizm & grupy podstawowej [' =
m1(B) w grupe dyfeomorfizméw Diff*(T').

Konstruujemy rozmaitos¢

Mq) = (B X T)/ =
odzie B — nakrycie uniwersalne rozmaitosci B, =g

(b1, t1) =0 (b, t2) < (Fy € D) (b =77 (by) i ta = (7)(t1))-

Foliacja produktu B x T o lisciach B x {t} (t € T) rzutuje sie do foliacji
Fo na Mg.
Nazywamy ja zawieszeniem homomorfizmu &.

Rozmaitos¢ Mg jest wigzka nad B z wioknem T'. Foliacja Fg jest trans-
wersalna do widkien tej wiazki, a jej liscie s nakryciami rozmaitosci B.

Para (Mg, Fo) jest wiec tzw. wigzkq sfoliowang.



2. Sklejanie styczne.

(M, Fp) i (My, Fy) — sfoliowane rozmaitosci z brzegiem, codim F; =
codim Fy = 1.

0; (i = 1,2) — suma pewnych sktadowych brzegu OM; zlozona z lidci
foliacji JF;

F : 01 — 0y — dyfeomorfizm.

Wprowadzmy w M; U M, relacje rownowaznosci =p:

r=py gdy x=y lub z€d,ycd 1 y=F(x).

M = (M U M)/ =p jest rozmaitoscia z foliacjg F pokrywajaca sie w
naturalny sposéb z F; na zbiorze pr(M;), i = 1,2, gdzie pr : My U My —
M jest kanoniczng projekcja.

Foliacja F powstala przez sklejenie styczne Fi 1 Fo.

(Przyklad: Foliacja Reeba sfery S® powstata przez styczne sklejenie dwu
sktadowych Reeba.)



3. Sklejanie transwersalne.

(M;, Fi), i =1,2, — jw. ale codim F; = codim F, = q.

0; C OM,; — suma skladowych spdjnosci brzegu takich, ze JF; jest trans-
wersalna do OM; wzdiuz 0,

X, — pole wektorowe na M; transwersalne do 0; i skierowanym wzdluz 0;
"do wewnatrz” M,

¢ > 0 na tyle male, by potok lokalny ®; pola X; byt okreslony na produkcie
(% X [O, 26)

Ni = CDZ((?Z X [O, E)

F 0, — 0y — dyfeomorfizm.

Utozsamiajac w sumie roztacznej (M \ 01) U (My \ 0s) punkty ®4(x, t)
1 Oo(F(x),e —t) (x € 01,t € (0,¢€)) otrzymujemy rozmaitos¢ M.
Transwersalnosé do brzegu = foliacje F; wyznaczaja foliacje F; na 9.
Pola X; mozna wybrac¢ tak, by byly styczne do lisci foliacji JF;.

Wtedy: jezeli F' przeksztalca liscie Fy na lidcie Fy, to foliacje Fy 1 Fo

wyznaczaja na M taka foliacje F, ze F = F; na M; \ ;.
Foliacja F jest transwersalnym sklejeniem Fi 1 Fo.



4. Turbulizacja.

F — foliacja kowymiaru 1 na M,

[' — krzywa zamknieta transwersalna do F

N — male otoczenie tubularne krzywej I'

Budujemy foliacje Fy na N styczna do jego brzegu S' x S"2 i taka ze
wszystkie jej liscie zawarte we wnetrzu N sa dyfeomorficzne z R 1.
Foliacje F na dopelnieniu wnetrza otoczenia N zmodyfikujmy w otoczeniu
brzegu ON tak, by stala sie styczna do N i by pokrywala sie z F poza
malym otoczeniem tego brzegu:

‘h\ 4'

o :
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Rysunek 2: Turbulizacja.



Turbulization c.d.

Otrzymanag foliacje oznaczmy przez Fi i sklejmy ja stycznie z Fy.

Foliacja F' powstala przez tzw. turbulizacje F wzdtuz T

Uwaga:
Kazdy 1is¢ niezwarty na rozmaitosci zwartej przecina pewna transwersale
zamknieta, !



5. Indukowanie
JF — foliacja na rozmaitosci [N
F: M — N — odwzorowanie gtadkie transwersalne do F tzn.

Tr@yN = T F + Foo(T; M),z € M,
Transwersalnoé¢ F do F = L = F~Y(L) L € F — podrozmaitoé¢ M,
przy czym codim L = codim L.

— rodzina F skladowych spdjnosci przeciwobrazéw F~(L) lisci L fo-
liacji F jest foliacjg na M, przy czym znowu codim F = codim F.
Foliacje F nazywamy indukowang z F przez F.

F: M — N — nakrycie = kazda foliacja F na N podnosi sic na M



HOLONOMIA
Pseudogrupy.

Definicja. Pseudogrupg przeksztalcen przestrzeni topologicznej X na-
zywamy kazdy zbior G przeksztatcen h : Dy — Ry okreslonych na pod-
zbiorach otwartych D C X i przeksztatcajacych je homeomorficznie na
podzbiory otwarte R, C X, przy czym

(i) idx € G,

(i) jezeli f,h € G, to f 1€ Gifoheg,

(iii) jezeli h € G i U jest otwartym podzbiorem dziedziny Dy, to h|U € G,
(iv) jezeli h . Dy — Ry jest homeomorfizmem pomiedzy otwartymi
podzbiorami przestrzeni X, U jest otwartym pokryciem dziedziny Dy, i

h|U € G dla kazdego U € U, to h € G.



Generowanie pseudogrup:
Dla kazdego zbioru A lokalnych homeomorfizméw przestrzeni X istnieje
najmniejsza pseudogrupa G(A) zawierajaca A:

h € G(A) wtedy i tylko wtedy, gdy h : D, — Ry, jest homeomorfizmem
i dla kazdego = € Dy, istnieje jego otoczenie otwarte U C Dy, elementy
hi,...,h, zbioru A iliczby €1, ..., €, € {£1} takie, ze

h|U = hi' o --- o hi"|U.
Mowimy, ze G(A) jest pseudogrupg generowang przez A.

Jezeli istnieje zbidr skonczony generujacy pseudogrupe G, to méwimy, ze
G jest skonczenie generowana.



Dobre atlasy.

Definicja. Atlas A (lub pokrycie U dziedzinami jego map) nazywamy
dobrym jezeli

(i) pokrycie U jest lokalnie skonczone,

(ii) dla kazdego ¢ € A obraz Ry, = ¢(Dy) dziedziny D, mapy ¢ jest
otwartg kostka w przestrzeni R",

(iii) dla dowolnych ¢,9 € A takich, ze Dy N Dy # () istnieje mapa
wyrdzniona x taka, ze R, jest kostka otwarta w R", D, U D,, C D, oraz
¢ = x|Dy.

M - parazwarta —

Lemat. Kazda rozmaitosé sfoliowana posiada atlas dobry.

Uwaga. Kazda ptytka jednej mapy atlasu dobrego A przecina conajwyze]
jedng plytke innej mapy z A !.



Pseudogrupa holonomii.

T — podrozmaitos¢ M transwersalna do F 1 zupelna tj. przecinajaca
wszystkie liscie foliacji F

¢, € A - mapy atlasu dobrego, Dy N Dy, # ) = mozemy okresli¢
odwzorowanie holonomii hy 4, pewnego podzbioru otwartego Uy, 4 € T
w Ty przyjmujac, ze hy 4(2) = 2’ wtedy i tylko wtedy, gdy plytka mapy
¢ przechodzgca przez z przecina ptytke mapy @ przechodzgca przez z'.

Definicja. Pseudogrupe H 4 generowana przez wszystkie odwzorowania
hy.g, 0,0 € A, nazywamy pseudogrupg holonomai foliacji F. Jej elemen-
ty nazywamy odwzorowaniami holonomas.



Grupa holonomii liscia.
L — 1is¢ foliacji F

c:10,1] — L — krzywa na L

(¢o, D1, - - -, k) - tancuch map wzdhuz ¢:

/ - D S
7] —7 N
s [~ [ //f j/d L |
o L1 /1P /
{ | [ / //
L//‘ | L
A |-
/ P i //

tzn. istniejg liczby tg < t1 < ...tp < tpiq takie, ze tg = 0, tpo1 = 11
C([ti, ti—i-l]) cU;dlaz=0,1,....k

hi = hg, ¢, , — elementarne odwzorowania holonomii

h. = hj o---0 hy — odwzorowanie holonomit wzdtuz c.

Uwaga. Odwzorowania h,., h. holonomii wzdtuz dwéch krzywych homotopij-
nych na L (z zachowaniem koncéw) pokrywaja sie¢ w pewnym otoczeniu punktu
xr = ¢(0) = ¢(0), wyznaczaja wigc ten sam kielek [h.], w x.

T — transwersala zupelna, x € T, m1(L, x) — grupa podstawowa liscia L —>

hy :m(L,x) 2 v — [k, € (T, z) — homomorfizm grup

Hyp =im(hy) — grupa holonomii licia L.



Entropia pseudogrupy
Dane: G - pseudogrupa na (X, d), S - skonczony zbior generatorow
Definicje. Niechn € Nie > 0. Punkty x iy € X sg (n, €)-rozseparowane,
gdy istniejg g1, ... gx € S, dla ktérych z,y € D, i

d(g(x),9(y)) > €, gdzie g=gio--- 0 gn.
N(n,e) = maksymalna moc takiego zbioru A C X, ze dowolne dwa
(rézne) jego punkty sa (n, €)-rozseparowane

1
N(e) = limsup —log N(n, €)

n—oo M

h(G,S) = li_{r(l)N(e).

Liczbe h(G, S) nazywa sie¢ entropig pseudogrupy G (wzgledem S).
Krétko: entropia jest miarg wyktadniczego wzrostu maksymalnej liczby
punktéw rozseparowanych:

e << 1= N(n,e€) ~ exp(nh)



Entropia geometryczna foliacji

Dane: F - foliacja zwartej rozmaitosci riemannowskiej (M, g), A — atlas
dobry na (M, F), T -transwersala zupetna T', ¢y > 0 — ustalone i male

Definicje: Punkty z,y € T sa (R, €)-rozseparowane (R,e > 0,) gdy
d(x,y) > € lub istnieje krzywa 7 na lisciu L, o poczatku z, dlugosci
< Ritaka, ze d(v(t), pr, v(t)) > € dla pewnego t.

N(R, ¢) =maksymalna moc podzbioru transwersali T o punktach parami
(R, €)-rozseparowanych

entropia geometryczna: h(F,g) = lim._olimsupp_, ., 5 log N(R,€)




Wybrane twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla dowolnej metryki riemannowskiej g na (M, F) zachodzi
rOWNOoSC¢

1
Ay
gdzie U — pokrycie dobre (M, F), Ay = kres gorny érednic plytek pokrycia U,
‘Hy = pseudogrupa holonomii generowana przez zbior Sy wszystkich elementar-
nych odwzorowan holonomii odpowiadajacych parom przecinajacych sie¢ map z

U.
Whniosek. i(F,g) > 0 < h(Hy, Sy) > 0.

Twierdzenie 2. X = pole wektorowe na (M, g), || X| = 1, F = rodzina
trajektorii X, (¢;) — potok pola X. Wtedy

h(&t" g) = 2ht0p(¢1)

h(F,g) = SUp h(Hy, Su),
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Przyklady — wlasnosci.

1. Entropia foliacji Reeba i entropie foliacji riemannowskich = 0.

2. Entropia foliacji stabilnej ("weak stable”) potoku geodezyjnego na
zwartej powierzchni hiperbolicznej > 0.

3. Turbulizacja nie zwicksza (ale tez nie wyzerowuje) entropii.

4. Indukowanie nie zwieksza entropii.

5. F = sklejenie styczne F;, i = 1,2 = h(F) = max(h(F), h(F3))

6. Foliacja Hirscha (liscie, drzewa Cantora, jak ponizej !) ma dodatnia
entropie.



MIARY NIEZMIENNICZE

Oznaczenia. M(X) - przestrzen borelowskich miar prawdopodobien-
stwa na zwartej przestrzeni metrycznej X (z topologia stabej x-zbieznosci)
T: X — X - ciggle

G C Homeo (X) - skonczenie generowana grupa

G - skonczenie generowana pseudogrupa na X

Definicje. y € M(X) jest T-, G-, G- niezmiennicza, gdy

(T H(A) = u(A), u(g(A)) = u(A), p(h(B)) = u(B),
gdy tylko A, B -borelowskie, g € G, h € G i (uwaga !) B - podzbidr
dziedziny h
Oznaczenia. M(X,T), M(X,G), M(X,G) - przestrzenie miar nie-

zmienniczych

Obserwacja. M(X), M(X,T), M(X,G), M(X, G) - wypukte w C'(X)*

Problemik. Kiedy M(X,T), M(X,G), M(X,G) #0 7



Istnienie miar niezmienniczych - 1
V C C(X) - podprzestrzen liniowa
Tw. Hahna-Banacha + Tw. Riesza o reprezentacji =

Lemat. Nastepujace warunki sg réwnowazne:
(1) istnieje miara pu € M(X) taka, ze /x fdu =0, f € V,
(2) dla kazdego f € V istnigje x € X takie, ze f(x) < 0.

Whiosek 1. M(X,T) # (.

Inaczej: p € M(X), p, = (1/n) - 272 T (1), too - pkt. skupienia
ciagu (pn) = plo € M(X,T).

Whniosek 2. G-abelowa = M(X,G) # ().

Whniosek 3. G-abelowa, g1,...,9r € G, f1,..., fr € C(X), f ==i(fi—
fi 0 gi) = istnieje x € X takie, ze f(x) < 0.

Problemik. Elementarny dow6d wniosku 3 7



Istnienie miar niezmienniczych - 2
S - skonczony, symetryczny zbior generujacy G, v € X

Su(x) = {(h10...0hy)(x),h; € S}

N(n,z) = #(Su(x))
Twierdzenie. Jezeli

1
(1) liminf —log N(n,z) <0,
n—oo n

to istnieje u € M(X, G) o noéniku zawartym w domknieciu orbity G(x).



Dowdéd. 7 (1) = istnieje podciag (ng) taki, ze
#(Snkﬂ <:U) ™ Snk_1<flj))

ey e
Przyjmijmy .
(3) Ax(f) = fw).

N (g, ) yeSp, (@)

Nie zmniejszajac ogolnosci, Ay — A € C(X)*. Z (2)1 (3) =

(4)  [Ae(f) = Ak(foh)| =0

gdy k — oo, f € C(X), h € §. Oczywiscie, A(1) = 11 A(f) > 0,
gdy f > 0. Zatem ("Riesz Representation Thm.”), A reprezentuje u €
M(X,G). chd.o.

Podobnie:
Twierdzenie. Jezeli entropia G jest réwna zeru, to M(X, G) # ).



Laplasj an. (M, g) — rozmaitod¢ riemannowka (tzn. g(x) — iloczyn

skalarny w przestrzeni stycznej T, M, x € M

V — koneksja (Levi-Civita) na (M, g)

X — pole wektorowe na M = div(X) = tr(Z — VzX)

f e C®M)= Vf = gradient f, tzn. g(V f, Z) = df(Z) dla kazdego
pola wektorowego Z

Definicja. Laplasjanem funkcji f na (M, g) nazywamy funkcje
Af =div V.

Uwaga. A jest eliptycznym operatorem rézniczkowym drugiego rzedu.
Lokalnie,

0 f g
— i———— + wyrazy nhizszego rzedu,
i,J 890@8:6]

gdzie (a;;) jest dodatnio okreslona macierza funkeji gladkich. Jesli wiec f
osigga lokalne maksimum w punkcie z, to

Af(z) <O.



Miary harmoniczne 1.

Definicja 1. Miara y € M(M) na (zwartej) rozmaitosci riemannowskiej
M jest harmoniczna, gdy

[Afdp=0
dla wszystkich f.
Przyktlad. Klasyczne twierdzenie Stokesa = h - vol - harmoniczna, gdy
h - harmoniczna (Ah = 0).
(M, F,g) - sfoliowana rozmaitos¢ riemannowska
Ar - sfoliowany laplasjan, tzn.

Arf(z) = AL(f|L)(x),

gdy feC®(M), xe M, L-1lis¢ Fix e L.
Definicja 2. (L. Garnett) Miara p € M(M) na (zwartej) sfoliowanej
rozmaitosci riemannowskiej jest harmoniczna, gdy

[ Agfdp =0
dla wszystkich f.



Miary harmoniczne 2.

Twierdzenie 1. Na dowolnej zwartej sfoliowanej rozmaitosci rieman-
nowskiej istniejg miary harmoniczne.

Dowdd. Jezeli V =1im Ari f € V, to f osigga max w pewnym p-cie
x, podobnie f|L, gdy L — li$¢ przez x, zatem

Arf(z) = Ar(f|L)(z) < 0.

Twierdzenie 2. Miara p na (M, F,g) jest harmoniczna <= u jest
niezmiennicza wzgledem operatoréw (Dy) dyfuzji ciepta wzdtuz lisci foliacji
F.

Twierdzenie 3. Miara p na (M, F, g) jest harmoniczna <= lokalnie
(w mapie sfoliowanej U) jest postaci

plU = [ (R - vol.)do(z),

gdzie T" — transwersala F w U, 0 — miara na 1, vol, — miara objetosci na
plytce P, przez z, h. - funkcja harmoniczna na P.,.



LiScie typowe w wymiarze 2

Twierdzenie 1. (Ghys, 1995) Jezeli p jest miara harmoniczna na (M, F)
(M —zwarta, F — orientowalna, dim F = 2), to dla u-p.w. x € M 1i&¢ L,
jest jednego z ponizszych typow:

(1) powierzchnia zwarta,

(2) plaszczyzna R,

(3) walec R x S1,

(4) drzewo Cantora (S*\ zbiér Cantora),

(5) "potwor z Loch Ness” (R z dotaczona nieskoniczong rodzing raczek),
(6) "drabina Jakéba” (walec z dolaczona nieskonczona rodzing raczek),
(7) "kwitnace drzewo Cantora” (drzewo Cantora z dotaczong nieskonczona

rodzing raczek).

Twierdzenie 2. (Cantwell i Conlon, 1998) M, F — jak wyzej = suma
lisci typow (1) - (7) jest zbiorem rezydualnym (tzn. zawiera przecigcie
przeliczalnej rodziny otwartych zbioréw gestych).

Uwaga. W dowolnym wymiarze, liscie typowe maja 0, 1, 2 lub zbior Can-
tora koncow.
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Rysunek 3



Liscie bladzace.

Definicja. L jest lisciem bigdzgcym, gdy jest niezwarty 1 wlasciwy (tj.
topologia indukowana z M pokrywa si¢ z topologia rozmaitosci na L). L
jest lisciem istotnie blgdzgcym, gdy kazdy punkt x € L posiada otoczenie
U takie, ze kazdy lis¢ L' przecina U wzdluz conajwyzej jednej plytki.

Twierdzenie. (Garnett) (M, F) — zwarta rozmaitosé¢ sfoliowana, p —
miara harmoniczna na M, B — suma wszystkich lisci btadzacych —

u(B) =0.
Twierdzenie. (Hurder) Jezeli codim F = 11 (F) = dopelienie sumy
wszystkich lisci istotnie btadzacych, to

h(F)>0 = h(F,QF)) > 0.



VARIA

Klasa (Godbillon-Veya.

JF — foliacja transversalnie orientowalna kowymiaru 1 na zwartym M
w,n — l-formy takie, ze F = kerw, dw =n Aw

Twierdzenie. (Godbillon-Vey) Klasa kohomologii de Rhama gv(F) for-
my 71 A dn nie zalezy od w i n, a tylko od F.

Definicja. gv(F) jest tzw. klasqg Godbillon-Veya foliacji F.
Twierdzenie. (Duminy) Jezeli gv(F) # 0, to F zawiera lis¢ sprezynu-

jacy.
Whniosek. h(F) =0= gv(F) =0 (Odwrotnie nie !)



Quasi-izometrie.

(X, dx), (Y,dy) — przestrzenie metryczne
F.:X-Y

Definicja. F' jest quasi-izometrig, gdy istnieje stata C' > 1 taka, ze

(1) Cldx(z,2") — C < dy(F(z), F(z) < Cdx(z,z') + C,

(2) disty (y, F(X)) < C

dla wszystkich z, 2’ € X iy € Y. Dwie przestrzenie metryczne sa quasi-
1zometryczne, gdy istnieje miedzy nimi quasi-izometria.

Przyktady. (1) Dowolne dwie przestrzenie zwarte sg q.-i.

(2) Prosta jest q.-i. z walcem i drabing Jakdba.

(3) Plaszezyzna euklidesowa nie jest q.-i. z plaszczyzna hiperboliczna.
(4) Drzewo Cantora jest q.-i. z kwitnacym drzewem Cantora.

Problem. Czy kazda rozmaitosé riemannowska jest q.-i. z lisciem (pew-
nej foliacji pewnej rozmaitosci zwartej).”



Liscie 1 nie-liScie 1.

Twierdzenie. (Cantwell-Conlon, 1987) Dowolna powierzchnia jest ho-
meomorficzna z liSciem.

Przyktad. (Ghys, 1985) Istnieja rozmaitosci nichomeomeorficzne z lisé-
mi. (Konstrukcja: Wez nieskonczona rodzing (G, k € N) nieizomorficz-
nych grup skonczenie przedstawialnych, dla kazdej z nich znajdz rozma-
itos¢ zwartg (ustalonego wymiaru n) Ny o grupie podstawowej Gy 1 wez
za N sume spdjna wszystkich Ny.)

Definicja. Ustalmy C' > 11 wezmy przestrzen metryczna X . Dla kazdego
n € N oznaczmy przez N(n, X ) najmniejszg liczbe k., dla ktorej istniejg

przestrzenie metryczne Y7, . .. Y} takie, ze kazdy pozdbior A C X srednicy
< n jest C-q.-1. z podzbiorem jednej z przestrzeni Y. Typ wzrostu funkcji

n +— N(n, X) nazywamy typem zlozZonosci geometrycznej przestrzeni
X.



Liscie 1 nie-liScie 2.

Twierdzenie. (Attie-Hurder, 1996) (1) Typ zlozonosdci geometryczne;
dowolnej zupelnej rozmaitosci riemannowskiej o ograniczonej geometrii
nie przekracza (dla pewnych a,b > 1) typu wzrostu funkeji

n— a’.
(2) Typ zlozonosci geometrycznej dowolnego liscia (dowolnej foliacji
F klasy C!!) nie przekracza typu wzrostu funkcji

n+— e".

Dowdd. (2) Poniewaz F jest klasy C!, wiec entropia geometryczna h =
h(F,g) jest skonczona. Jedli € > 0 jest dostatecznie male i x,y leza na
transwersali w odlegloéci < €, to kule B (x,n) i B (y,n) sa C-q.-i.
Wtedy

N(n,L) < "™V cbdo.



Liscie 1 nie-liscie 3.

Przyktad 1. (Zeghib, 1994) Istniejg powierzchnie (zupetne i o ograniczo-
nej geometrii), ktorych typ geometrycznej ztozonosci wynosi a’ (a, b > 1),
ktore nie sg wiec q.-i. z lisémi.

Konstrukcja: Wez ptaszczyzne hiperboliczng i rozmiesé na niej archipe-
lagi wysp o dodatniej krzywiznie (duzo wysp, duzych i réznych rozmiarow
(np. n, n* i n3, n € N) w réznych konfiguracjach.)

Definicja. Podrozmaitos¢ N rozmaitosci (M, F) jest a-pseudoliciem,

gdy
L(IT,N, T,F) <o, z€N.

Przyktad 2. (P.W., 1999) Istnieja powierzchnie (zupetne i o ograniczonej
geometrii) S, ktorych typ geometrycznej zlozonosci wynosi a” (a, b > 1),

a ktore sq q.-i. z a-pseudolisémi (pewnej ustalonej foliacji gladkiej na

pewnej ustalonej rozmaitosci zwartej M) dla dowolnego av > 0.
Konstrukcja: M-wigzka okregdw nad powierzchnia hiperboliczng o,
F-zawieszenie stosownego homeomorfizmu () — Diffeo(S1), a S -
plaszczyzna Zeghiba ze stosownymi archpelagami.



Kilka problemoéw.

Entropia a klasy charakterystyczne. Czy znikanie entropii h(F)
geometrycznej (codim F > 1) implikuje znikanie innych niz gv klas cha-
rakterystycznych foliacji F7

Zasada wariacyjna. Okresli¢ (dla mozliwie szerokiej klasy grup-pseudogrup-
foliacji) entropie wzgledem miar (rozsadnej klasy) tak by zachodzita zasada

warlacyjna:
h =sup H,.
W

Wyjatkowe zbiory minimalne w kowymiarze 1. Wykazac, ze do-
wolny wyjatkowy (tj. # M, # L) zbior minimalny (domkniety, nasycony,
niepusty i min ze wzgledu na te wlasnoéci) dowolnej foliacji klasy C? (!)
1 kowymiaru 1 na rozmaitosci zwartej ma miare Lebesgues’a 0.

Wyjatkowe zbiory minimalne w kowymiarze > 1. Scharaktery-
zowaé wyjatkowe zbiory minimalne foliacji gtadkich danego kowymiaru ¢
(¢ > 1) na rozmaitosciach zwartych.
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