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» (X, d) zwarta przestrzen metryczna.

» Jezeli f: X — X jest ciggte i x € X, to interesuje nas
dynamika orbity punktu x wzgledem f, czyli ciagu
x, f(x), F3(x),. ..

» K rodzina wszystkich niepustych i zwartych podzbioréw X
rozwazana z metryka Hausdorffa dy.

» M rodzina wszystkich borelowskich miar probabilistycznych
na X rozwazna z metryka Prochorowa dp.

» Kazde przeksztatcenie ciggte f: X — X indukuje w naturalny
sposéb przeksztatcenia fic: K — K i fa: Mi— M.

Pytanie

Jaki jest zwiazek miedzy dynamika f a dynamikami fxc i f o ?
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Dynamika topologiczna
(X, d) zwarta przestrzen metryczna. f: X — X ciagfe.

Per(f) = {x € X : f"(x) = x dla pewnego n > 0}

Definicja (Topologiczna tranzytywno$¢ i jej odmiany)

> tranzytywne wtw, gdy dla dow. U, V # ) otwartych w X
istnieje n > 0 takie, ze f"(U) NV # 0.

» stabo mieszajace wtw, gdy f*" tranzytywne dla wszyskich
neN.

» mieszajace wtw, gdy dla dow. U, V # ) otwartych w X
istnieje N > 0 takie, ze f"(U) NV # () dla wszystkich n > N.

» dokfadne wtw, gdy dla dow. U # () otwartego w X istnieje
N > 0 takie, ze fV(U) = X.
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du(K, L) =inf{e > 0: K C Nbr(L,e) i L C Nbr(K,e)}.

v

(K, dy) - zwarta przestrzen metryczna. Topologia zadana
przez dy w K to topologia Vietorisa.

v

Definiujemy fx: K +— K takie, ze

Fo(K)=f(K), dlaKek
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» (X, d) zwarta przestrzen metryczna.
B to o-ciato zbioréw borelowskich.

Nbr(A,e) = {x € X: dist(x, A) < e}.
Definiujemy metryke Prochorowa dp dla p,v € M:

v

v

dp(p,v) = inf{e > 0: p(B) < v(Nbr(B,¢))+¢ dla dow. B € B)}.

v

(M, dp) - zwarta przestrzen metryczna. Topologia zadana
przez dp w M to staba *-topologia.

v

Definiujemy f ¢ : M — M takie, ze

Fa(i)(A) = u(FY(A), dlapeMiAehB.
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v

K rodzina wszystkich co najwyzej n elementowych
podzbioréw X.

v

IC,, jest ciagtym obrazem X*" przez

Pn: XX (x1,.. ., xn) = {x1}U...U{x} € Kp.

v

KC, jest niezmiennicze dla przeksztatcenia indukowanego f i,

?K(K,,) C K.

v

Kk to rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw X,

Ke = K.

n=1

v

ICF jest gestym i fx-niezmienniczym podzbiorem /.
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» Punktowi x € X przyporzadkowywujemy miare u, taka, ze
ux(B) =1g(x) dla B € B, tzn.
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> ME jest gestym i f yq-niezmienniczym podzbiorem M.
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Dygresja - semisprzezenie

Méwimy, ze f: X — X i g: Y — Y sa semisprzezone, jezeli
istnieje ciagta surjekcja p: X +— Y taka, ze nastepujacy diagram
jest przemienny:
f
X — X

”J JF’ pof=gop

Y —/ Y
g
W powyzszej sytuacji méwimy, ze g jest faktorem f, a f nazywamy
rozszerzeniem g.
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Jezeli (P) jest wtasnoscia f taka, ze

f ma(P) = *" ma (P)(n€N)ikazdy faktor f ma (P),

to fma(P) = fym i fx maja(P) (neN).
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Przyktad
Witasnosci (P) takie, ze
f ma (P) = *" ma (P) ikazdy faktor f ma (P),

to na przyktad: gesty zbiér punktéw okresowych, (stabe) mieszanie,
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Przyktad
Witasnosci (P) takie, ze

f ma (P) = f*" ma (P) i kazdy faktor f ma (P),

to na przyktad: gesty zbiér punktéw okresowych, (stabe) mieszanie,
dokfadno$¢, (ale nie tranzytywnosé!)...

Whiosek

Zatem wszystkie wyzej wymienione wfasnosci (P) przenosza sie z f
na fam, i fx, dla wszystkich n € N.

Whiosek (Entropia topologiczna fq, i fx,)

h(fpm,) = h(fic,) = h(f*") = n - h(f).
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» fma(P) =
> (%" ma (P) =
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> fae i e maja (P).
Twierdzenie
Zatézmy, ze Y C X gesty i f(Y) C Y. Wéwczas:
1. Jezeli f|y ma gesty zbior punktéw okresowych/jest doktadne,
to f ma gesty zbiér punktéw okresowych /jest doktadne.

2. f jest (stabo) mieszajace wtw, gdy f|y (stabo) mieszajace.
3. f jest tranzytywne wtw, gdy f|y tranzytywne.

Whiosek

f ma (P) = fa ifx maja (P).



Entropia topologiczna przeksztatcen indukowanych

Twierdzenie

Jezeli h(f) >0, to h(fap) = h(fx) = <.
Twierdzenie (Glasner & Weiss)
Jezeli h(f) = 0, to h(F ) = 0.
Twierdzenie (...)

Istnieje f: X + X takie, ze h(f) =0 i h(fc) > 0.
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| jeszcze jedna definicja chaosu...

Definicja (Chaos w sensie Devaney'a)

Funkcja f: X +— X jest chaotyczna w sensie Devaney’a jezeli:

(D1) f jest topologicznie tranzytywne, tzn. dla kazdej pary
niepustych zbioréw otwartych U, V C X istnieje takie n > 0,
ze fY(U)NV #£0;

(D2) zbiér punktéw okresowych odwzorowania f, tj. zbidr
Per(f) = {x € X : f"(x) = x dla pewnego n > 0}
jest gestym podzbiorem przestrzeni X.

Twierdzenie

(D1) i (D2) = wrazliwos¢ na warunki poczatkowe tzn. istnieje
0 > 0 takie, ze dla kazdego x € X ie > 0 istnieje y € X takie, ze
d(x,y) <eid(f"(x),f"(y)) > ¢ dla pewnego n > 0.
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Poréwnywanie definicji chaosu
Pytanie

Jaki jest zwigzek miedzy chaosem w sensie Devaney'a a chaosem
topologicznym (entropia)?
To samo pytanie w troche innej wersji brzmi:

Pytanie (w pewnym sensie rachunkowe)

lle wynosi /P(X) dla danej przestrzeni X, gdzie

IP(X) = inf{h(f)|f: X — X chaotyczne w sensie Devaney’a}?

Co wiadomo?

» Dla odcinka [0, 1] mamy /°([0,1]) = 1 log2.

» Dla okregu S* mamy /P(S!) = 0.

> Jezeli X jest rozmaitoscia i dim X > 1, to /1P(X) =277
[F.Balibrea, L. Snoha]
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Zastosowanie przeksztatcen indukowanych

» Wiemy, ze h(fi,) = h(f*") = n- h(f) i jezeli f doktadne z
gestym zbiorem Per(f), to f, doktadne z gestym zbiorem
Per(?;gn).

» Dokfadny chaos (= doktadno$¢ + gestosé¢ okresowych) —
chaos Devaney'a.

1EP(X) = inf{h(f)|f: X — Xdokladnie chaotyczne }.

» IP(X) < IEP(X).

Twierdzenie

Jezeli IFP(X) =0, to I1EP(K,) = IP(K,) = 0 dla kazdego n > 1.
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Dla jakich przestrzeni X zachodzi
I1EP(X) = 07

Najprostszy przyktad okrag S'...



Co dalej?

Dla jakich przestrzeni X zachodzi
I1EP(X) = 07

Najprostszy przyktad okrag S'...
Twierdzenie (M. Misiurewicz & D.K.)

IED(SY) = 0, czyli dla kazdego > 0 istnieje doktadnie chaotyczna
funkcja f: St — S! taka, ze 0 < h(f) < e.



lloczyny symetryczne okregu

Wiemy juz, ze /EP(S') = 0, zatem dla kazdego n mamy
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lloczyny symetryczne okregu

Wiemy juz, ze I1EP(S!) = 0, zatem dla kazdego n mamy
IED((S1)*") = 0. Ale co to jest (S1)*"?

Twierdzenie (K. Borsuk, S. Ulam?)
(S1)*2 = M, M - wstega Moebiusa.
Twierdzenie (R. Bott)

(S1)*3 = 3.

Whiosek

IED(M) = IEP(S3) = 0, co wigcej IEP(P?) =0 i IP(K) = 0, gdzie
P2 ptaszczyzna rzutowa, K butelka Kleina.



