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Z � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
Rm � äåéñòâèòåëüíîå m�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî;
CRn � êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâ. ëèíåéíîãî ïðîñòð. Rn;
CA � êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâ. ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A;
C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
Cm∗

� ñîïðÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà Cm

In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n;
tr(A) � ñëåä ìàòðèöû A;
C(A) � öåíòðàëèçàòîð ìàòðèöû A, ò.å. ìíîæåñòâî ìàòðèö êîì-

ìóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðîì A;
A � êîðòåæ ìàòðèö {A1, . . . , Am};
σ(A) � îáùèé ñïåêòð êîðòåæà A;
lin{A, . . .} � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííîå A, . . .;
sp(2n, R) � àëãåáðà Ëè ìàòðèö Ãàìèëüòîíà;
Sp(2n,R) � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ñèìïëåêòè-

÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R2n;
O(2n) � îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà, ò.å. ìíîæ. âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáð.

ïð. R2n, ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó Åâêëèäà;
Gl(n,C) � êîìïëåêñíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, ò.å. ìíîæ. âñåõ ëèí. ïðå-

îáð. ïð. R2n, ñîõðàíÿþùèõ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó;
U(n) � óíèòàðíàÿ ãðóïïà, ò.å. ìíîæ. âñåõ ëèí. ïðåîáð. ïð. R2n,

ñîõðàíÿþùèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ýðìèòà;
‖·‖ � íîðìà ýëåìåíòà;
⊕ � ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ;
(·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå;
[·, ·] � ñèìïëåêòè÷åñêîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ;
ω(·, ·) � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà;
E � äåéñòâèòåëüíîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî;
F � äåéñòâèòåëüíîå èëè êîìïëåêñíîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìè-

ðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî;
L(E, F ) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ïðîñò-

ðàíñòâà E â ïðîñòðàíñòâî F .
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåé-
íûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Òåìàòèêà ðàññìàòðèâàåìûõ â íåé âî-
ïðîñîâ íàõîäèòñÿ íà ñòûêå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îíà ïðèìûêàåò ê èñ-
ñëåäîâàíèÿì ïîñâÿùåííûì ðàçâèòèþ è îáîáùåíèþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà � ÿâëåíèÿ, âïåðâûå èññëåäîâàííîãî â ðàáî-
òàõ Ï.Ë.Êàïèöû [15] â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ñòðîãî-
ìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, èç êîòîðûõ ñëåäóåò âûäåëèòü ïèîíåðñêóþ ðà-
áîòó Ì.Ã.Êðåéíà î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòî-
íà ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äàëüíåéíøåå ñâîå ðàçâèòèå ýòà òåî-
ðèÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ È.Ì.Ãåëüôàíäà è Â.Á.Ëèäñêîãî [9], Ð.Êóøìàíà
è À.Êåëëè [39], Ì.Ëåâè [60], Í.Í.Íåõîðîøåâà, Ñ.Þ.Äîáðîõîòîâà è
À.Á.Âàëèíüî [3], Â.È.Àðíîëüäà è À.Á.Ãèâåíòàëÿ [2], Ì.Âóéòêîâñêîãî [83]
è äðóãèõ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïûòêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìå-
òîä è ðåçóëüòàòîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ îáûêíîâåííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ ãàìèëüòî-
íîâûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé êîììóòà-
òèâíûõ ãðóïï Rm è Zm. Äåéñòâèÿ ïîñëåäíèõ, êàê ïðàâèëî, ïîðîæäåíû
ëèíåéíûìè âïîëíå ðàçðåøèìûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðàçíîñòíûìè
óðàâíåíèÿìè.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåïÿòñòâèé, ñòîÿùèõ íà ïóòè òàêèõ îáîáùåíèé �
ýòî êëàññè÷åñêàÿ íåðåøåííàÿ çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîé ïðèâîäèìîñòè ê
�íîðìàëüíîé ôîðìå� êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé â êî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàïîäîáèè òåîðèè íîðìàëüíîé ôîðìû Æîð-
äàíà äëÿ îäíîé ìàòðèöû, èëè íîðìàëüíîé ôîðìû Âèëüÿìñîíà êâàä-
ðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ãàìèëüòîíîâûõ ìàò-
ðèö. Õîòÿ äëÿ ñåìåéñòâ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
èìååòñÿ äîâîëüíî õîðîøî ðàçðàáîòàííàÿ �ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêàÿ� ñïåê-
òðàëüíàÿ òåîðèÿ, òåîðèè �îäíîâðåìåííîé ïðèâîäèìîñòè ê íîðìàëüíîé
ôîðìå� äàæå â ýòîì, êîììóòèâíîì, ñëó÷àå íåò è, ïî � âèäèìîìó, òàêàÿ
çàäà÷à íåðàçðåøèìà (È.Ì.Ãåëüôàíä, Â.À.Ïîíîìàðåâ [10]).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîíêðåòíàÿ àâòîíîìíàÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà
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ñèñòåìà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì îáû÷íî ïîðîæäåíà íåêîòîðûì êîðòå-
æåì ìàòðèö Ãàìèëüòîíà. Ïîýòîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ ïî-
ëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì êàæåòñÿ
ïîëåçíîé âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ äàííîãî êîðòåæà ê ïðîñòåéøåìó âè-
äó. Â ðàáîòå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè-
âåñòè ê âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé ôîðìå, íåêîòîðûå ïîëèîïåðàòîðû
Ãàìèëüòîíà ðàçìåðíîñòè 2 × 2 è 4 × 4. Ïîëó÷åíû òàêæå àíàëîãè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû äëÿ êîðòåæåé ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö.

Äëÿ ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ ëåìì êàñàþùèõñÿ íîðìàëüíûõ ôîðì ïî-
ëèîïåðàòîðîâ, à òàêæå äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåì î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì, èñïîëüçîâàíà êîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìà àëãåáðà-
è÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Mathematica.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè çàäà÷àìè ôèçèêè âîçíèêëè
òàê íàçûâàåìûå áèãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ë.Ì.Ëåðìàí è ß.Ë.Óìàíñêèé [59] äàëè êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ðàâ-
íîâåñèÿ äëÿ áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Îíè îïðå-
äåëÿþò òàêæå ïîíÿòèÿ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äåéñòâèé
Ïóàññîíà (ËÄÏ). Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñëî-
âèÿõ óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòî-
íà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíûõ ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ äåéñòâèé àáåëåâûõ ãðóïï. Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ
ëèíåéíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ àáåëåâûõ ãðóïï Rm è Zm. Çäåñü
ñôîðìóëèðîâàííûå è äîêàçàíû íåêîòîðûå êðèòåðèè, îáåñïå÷èâàþùèå
óñòîé÷èâîñòü è ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü àâòîíîìíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà,
à òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñèñòåì, îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû Ì.Ã.Êðåéíà,
Ð.Êóøìàíà è À.Êåëëè, Ì.Ëåâè è Ì.Âóéòêîâñêîãî íà ñëó÷àé ìíîãîìåð-
íîãî âðåìåíè.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñèñòåì ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
íåëüçÿ ãîâîðèòü î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Í.Íåõîðîøåâ è À.Âàëèíüî äî-
êàçàëè, ÷òî ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ ñèñòåì Ãà-
ìèëüòîíà ñ ïîñòîÿííûìè èëè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ýêâèâà-
ëåíòíà êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà. Îíè äà-
þò òàêæå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ðîñòêà äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíò-
íîãî êîìïëåêñíîãî ðîñòêà ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì çàäà÷è ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè íà êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé. Â äàííîé äèññåðòàöèè ôîð-
ìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ëèíåéíûå àâòî-
íîìíûå ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.
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ÎÁÙÀß ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÐÀÁÎÒÛ

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ è îäíî-
ãî ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò äåñÿòü ïàðàãðàôîâ, â êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ
îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû áóäó÷è îñíîâàíèåì, �îòïðàâíûì ïóíêòîì� äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé áàçèñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé òàêæå î÷åðê îñíîâíûõ ýòàïîâ â ðàçâèòèè íàó÷íîé ìûñëè ïî
ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå òåìàòèêå. Ïîñêîëüêó îí îñíîâàí íà
ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, ïîýòîìó â íèì ïðèâåä¼í è îáçîð ëèòåðàòóðû.

×åòûðå ïåðâûõ ïàðàãðàôà ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåíû ëèíåéíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, íàïîìèíàþòñÿ óñëîâèÿ ïîë-
íîé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ ñèñòåì, îïðåäåëåíèå è óñëîâèÿ èõ ïðèâîäè-
ìîñòè ê ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì ñ Ω�ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèâåäåíà òåîðåìà îá åå N�
ïðèâîäèìîñòè.

Â ïàðàãðàôàõ 1.5 è 1.6, êîðîòêî îáñóæäåíû ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, à òàêæå òåîðèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ëèíåéíûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ Ãàìèëüòîíà ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òåî-
ðèÿ ðàçâèòàÿ Ì.Ã.Êðåéíîì. Â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû êàñàþùèåñÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà îáîáùåíû è ðàçâèòû íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïï Rm è Zm.

Ñåäüìîé ïàðàãðàô � ýòî îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íû-
ìè àâòîðàìè, êàñàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè êàê ëè-
íåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê è
ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Â äèññåðòàöèè ýòè êðèòåðèè
îáîáùåíû íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè.

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå áèãàìèëüòîíîâû
ñèñòåìû è íàïîìèíàåòñÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî äåéñòâèÿ Ïóàññîíà, â
êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàþùåãî ïðè îäíîâðåìåííîé ëèíåàðèçàöèè
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ.

Äåâÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí òåîðèè ñïåêòðà ëèíåéíûõ ïîëèîïåðàòî-
ðîâ, íà êîòîðîé àâòîð îñíîâàë ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ
ñâîéñòâ îáùåãî ñïåêòðà ñåìåéñòâ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíî-
âûõ (è ñîîòâåòñòâåííî ñèìïëåêòè÷åñêèõ) ìàòðèö.

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäèò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû
Â.Ï.Ìàñëîâà, à òàêæå Í.Í.Íåõîðîøåâà è À.Á.Âàëèíüî, âûÿâëÿþùèå
ñâÿçü ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ ëèíåéíîé àâòî-
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íîìíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà è ñóùåñòâîâàíèåì è îäíîçíà÷íîñòüþ êîì-
ïëåêñíîãî ðîñòêà. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíû àâ-
òîðîì â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Â íà÷àëå âòîðîé (è ñîîòâåòñòâåííî, òðåòüåé) ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû
è äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà îáùåãî ñïåêòðà êîðòåæà ïîïàðíî êîì-
ìóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ (ñîîòâ. ñèìïëåêòè÷åñêèõ) ìàòðèö. Äîêàçà-
íî, ÷òî ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà A ñèììåòðè÷åñêèé, ò.å. åñëè
ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë Λ � ýòî ýëåìåíò ýòîãî ñïåêòðà, òî −Λ � òàê-
æå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó. Àíàëîãè÷íî äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ñèìïëåê-
òè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà T , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îáùèé
ôóíêöèîíàë M ñîäåðæèò òàêæå ôóíêöèîíàëû M−1, M̄ è M̄−1. Êàê äëÿ
êîðòåæåé ãàìèëüòîíîâûõ, òàê è ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö äîêàçûâàåòñÿ
J�îðòîãîíàëüíîñòü îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì Λ è M .

Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ãàìèëüòîíîâ (ñîîòâ. ñèìïëåêòè÷åñêèé) ïîëèîïå-
ðàòîð, ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû êîòîðîãî ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïðèâîäèì
ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå.

Äëÿ A ∈ (sp(2n, R))m (ñîîòâ. T ∈ (Sp(2n,R))m) ðàçìåðíîñòè 2 × 2
íàéäåí êîíêðåòíûé îïåðàòîð S ∈ Sp(2n,R), ïðèâîäÿùèé ïîëèîïåðàòîð
A (ñîîòâ. T ) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ýòî ñäåëàíî â ñëó÷àå, êîãäà ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèîíàëû ïîëèîïåðàòîðà A (ñîîòâ. T ) � âåùåñòâåííûå, à
òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà îíè ÷èñòî ìíèìûå.

Äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî îáùåãî ñïåêòðà ïîëó÷åíà òàêæå âåùåñòâåííàÿ
ôîðìà äëÿ A (ñîîòâ., T ). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.6 (ñîîòâ. 3.2.5) ïîêà-
çûâàåò, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðèâåñòè ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (ñîîòâ.
ñèìïëåêòè÷åñêèé) ðàçìåðíîñòè 4× 4 ê áëî÷íî � äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Çàòåì, äëÿ âåùåñòâåííîãî ãàìèëüòîíîâà ïîëèîïåðàòîðà A ðàçìåðíî-
ñòè 2n× 2n îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V â ïðÿ-
ìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòîãî ïîëèîïåðàòîðà è äîêàçûâà-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áëî÷íî � äèàãîíàëüíîé ôîðìû äëÿ êîðòåæà A â ñëó-
÷àå, êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû îáëàäàþò íåíóëåâûìè âå-
ùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû, ñëåäóÿ [7, 24], ïðèâåäåíû òåîðå-
ìû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Èìåííî, íàïîìèíàåòñÿ
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè ñèñòåìû (2.1), à
òàêæå ïðèâîäèòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ôëîêå � Ëÿïóíîâà äëÿ ìíîãîìåðíîãî
ëèíåéíîãî âïîëíå ðàçðåøèìîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè.

Òðåòèé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû êàñàåòñÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè è
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ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåìàõ âèäà (2.1). Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ýòà ñèñòåìà óñòîé÷èâà è ñóùå-
ñòâóåò ñèëüíî óñòîé÷èâûé ýëåìåíò exp(A, t0) äëÿ íåêîòîðîãî t0 ∈ Rm , òî
ñèñòåìà (2.1) � ñèëüíî óñòîé÷èâà. Â òåîðåìå 2.3.3 àâòîð ñâîäèò ïðîáëåìó
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè òîé æå ñèñòåìû íà âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâå ê
ïðîáëåìå ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà èíâàðèàíòíûõ ôàçîâûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Ôîðìóëèðóåòñÿ òàêæå îáîáùåíèå èçâåñòíîãî ïîíÿòèÿ çíàêî�îïðåäå-
ë¼ííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå Ì.Ã.Êðåéíó, íà ñëó÷àé
ñîáñòâåííîãî ôóíêöèîíàëà ãàìèëüòîíîâà ïîëèîïåðàòîðà. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïîíÿòèÿ äîêàçûâàåòñÿ (ñì. òåîðåìó 2.3.4), ÷òî ÷èñòî ìíèìûé è
îïðåäåë¼ííûé îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà A âëå÷¼ò çà ñîáîé ñèëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (2.1).

Â ýòîé æå ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ
èçâåñòíûõ êðèòåðèåâ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè îáûêíîâåííûõ ñèñòåì, ïðè-
íàäëåæàùèõ Ð.Êóøìàíó è À.Êåëëè, à òàêæå Ì.Ëåâè è Ì.Âóéòêîâñêîìó.
Èìåííî, àâòîð äîêàçàë, ÷òî åñëè ñóììà öåíòðàëèçàòîðîâ ìàòðèö Aj, ñî-
ñòàâëÿþùèõ ïîëèîïåðàòîð A, ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ Ãàìèëüòîíà, òî ñèñòåìà (2.1) � ñèëüíî óñòîé÷èâà (òåîðåìà 2.3.5). Êðî-
ìå òîãî, åñëè A � ñèëüíî óñòîé÷èâ òî ïåðåñå÷åíèå âûøåóêàçàííûõ öåí-
òðàëèçàòîðîâ ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå îïåðàòîðû (òåîðåìà 2.3.6).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2.4.1. Â íåé
ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ëèíåéíîé âïîëíå ðàçðåøèìîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà. Â òåðìèíàõ ìåòîä îð-
áèò ïðèñîåäèí¼ííûõ äåéñòâèé ãðóïïû Ëè Sp(2n,R) äîêàçàíî, ÷òî íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëó ïðîñòîãî
ïîëèîïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà A åñòü óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ äîñòà-
òî÷íî áëèçêèõ ê A êîðòåæåé D íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó M∩ ker adA∗,
êîòîðîå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû.

Â ïîñëåäíèì, ïÿòîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû àâòîð äèññåðòàöèè èññëå-
äóåò ñâÿçü ìåæäó ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ
ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì è êîìïëåêñíûì ðîñòêîì. Â
òåîðåìå 2.5.1 äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîìïëåêñíîãî ðîñòêà âëå÷¼ò
çà ñîáîé óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (2.1). Íà îáîðîò, åñëè ýòà ñèñòåìà óñòîé-
÷èâà è ñîîòâåòñòâóþùèé åå ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà îáëàäàåò ïðîñòûì
îáùèì ñïåêòðîì, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíûé ðîñòîê (òå-
îðåìà 2.5.2). Êðîìå òîãî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ýëåìåíòà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü êîìïëåêñíîãî ðîñòêà äëÿ ñèñòåìû (2.1).
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Êàê èçâåñòíî, îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä, èëè îïåðàòîð Ïóàíêàðå ÿâëÿåò-
ñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Àíàëîã òàêîãî îïåðàòîðà äëÿ ñè-
ñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì � ýòî îïåðàòîð ïîëèäðîìèè (ñì. âòîðîé
ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû), ââåä¼ííûé Ïåðîâûì è Çàäîðîæíûì [24]. Ýòî
ïîçâîëÿåò ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü ðåçóëüòàòû äëÿ âïîëíå ðàçðåøè-
ìûõ ñèñòåì ñ ìíîãî ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà ÿçûêå ñåìåéñòâ
ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ äèñêðåòíûõ ëè-
íåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì ïîñâÿùåí òðåòèé ïàðàãðàô òðåòüåé
ãëàâû. Äîêàçàííûå â íèì ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûå òåì, äîêàçàííûì â
òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû. Ñïåöèôèêà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû,
à òàêæå äèñêðåòíîñòü âðåìåíè ïîðîæäàþò ñîîòâåòñòâåííûå òðóäíîñòè,
êîòîðûå íàäî áûëî ïðåîäîëåòü.

Òåîðåìà 3.3.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ïîëèîïåðàòîðà T íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åãî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèîíàëû ëåæàëè íà åäèíè÷íîì òîðå è ÷òîáû T áûë ïîëó ïðîñòûì.
Êàê â ñëó÷àå ãàìèëüòîíîâîãî ïîëèîïåðàòîðà, òàê è äëÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêîãî êîðòåæà ìàòðèö � åãî óñòîé÷èâîñòü è ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî
ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ýëåìåíòà âëåêóò çà ñîáîé ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü T
(òåîðåìà 3.3.3). Âîçìîæíî òàêæå (òåîðåìà 3.3.4) ñâåñòè ïðîáëåìó ñèëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå ê ïðîáëåìå òàêîé óñòîé÷èâîñòè íà èíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ çíàêî�îïðåäåë¼ííîñòè ñîáñòâåííîãî ôóíêöèîíà-
ëà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà T , äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíåãî, ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåé
ãëàâû. Èìåííî, äîêàçàíî (òåîðåìà 3.3.5), ÷òî åñëè îáùèé ñïåêòð ïîëèî-
ïåðàòîðà T ëåæèò íà åäèíè÷íûì òîðå è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûì, òî T �
ñèëüíî óñòîé÷èâ.

Â òåîðåìàõ 3.3.6 è 3.3.7 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå
óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè T , èñïîëüçóþùèå ïîíÿòèå îáùåãî öåí-
òðàëèçàòîðà ñåìåéñòâà ìàòðèö. Îíè àíàëîãè÷íû òåîðåìàì 2.3.5 è 2.3.6
ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàííîé äèññåðòàöèè, êðîìå âûøåóêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëü-
òàòîâ, ïðèâåäåíû òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû. Ïî-
ñêîëüêó êðàòíûé ÷èñòî ìíèìûé ñïåêòð ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû âîçìî-
æåí òîëüêî â ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è âûøå, òî ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâ ïî-
ïàðíî êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåë¼ãêîé çàäà-
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÷åé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé, àâòîð ïðèìåíÿåò Êîìïüþòåðíóþ
Ñèñòåìó Ñèìâîëè÷åñêèõ Âû÷èñëåíèé �Mathematica�. Ýòè ðåçóëüòàòû ÷à-
ñòè÷íî èñïîëüçîâàíû â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé 2.3.1 è 3.3.1. Ïðè-
ìåðû ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé 2.4.1 âûäåëåíû â Ïðèëîæåíèè.
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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè çàëîæå-
íà â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ À.Ì.Ëÿïóíîâà è À.Ïóàíêàðå è ïîëó÷è-
ëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Äæ.Áèðêãîôôà, À.Í.Êîëìîãîðîâà,
Â.È.Àðíîëüäà, Äæ.Ìîçåðà, À.À.Àíäðîíîâà, Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà, Ì.Ã.Êðåé-
íà, Å.À.Áàðáàøèíà è äð.

Êàê èçâåñòíî, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûé ñïåêòð è îòñóòñòâèå êëåòîê Æîðäàíà. Â ñëó÷àå
êðàòíûõ ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëþáîå äîñòàòî÷íî ìàëîå
âîçìóùåíèå ìàòðèöû ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷è-
âîñòè.

Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè è ñèììåòðèè ñïåêòðà, ãàìèëüòîíîâà ìàò-
ðèöà ñ ÷èñòî ìíèìûì ïðîñòûì ñïåêòðîì óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñòðîãîìó
óñëîâèþ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ò.å. óñòîé÷èâîñòè âìåñòå ñî âñåìè äîñòà-
òî÷íî áëèçêèìè ãàìèëüòîíîâûìè ìàòðèöàìè.

Êàê ïîêàçàë Ì.Ã.Êðåéí ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íå òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòè ïðè âîçìóùåíèÿõ, äàæå åñëè ñóùåñòâóþò êðàòíûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè �îïðåäåëåíû�. Ýòî ñâîéñòâî
íàëè÷èÿ �áåçîïàñíûõ ðåçîíàíñîâ� ñòîèò íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
îñíîâàíèÿ ÿâëåíèÿ �ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà�, ÿâëåíèÿ, îòêðûòîãî
Ï.Ë.Êàïèöåé åù¼ â ñîðîêîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Óñëîâèÿ ñèëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì áûëè ðàññìîòðåíû òàêæå â ðà-
áîòàõ òàêèõ àâòîðîâ êàê Ð.Êóøìàí, À.Êåëëè, Ì.Ëåâè, Â.È.Àðíîëüä è
À.Á.Ãèâåíòàëü, Ì.Ï.Âóéòêîâñêè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè çàäà÷àìè ôèçèêè íà÷àòî èñ-
ñëåäîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ò.å. ñèñòåì Ãàìèëü-
òîíà ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì. Òàêèå ñèñòåìû îáû÷íî îïðå-
äåëÿþò äåéñòâèå ãðóïïû R2. Â ðàáîòàõ Ë.Ì.Ëåðìàíà è ß.Ë.Óìàíñêîãî
èññëåäîâàíû òàêèå ñèñòåìû íà ÷åòûð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â èõ ðà-
áîòàõ ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê òàêèõ ñèñòåì, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü, â òîì ÷èñëå è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå
ïðîñòîãî îáùåãî ñïåêòðà ëèíåàðèçàöèè áèãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñëåäíèõ äâóõ äåñÿòèëåòèé ïîñâÿ-
ùåíî ñèìïëåêòè÷åñêèì, à òàêæå ïóàññîíîâûì äåéñòâèÿì ãðóïï Ëè
(Â.È.Àðíîëüä, À.Âåéíñòåéí, Æ.Ñóðüî), â òîì ÷èñëå è êîììóòàòèâíûõ.

Ýòè, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå ðåçóëüòàòû, óêàçûâàþò íà àê-
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òóàëüíîñòü çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåîðèè ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà ãà-
ìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì, â òîì ÷èñëå è íà ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ãðóïï Rm è Zm.

Ñâÿçü ðàáîòû ñ êðóïíûìè íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè. Ðàáîòà
âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ �Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èìåíè À.Ñ.Ïóøêèíà� â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëàíîì ïðåäóñìîòðåí-
íûì ðåñïóáëèêàíñêîé ïðîãðàììîé �Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû�.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïî-
ëó÷åíèè óñëîâèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ïîñòîÿííûìè, à òàêæå ïåðè-
îäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè, à òàêæå
ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïï Rm è Zm.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
� íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà;
� èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ âïîë-
íå ðàçðåøèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñèñòåì è ëèíåéíûõ äåéñòâèé Ïóàññîíà
ãðóïïû Zm;
� ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
ìíîãîïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì;
� ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî
ðîñòêà Ìàñëîâà è îïðåäåëèòü åãî ñâÿçü ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ëè-
íåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé àáåëåâûõ ãðóïï;
� ïîñòðîèòü íîðìàëüíûå ôîðìû ëèíåéíûõ Ãàìèëüòîíîâûõ è ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ïîëèîïåðàòîðîâ â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãàìèëüòîíîâû ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìíî-
ãîìåðíûì âðåìåíåì, à òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ãðóïïû Zm.
Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëü-
çîâàíû êëàññè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè, à òàêæå ìåòîä îðáèò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åí-
íûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ðàáîòå îáîáùåíà
è ðàçâèòà òåîðèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì
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âðåìåíåì è ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïïû Zm.
Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, å�å ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò îáùóþ òåîðèþ ìíîãî-
ìåðíûõ ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (â òîì ÷èñëå ñ ñèììåòðèåé), â ÷àñòíîñòè òåîðèþ
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü
ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ
ïðîáëåì îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé äàííîãî òèïà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
àâòîíîìíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà, à òàêæå ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïïû Rm.
� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè äèñêðåò-
íûõ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, à òàêæå ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïïû Zm.
� Êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ìíîãîïåðèîäè÷åñêèõ ñè-
ñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.
� Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìà-
ñëîâà è åãî ñâÿçü ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
äåéñòâèé àáåëåâûõ ãðóïï.
� Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, à òàêæå íåêîòîðûå íîðìàëüíûå ôîð-
ìû ëèíåéíûõ Ãàìèëüòîíîâûõ è ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëèîïåðàòîðîâ â ïî-
ëóïðîñòîì ñëó÷àå.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Ðåçóëüòàòû ñåìè ðàáîò [11,45�50] â ðàâíîé
ìåðå ïðèíàäëåæàò îáîèì ñîàâòîðàì (Â.À.Ãëàâàí, Ç.Æåøóòêî), à ðåçóëü-
òàòû ïÿòè ðàáîò [71�75] ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè äîêëàäûâàëèñü íà: ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
�Òðåòüè íàó÷íûå ÷òåíèÿ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ïîñâÿù¼ííûå 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Þ.Ñ.Áîãäàíîâà� (Ìèíñê,
2001); ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �The Third Inter-
national Workshop on Mathematica System in Teaching and Research�
(Siedlce, 2001); ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Áîãîëþ-
áîâñêèå ÷òåíèÿ V� (Êàìåíåö-Ïîäîëüñêèé, 2002); ìåæäóíàðîäíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ � VIII� (Áðåñò, 2002); ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïîñâÿù¼ííîé 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäå-
ìèêà Ê.Ñ.Ñèáèðñêîãî (Êèøèíåâ, 2003); ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè �Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ � IX� (Âèòåáñê, 2003); ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè �Ïðèëîæåíèÿ ñèñòåìû �Mathematica� â ñîöèàëüíûõ ïðîöåñ-
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ñàõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå� (Áðåñò, 2003); ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè �Ñîâðåìåííûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è è òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ â ìàòå-
ìàòèêå è èíôîðìàòèêå� (Áðåñò, 2004); ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè �IX Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ� (Ãðîäíî,
2004); ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû� (Áðåñò, 2005).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
îïóáëèêîâàíû â 12 ðàáîòàõ [11, 45�50, 71�75], ñðåäè êîòîðûõ 3 ñòàòüè â
ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ [48, 74, 75], 4 ñòàòüè â òðóäàõ ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé [11, 71�73], à îñòàëüíûå � òåçèñû äîêëàäîâ
[45�47,49,50]. Îáùåå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ñîñòàâëÿåò
56 ñòðàíèö.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò: ïåðå÷åíü
óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèå, îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàáîòû, ÷åòû-
ðå ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ (83 íàèìåíî-
âàíèé) è îäíî ïðèëîæåíèå. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè 98 ñòð. ìàøèíî-
ïèñíîãî òåêñòà, èç êîòîðûõ 9 ñòð. çàíèìàåò ïðèëîæåíèå, 8 ñòð. çàíèìàåò
ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.



Ã Ë À Â À 1

ÎÁÇÎÐ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ È ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Â äàííîé ãëàâå ñîáðàíû îñíîâíûå ôàêòû, îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, ñî-
ñòàâëÿþùèå îòïðàâíîé ïóíêò äëÿ èññëåäîâàíèé, êîòîðûõ ðåçóëüòàòû ýòî
ñóòü äèññåðòàöèè. Îäíîâðåìåííî, ïîñêîëüêó ýòîò òåîðåòè÷åñêèé áàçèñ,
îñíîâàí íà ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, çäåñü ïðèâåä¼ì è îáçîð ëèòåðàòóðû.
Â äàííîé ãëàâå êðàòêî îáñóäèì òàêèå ïðîáëåìû êàê:

Ëèíåéíûå âïîëíå ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ. [7] Çäåñü ïðèâåä¼ì ïîíÿ-
òèÿ: ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå,ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå,
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ëèíåéíûå âïîëíå ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. [7] Â ýòèì ïàðàãðàôå íàïîìíèì óñëîâèÿ ïîëíîé ðàçðåøèìîñòè
îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è îïðå-
äåëèì âèä ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû òàêîé ñèñòåìû.

Ïðèâîäèìûå óðàâíåíèÿ. [7, 23, 24] Çäåñü ïðèâåä¼ì òàêèå ïîíÿòèÿ êàê:
ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà, îïåðàòîð Ëÿïóíîâà, ïðèâîäèìîå óðàâíåíèå.
Ïðèïîìíèì òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèìîñòè
âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì.

Ïðåäñòàâëåíèå Ôëîêå-Ëÿïóíîâà. [7] Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäå-
íî îïðåäåëåíèå ïåðèîäà îòîáðàæåíèÿ f , à òàêæå îïðåäåëåíèå Ω-ïåðèî-
äè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû ïåðèîäîâ Ω. Ðàññêàæåì
î ïðèâîäèìîñòè âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ñ
Ω-ïåðèîäè÷åñêîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. [1] Íàïîìíèì òàêèå, îñíîâ-
íûå äëÿ äàííîé äèññåðòàöèè ïîíÿòèÿ êàê: âíåøíÿÿ ôîðìà ïîðÿä-
êà 2, íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà, ëèíåéíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà,
ñèìïëåêòè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà, êîñîîðòîãîíàëüíûå âåêòîðû, ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ, ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íåêîòîðîé îñîáåííîé ìàòðèöû J .

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ â îáûêíîâåííûõ ñèñòåìàõ ñî ìíîãèìè
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. [1, 32] Äàííûé ïàðàãðàô ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî
ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû Ì.Ã.Êðåéíà, ïðè èçó÷åíèè óñëîâèé âîçíèêíîâå-
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íèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ìíîãèìè
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çäåñü ðàññêàçàíî î ñèììåòðèè ñïåêòðà ñèìïëåêòè÷å-
ñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå åãî óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè, ïðèâîäèòñÿ óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü è ñèëü-
íóþ óñòîé÷èâîñòü; îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â
ëèíåéíîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ ôóíêöè-
åé Ãàìèëüòîíà. Ïðèâîäèì òàêæå îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðè-
öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ðåçóëüòàò Ì.Ã.Êðåéíà êàñàþùèéñÿ
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ S â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðåîáðàçîâàíèÿ S ïîñòîÿííîãî çíàêà.

Óñòîé÷èâîñòü è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû Ãàìèëü-
òîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíîâîãî ëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è òàêæå ðåçóëüòàòû ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ, òàêèõ êàê:
Ì.Ã.Êðåéí [18], K.R.Meyer è G.R.Hall [66], R.Cushman è A.Kelly [39],
M.Levi [60], M.P.W�ojtkowski [83], êàñàþùèåñÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè è
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è òàêæå óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ýëåìåíòîâ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp(2n, R). Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíû òàêæå ðà-
áîòû [13,27,32,67].

Áèãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ëèíåéíûå äåéñòâèÿ Ïóàññîíà. Ïðèâå-
ä¼ì îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî äåéñòâèÿ Ïóàññîíà (ËÄÏ) è ïðîñòîãî ËÄÏ.
Îïèøåì êðàòêî ðåçóëüòàòû Ë.Ì.Ëåðìàíà è ß.Ë.Óìàíñêîãî [59] è çâÿçü
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ íàøèìè èññëåäîâàíèÿìè. Ìíîãîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû èññëåäîâàíû òàêæå â [76,77].

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñïåêòðà ëèíåéíûõ ïîëèîïåðàòîðîâ. [7,51,
61] Ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå òàê íàçûâàåìîãî ëåâîãî (ñîîòâ. ïðàâîãî), à
òàêæå îáùåãî ñïåêòðà ëèíåéíîãî ïîëèîïåðàòîðà. Íàïîìíèì ïîíÿòèå îá-
ùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî ôóíêöèîíàëà.

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà è óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ âåùåñòâåííûõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Êîìïëåêñíûé ðîñòîê Â.Ï.Ìàñëîâà. [1]
Çäåñü ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû. Ïðèïîìíèì òàê-
æå ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðàìè: ñèìïëåêòè÷åñêîé, Åâêëèäà, êîìïëåêñíîé
è Ýðìèòà, èëè èíà÷å ãîâîðÿ, ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè: ñèìïëåêòè÷åñêîé,
îðòîãîíàëüíîé, êîìïëåêñíîé ëèíåéíîé è óíèòàðíîé.

Íàïîìíèì çäåñü (ñì. [3, 20]) îïðåäåëåíèå íóëåâîãî (èíà÷å ãîâîðÿ,
èçîòðîïíîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå
îïðåäåëèì ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðèâåä¼ì ïîíÿòèå çíàêî�îïðå-
äåë¼ííîãî êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîíÿòèé îïðå-
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äåëÿåì êîìïëåêñíûé ðîñòîê ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà.
Ðàññêàæåì êðàòêî î ðåçóëüòàòàõ Â.Ï.Ìàñëîâà, è òàêæå Í.Í.Íåõîðîøåâà
è À.Á.Âàëèíüî, êîòîðûå âûÿâëÿþò ñâÿçü ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ è ñèëü-
íîé óñòîé÷èâîñòüþ ýòîé ñèñòåìû ñ ñóùåñòâîâàíèåì è îäíîçíà÷íîñòüþ
êîìïëåêñíîãî ðîñòêà.

1.1. Ëèíåéíûå âïîëíå ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ

Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì
÷èñëå è óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñâÿùåíû ðàáî-
òû [7, 21�24, 62]. Íà íèõ îñíîâàíû ïåðâûå ÷åòûðå ïàðàãðàôà íàñòîÿùåé
ãëàâû.

Ïóñòü E è F îáîçíà÷àþò êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà, E � äåéñòâèòåëüíîå, F � ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíûì; ðàç-
ìåðíîñòü E ðàâíà m, à ðàçìåðíîñòü F ðàâíà n. Â èññëåäîâàííûõ â äàí-
íîé äèññåðòàöèè ïðîáëåìàõ áóäåì êîíêðåòíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì è m-ìåðíûì, ò.å. E = Rm è ÷òî ðàçìåðíîñòü
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà � ÷�åòíàÿ, ò.å. F = R2n.

Ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

x′h = A(t)hx, (1.1)

ãäå h � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç E, à ôóíêöèÿ A îïðåäåëåíà è íåïðåðûâ-
íà â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ E è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ïðîñòðàíñòâà L(E; L(F ; F )). Â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûì â äàííîé ðàáîòå
èìååì A : Rm → L(Rm, sp(2n,R)).

Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

x′h = A(t)hx + f(t)h, (1.2)

ãäå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå U è ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L(E; F ).

Åñëè ôóíêöèè A è f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî ñèñòåìû (1.1),
(1.2) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∧{A′(t)hk − A(t)hA(t)k} = 0, (1.3)

∧{A(t)hf(t)k − f ′(t)hk} = 0. (1.4)

Óðàâíåíèÿ (1.1) è, ñîîòâåòñòâåííî (1.2) ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàêæå â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

dx = A1(t)xdt1 + . . . + Am(t)xdtm, (1.5)
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dx = [A1(t)x + f1(t)]dt1 + . . . + [Am(t)x + fm(t)]dtm, (1.6)

ãäå Aj(t) � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × n, fj - n-âåêòîð�ôóíêöèè, x � ïîäëå-
æàùàÿ îïðåäåëåíèþ n-âåêòîð�ôóíêöèÿ.

Óñëîâèÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ (1.5), (1.6) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

∂Ai(t)

∂tj
+ Ai(t)Aj(t) =

∂Aj(t)

∂ti
+ Aj(t)Ai(t),

Ai(t)fj(t) +
∂fi(t)

∂tj
= Aj(t)fi(t) +

∂fj(t)

∂ti
,

(i, j = 1, . . . ,m),

îíè äîëæíû âûïîëíÿòñÿ ïðè âñåõ t ∈ U .

Òåîðåìà 1.1.1. [7] Åñëè U = E, òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.1),
(1.2) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ E.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Âåçäå äàëüøå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî U = E.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1.1) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Áîëåå òîãî, åñëè x1, . . . , xn - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1.1), òî âñÿêîå ðåøåíèå x ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

x(t) = c1x1(t) + . . . + cnxn(t), (1.7)

ãäå c1, . . . , cn - ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû. Ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî èõ âûáî-
ðà ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), ïîýòîìó âûðàæåíèå
(1.7) íàçûâàåì åù¼ îáùèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü x1
j(t), . . . , x

n
j (t) - êîîðäèíàòû âåêòîðà xj(t) â áàçèñå b1, . . . , bn

ïðîñòðàíñòâà F , ò.å.

xj(t) =
n∑

i=1

xi
j(t)bi.

Ìàòðèöó

W (t) =

 x1
1(t) . . . x1

n(t)
... . . . ...

xn
1(t) . . . xn

n(t)

 ,

ãäå âåêòîð-ôóíêöèè x1, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ, íàçîâ¼ì
ìàòðèöåé Âðîíñêîãî (ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé), åñëè x1, . . . , xn - ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.
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Åñëè W (t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, à c - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
èç F , òî ôóíêöèÿ x(t) = W (t)c ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.5);
áîëåå òîãî, êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x(t0) = x0 ïðåäñòàâèìî â âèäå x(t) = W (t)c, ãäå c = W−1(t0)x(t0); ïðè
ýòîì W (t0) - íåîñîáàÿ ìàòðèöà ïðè ëþáîì t0 ∈ E.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì x(t0) = x0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x(t, t0, x0) =
W (t)W−1(t0)x0, èëè, â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ gt

t0
= W (t)W−1(t0),

x(t, t0, x0) = gt
t0
x0.

1.2. Ëèíåéíûå âïîëíå ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

x′h = Ahx, (h ∈ E), (1.8)

ãäå A ∈ L(E; L(F ; F )). Óðàâíåíèå (1.8) âïîëíå èíòåãðèðóåìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáûõ h, k èç E èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AhAk = AkAh (1.9)

(îïåðàòîðû A, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1.9), ñëåäóÿ À.È.Ïåðîâó, áó-
äåì íàçûâàòü ïåðìóòàáåëüíûìè).

Äëÿ êîîðäèíàòíîé ôîðìû óðàâíåíèÿ (1.8)

dx = A1xdt1 + . . . + Amxdtm, (1.10)

èëè, â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

∂x

∂tj
= Ajx, (j = 1, 2, . . . ,m) (1.11)

óñëîâèå (1.9) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû A1, . . . , Am ïîïàðíî êîììóòàòèâíû,
ò.å.

AiAj = AjAi (i, j = 1, 2, . . . ,m).

Ôóíäàìåíòàëüíûì îïåðàòîðîì óðàâíåíèÿ (1.8) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð
W (t), W (t) = exp(At), ïðè÷¼ì W (0) = IF . Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.10) ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ýêñïîíåíòû

W (t) = exp(A1t1 + . . . + Amtm).
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1.3. Ïðèâîäèìûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

x′h = A(t)hx (h ∈ E) (1.12)

ñ íåïðåðûâíîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé A(t), îïðåäåë¼ííîé íà E. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.12) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûì è
÷òî êàæäîå ðåøåíèå åãî îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ E.

Ñðåäè óðàâíåíèé âûøå óêàçàííîãî âèäà, ïðîñòåéøèå � ýòî óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè � èõ èçó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê àëãå-
áðàè÷åñêîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ îïåðàòîðà A

(ñì. [7]). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå óðàâíåíèÿ âèäà (1.12),
êîòîðûå ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðàíÿþùèõ îñíîâíûå ÷åðòû ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé. Íà ýòîì ïóòè ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ïðèâîäèìîãî óðàâíåíèÿ â
ñìûñëå Ëÿïóíîâà.

Ââåä¼ì â óðàâíåíèå (1.12) âìåñòî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x íîâóþ íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ z ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = Λ(t)z. (1.13)

Îïåðàòîðíóþ ôóíêöèþ Λ : E → L(F ; F ) ïîä÷èíèì ñëåäóþùèì òðå-
áîâàíèÿì:
1) ôóíêöèÿ Λ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â E,
2) ôóíêöèÿ Λ îãðàíè÷åíà â E,
3) ïðè ëþáîì t ∈ E îïåðàòîð Λ(t) èìååò îáðàòíûé è ôóíêöèÿ Λ−1(t)
îãðàíè÷åíà â E.

Ïðåîáðàçîâàíèå (1.13), â êîòîðîì îïåðàòîð Λ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì 1)�3), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà, à ñîîòâåòñòâóþùèé
îïåðàòîð Λ(t) � îïåðàòîðîì Ëÿïóíîâà.

Ñîãëàñíî (1.12), (1.13), ôóíêöèÿ z óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

z′h = Λ−1(t)(A(t)hΛ(t)− Λ′(t)h)z = B(t)hz (h ∈ E). (1.14)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.14) âïîëíå èíòåãðèðóåìî. Êðîìå òîãî,
àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé (1.12) è (1.14) îäèíàêîâû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Óðàâíåíèå (1.12) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (1.13), ÷òî â óðàâíåíèè
(1.14) îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B íå çàâèñèò îò t ∈ E.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò
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Òåîðåìà 1.3.1. Óðàâíåíèå (1.12) ïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà åãî ôóíäàìåíòàëüíûé îïåðàòîð W (t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå

W (t) = Λ(t)exp(Bt), (1.15)

ãäå Λ(t) � îïåðàòîð Ëÿïóíîâà, à B � îïåðàòîð èç L(E; L(F ; F )), óäîâëå-
òâîðÿþùèé ðàâåíñòâó BhBk = BkBh ïðè ëþáûõ h, k èç E.

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E áîëüøå
åäèíèöû, òî ìîæíî èçó÷àòü âîïðîñû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðè t ∈ N , ãäå
N îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà E. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.13), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (1)�(3) òîëüêî äëÿ t ∈ N ⊂ E. Ïðåîáðàçîâàíèå òàêîãî ðîäà íà-
çûâàåòñÿ N -ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà, åñëè ôóíêöèÿ Λ(t) íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìà â E, ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò îïåðàòîð îáðàòíûé ê
Λ(t) è äëÿ t ∈ N âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: ‖Λ(t)‖ ≤ α1,

∥∥Λ−1(t)
∥∥ ≤ α2

(α1, α2 = const > 0). Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð Λ(t) íàçûâàåòñÿ â ýòèì
ñëó÷àå � N -îïåðàòîðîì Ëÿïóíîâà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Óðàâíåíèå (1.12) íàçûâàåòñÿ N -ïðèâîäèìûì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå N -ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (1.13), ÷òî â óðàâ-
íåíèè (1.14) îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B íå çàâèñèò îò t ∈ N .

1.4. Ïðåäñòàâëåíèå Ôëîêå-Ëÿïóíîâà

Òåîðèÿ Ôëîêå�Ëÿïóíîâà ïîëó÷èëà ðàçâèòèå âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì.,
íàïðèìåð [4�7,14,16,19,23�25,28�30,43,68]). Íèæå ïðèâîäèì ôàêòû íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ òåìàòèêîé äèññåðòàöèè.

Ïóñòü f - îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà E â F (èëè â ïðîèçâîëüíîå õàóñ-
äîðôîâî ïðîñòðàíñòâî). Âåêòîð ω ∈ E íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì îòîáðàæå-
íèÿ f , åñëè f(t+ω) = f(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ E. Ìíîæåñòâî Ωf âñåõ ïåðèî-
äîâ îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû
ïðîñòðàíñòâà E. Åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, òî ãðóïïà Ωf çàìêíó-
òà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ãðóïïà, ëå-
æàùàÿ â E è ïóñòü f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå E â F . Îòîáðàæå-
íèå f íàçûâàåòñÿ Ω-ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ãðóïïà ïåðèîäîâ ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ñîäåðæèò Ω.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : E → F ñ íåòðèâèàëü-
íîé (ò.å. îòëè÷íîé îò íóëÿ) ãðóïïîé ïåðèîäîâ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êëàññà,
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êîòîðûå â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîé-
ñòâàì. Ê ïåðâîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ òå îòîáðàæåíèÿ f , ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
L(Ωf) ãðóïïû ïåðèîäîâ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ E; òàêèå îòîáðàæåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Âòîðîé êëàññ ñîñòàâëÿþò îòîáðàæåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ L(Ωf) 6= E; ýòè îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íî ïåðèîäè÷å-
ñêèìè.

Íàïðèìåð, åñëè â E âûáðàòü íåêîòîðûé áàçèñ, òî ôóíêöèè

sin(t1 − 2t2), sin(−2t2), cos(t1 + t2)

áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè, à ôóíêöèÿ

g(t) = sin(−t2) + cos(t1 + t2) + t1

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ïåðèîäè÷åñêîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � îïåðàòîðíàÿ Ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è îáî-

çíà÷èì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ãðóïïû Ω ÷åðåç N = L(Ω). Ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà äîêàçàíà â [23,24] (ñì. òàêæå [19,43]).

Òåîðåìà 1.4.1. Óðàâíåíèå (1.12) ñ Ω-ïåðèîäè÷åñêîé îïåðàòîðíîé ôóíê-
öèåé A N -ïðèâîäèìî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû (ñì. [7]) âûòåêàåò, ÷òî ôóíäàìåí-
òàëüíûé îïåðàòîð W (t) óðàâíåíèÿ (1.12) ñ Ω-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå W (t) = Λ(t) exp(Bt), ãäå îïåðàòîðíàÿ
ôóíêöèÿ Λ(t) ÿâëÿåòñÿ Ω-ïåðèîäè÷åñêîé, ò.å. â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.12),
êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìååò ìå-
ñòî ïðåäñòàâëåíèå Ôëîêå � Ëÿïóíîâà.

Çäåñü îñîáåííî âàæåí òîò ñëó÷àé, êîãäà L(Ω) = E, ïîñêîëüêó â
ýòîé ñèòóàöèè ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû
(ñì. [7]) óäà¼òñÿ âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíîãî îïåðàòîðà óðàâ-
íåíèÿ (1.12), à çíà÷èò, è ñòðóêòóðó êàæäîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1.5. Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïóñòü Rn îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè n.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Âíåøíåé ôîðìîé ïîðÿäêà 2 èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, 2-
ôîðìîé íàçîâ¼ì ôóíêöèþ îïðåäåë¼ííóþ íà óïîðÿäî÷åííûõ ïàðàõ âåêòî-
ðîâ èç Rn, ω2 : Rn × Rn → R, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè áèëèíåé-
íîñòè è àíòèñèììåòðèè, ò.å. ∀λ1, λ2 ∈ R, ξ1, ξ2, ξ3 ∈ Rn:

ω2(λ1ξ1 + λ2ξ2, ξ3) = λ1ω
2(ξ1, ξ3) + λ2ω

2(ξ2, ξ3),
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ω2(ξ1, ξ2) = −ω2(ξ2, ξ1).

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. 2-ôîðìà ω2 â R2n íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñ-
ëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

(∀η : ω2(ξ, η) = 0) ⇒ (ξ = 0).

Îïðåäåëåíèå 1.5.3. Íåâûðîæäåííóþ, áèëèíåéíóþ, àíòèñèììåòðè÷å-
ñêóþ 2-ôîðìó (òàê íàçûâàåìîå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå) îïðåäåë¼í-
íóþ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå R2n íàçîâ¼ì ëèíåéíîé ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé â R2n.

Ïàðà (R2n, ω2) íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò
R2n = {(p, q)} ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ è àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà:

[·, ·] = p1 ∧ q1 + . . . + pn ∧ qn,

ãäå ôóíêöèè p1, . . . , pn, q1, . . . , qn ñóòü êîîðäèíàòû â R2n, è ∧ � îáîçíà÷àåò
âíåøíèå ïðîèçâåäåíèå, êîíêðåòíî ∀k = 1, . . . , n: çíà÷åíèåì âíåøíåãî
ïðîèçâåäåíèÿ pk ∧ qk íà ïàðå âåêòîðîâ ξ, η ∈ R2n åñòü îðèåíòèðîâàííîå
ïîëå ïàðàëëåëîãðàììà, ñòîðîíû êîòîðîãî � ýòî ξ è η, â ïëîñêîñòè pk, qk;
èíà÷å ãîâîðÿ, îðèåíòèðîâàííîå ïîëå ïðîåêöèè ïàðàëëåëîãðàììà (ξ, η) íà
ïëîñêîñòü êîîðäèíàò (pk, qk):

(pk ∧ qk)(ξ, η) =

∣∣∣∣ pk(ξ) qk(ξ)
pk(η) qk(η)

∣∣∣∣ .

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì ïðèíèìàòü ôîðìó ω2 çà êîñîñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå:

[ξ, η] = ω2(ξ, η).

Åñëè [ξ, η] = 0, òî âåêòîðû ξ, η ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçî-
â¼ì êîñîîðòîãîíàëüíûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ êîñîîðòîãîíàëüíûõ
ê äàííîìó âåêòîðó η, íàçîâ¼ì êîñîîðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì âåêòîðà
η. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðèíèìàåò âûøå îïè-
ñàííûé, ñòàíäàðòíûé âèä, ïðè ïîäõîäÿùèì âûáîðå áàçèñà, èìåííî â òàê
íàçûâàåìûì ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 1.5.4. Ñèñòåìó âåêòîðîâ epi
, eqi

, i = 1, . . . , n, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

[epi
, epj

] = [epi
, eqj

] = [eqi
, eqj

] = 0, [epi
, eqi

] = 1,

íàçîâ¼ì ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñîì.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèíàäëåæèò Äàðáó.

Òåîðåìà 1.5.1. Â êàæäûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-
åò ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ.

Áîëåå òîãî:

Ïðåäëîæåíèå 1.5.1. Âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îäíîé è òîé
æå ðàçìåðíîñòè � èçîìîðôíû.

Ïðèìåì â êà÷åñòâå âåêòîðîâ ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà � âåðñîðû êîîð-
äèíàòíûõ îñåé. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò pi, qi, â êîòîðîé 2-ôîðìà
ω2 ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä

[p,q] = p1 ∧ q1 + . . . + pn ∧ qn,

íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 1.5.5. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå S : R2n → R2n ñèìïëåê-
òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R2n â ñåáÿ, êîòîðîå ñîõðàíÿåò êîñîñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

∀ξ, η ∈ R2n : [Sξ, Sη] = [ξ, η],

íàçîâ¼ì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ìíîæåñòâî âñåõ ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà R2n íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sp(2n,R).

1.6. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ â îáûêíîâåííûõ ñèñòåìàõ
ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Êàê ïîêàçàíî â [1] ïîÿâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìå-
íÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè ẍ + ω(t)x = 0 çàâèñèò îò ñëåäà ìàòðèöû A òàê
íàçûâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä.

Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ìàòðèöû ïðèíèìàåò
âèä

λ2 − λtrA + 1 = 0,

òî åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

λ1 + λ2 = trA, λ1λ2 = det A = 1.

Åñëè |trA| > 2, òî ýòè êîðíè � âåùåñòâåííûå. Áîëåå òîãî, îäèí èç
íèõ èìååò çíà÷åíèå (ïî ìîäóëþ) áîëüøå, à âòîðîé � ìåíüøå åäèíèöû. Â
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òàêèì ñëó÷àå, ïðåîáðàçîâàíèå A ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïîâîðîòîì è
îíî íåóñòîé÷èâî.

Âìåñòî ýòîãî, åñëè |trA| < 2, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îáëà-
äàåò äâóìÿ ñîïðÿæ¼ííûìè êîìïëåêñíûìè êîðíÿìè, òî åñòü

1 = λ1λ2 = λ1λ2 = |λ1|2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ1 è λ2 ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îòîáðàæå-
íèå A ýêâèâàëåíòíî âðàùåíèþ íà óãîë α, ãäå λ1,2 = e±iα. Ñëåäîâàòåëüíî
îíî óñòîé÷èâî.

Âûøå óêàçàííûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ñóììèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Ñëåäñòâèå 1.6.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîé ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä ëå-
æàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è íåóñòîé÷èâûìè, åñëè ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áîëüøå åäèíèöû.

Îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä A, ñëóæàùåå èçó÷åíèþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-
çîíàíñà â ñèñòåìàõ ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì
ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå ïðè èçó÷åíèè
óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [1].

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü S : R2n → R2n áóäåò ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîìó â ñèìïëåêòè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ p1, . . . , pn, q1, . . . , qn ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà S. Òàêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå S ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà åãî ìàòðèöà â ñèìïëåêòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó

STJS = J,

ãäå J =

(
0 I

−I 0

)
, à ST îáîçíà÷àåò ìàòðèöó òðàíñïîíèðîâàííóþ ê

ìàòðèöû S.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷åðòà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî
ñèììåòðèÿ åãî ñïåêòðà, à èìåííî:

Òåîðåìà 1.6.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

p(λ) = det[S − λI]
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ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì (ò.å. ó íåãî ñèììåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû),
òî åñòü p(λ) = λ2np(1/λ).

Îòñþäà ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 1.6.2. Åñëè λ � ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî 1/λ òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.

Êðîìå òîãî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò âåùåñòâåííûå êîýô-
ôèöèåíòû, òàêèì îáðàçîì åñëè λ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì, òî λ̄ 6= λ � ýòî òàêæå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî
âñå êîðíè λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, à òàêæå îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè.

Òåîðåìà 1.6.3. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ S ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è åñëè îíè ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå � óñòîé÷èâî.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Íàçîâ¼ì ïðåîáðàçîâàíèå S ′ äîñòàòî÷íî áëèçêèì
ïðåîáðàçîâàíèè S, åñëè ðàçíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû S ′ â óñòàíîâëåí-
íîì áàçèñå è ýëåìåíòîâ ìàòðèöû S â òîì æå áàçèñå, ïî ìîäóëþ, íå
ïðåâûøàþò äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà ε.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå S íàçîâ¼ì ñèëü-
íî óñòîé÷èâûì, åñëè âñå äîñòàòî÷íî áëèçêèå ïðåîáðàçîâàíèè S ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ S : R2 → R2 ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò
ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà λ1,2 = e±iα, λ1 6= λ2. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èìååò
ìåñòî:

Òåîðåìà 1.6.4. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ S ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.

Ñëåäñòâèå 1.6.3. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ â ëèíåéíîé êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìå ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà ìîæåò
âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ìîæåò â ýòîì ñëó÷àå
îïóñòèòü îêðóæíîñòü è òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðå-
ñòà¼ò áûòü óñòîé÷èâûì.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ òàê ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, íî íå âñåãäà òàê è åñòü.
Åñëè ìû ðàçäåëèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, |λ| = 1, íà äâà êëàññà òàê
íàçûâàåìûõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè êîðíåé ðàçíûõ çíàêîâ, îíè îáû÷íî
îïóñêàþò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ êîðíåé îäè-
íàêîâîãî çíàêà, îíè íå ñõîäÿò ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ñëåäóÿ [1], ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ì.Ã.Êðåéíà, êàñàþ-
ùèåñÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ.

Ëåììà 1.6.1. Åñëè λ, λ̄ � ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ S, òàêèå, ÷òî |λ| = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
èì èíâàðèàíòíàÿ ïëîñêîñòü πλ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííûé âåêòîð ïëîñêîñòè πλ

òàêîé, ÷òî Imλ > 0, |λ| = 1. Åñëè [Sξ, ξ] > 0 ( ñîîòâåòñòâåííî
[Sξ, ξ] < 0 ), òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ íàçîâ¼ì ïîëîæèòåëüíûì (ñî-
îòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíûì).

Îïðåäåëåíèå 1.6.4. Ïóñòü λ � ëåæàùåå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè k. Ãîâîðèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ïî-
ñòîÿííîãî çíàêà, åñëè îãðàíè÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû [Sξ, ξ] íà 2k �
ìåðíîì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùèì λ, λ̄, ïî-
ëîæèòåëüíî, èëè îòðèöàòåëüíî, îïðåäåëåíà.

Òåîðåìà 1.6.5. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå S ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îíè ïîñòîÿííîãî çíàêà.

1.7. Óñòîé÷èâîñòü è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé
ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

è ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ïóñòü V îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîñîñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì [1,66]. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L : V → V íàçîâ¼ì ãàìèëüòîíî-
âûì, åñëè óñëîâèå

[Lx, y] + [x, Ly] = 0

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x, y ∈ V . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà A áóäåò
ãàìèëüòîíîâîé èëè èíôèíèòåçèìàëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ATJ + JA = 0, ãäå

J =

(
0 −I

I 0

)
.
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Àëãåáðó Ëè âñåõ ìàòðèö Ãàìèëüòîíà îáîçíà÷èì ÷åðåç sp(2n, R).
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà

ẋ = Ax, x ∈ R2n, A ∈ sp(2n, R), (1.16)

ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè. (Çäåñü A èìååò âèä JH äëÿ íåêî-
òîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà H, ò.å. HT = H.)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà (1.16) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó,
åñëè âñå åå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû äëÿ âñåõ t ∈ R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñèñòåìà (1.16) áóäåò óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ãàìèëüòîíà A ÷èñòî ìíèìûå è A � äèàãîíà-
ëèçóåìàÿ. Äðóãîé âîïðîñ âîçíèêàåò, êîãäà îáñóæäàåòñÿ óðàâíåíèå (1.16)
â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì. Â òàêîì ñëó÷àå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A ìîãóò áûòü èçâåñòíû òîëüêî ïðèáëèæåííî, ïîýòîìó
ñîõðàíåíèå óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ìàòðèöû A èìååò âàæ-
íîå çíà÷åíèå. Óïîìÿíóòóþ âûøå ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ãàìèëüòîíà íàçîâ¼ì
ñèëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè âñå àâòîíîìíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ẋ = Bx, ãäå
B ∈ sp(2n, R), à ìàòðèöà B äîñòàòî÷íî áëèçêà ê ìàòðèöå A, ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè. Â ñèëó ñèììåòðèè è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ñïåêòðà ãà-
ìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, ïðîñòîé è ÷èñòî ìíèìûé ñïåêòð ìàòðèöû A âëå-
÷åò ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.16) [1, 32]. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû
(1.16) èìååò âèä h(x) = −1/2(JAx, x) (çäåñü (·, ·) îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2n). Òîãäà ìàòðèöà A ñ êðàòíûìè ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè, äëÿ êîòîðîé h ÿâëÿåòñÿ äåôèíèòíîé (ïîëîæèòåëüíî èëè
îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé) êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, îáëàäàåò �áåçîïàñ-
íûìè� ðåçîíàíñàìè (ñì. [32]).

Íàõîæäåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñèëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè ñèñòåìû (1.16) ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð [39,60,66,83]).
Ýòè êðèòåðèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà: 1) äèíàìè÷åñêèé, èñïîëü-
çóþùèé ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (1.16) (ñì. [83]), 2) àëãåáðàè÷åñêèé,
èñïîëüçóþùèé ñïåêòð ìàòðèöû A (ñì. [39]), à òàêæå 3) ãåîìåòðè÷åñêèé,
èñïîëüçóþùèé öåíòðàëèçàòîð C(A) ìàòðèöû A â àëãåáðå Ëè ãàìèëüòî-
íîâñêèõ ìàòðèö (ñì. [39,60]).

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà èõ îïèñàíèþ. Èçâåñòíî (ñì. [1,2]), ÷òî ëþ-
áàÿ ëèíåéíàÿ àâòîíîìíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà âïîëíå èíòåãðèðóåìà,
ò.å. îáëàäàåò n íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l, ôóíêöèÿ hl(x) =
1/2(JAlx, x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1.16), ïðè÷¼ì hl ≡ 0
äëÿ ÷¼òíûõ l.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [83].
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Òåîðåìà 1.7.1. [83] Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ n êâàäðàòè÷íûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ hk, k = 1, 2, . . . , n, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé äåôèíèòíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Äðóãèå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíû â [66]. Ïóñòü
ìàòðèöà A îáëàäàåò ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ±β1i, . . . , ±βsi è
ïóñòü Vj áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ±βji. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj îãðàíè÷åíèå ìàòðèöû
A íà ïîäïðîñòðàíñòâå Vj.

Òåîðåìà 1.7.2. [66] Ñèñòåìà (1.16) ñèëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Ãàìèëüòîíèàí ìàòðèöû Aj ÿâëÿåòñÿ äåôèíèòíûì (ïîëî-
æèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûì) äëÿ ëþáîãî j.

Êðîìå òîãî, ïóñòü C(A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ìàòðèö Ãàìèëüòîíà
êîììóòèðóþùèõ ñ A. Ð.Êóøìàí è À.Êåëëè [39] ïðèâîäÿò (èñïîëüçóÿ òå-
îðèþ íîðìàëüíûõ ôîðì ïðåîáðàçîâàíèé Ãàìèëüòîíà) ñëåäóþùóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè:

Òåîðåìà 1.7.3. [39] Ìàòðèöà A ∈ sp(2n,R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé-
÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå öåíòðàëèçàòîð C(A) â sp(2n, R)
ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå ìàòðèöû.

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â [60].
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñôîð-

ìóëèðîâàííî â [32, 39, 83] äëÿ ýëåìåíòîâ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû
Sp(2n, R). Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå T íàçîâ¼ì óñòîé÷èâûì, åñ-
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T k : k ∈ Z} îãðàíè÷åíà. Ïðåîáðàçîâàíèå T íà-
çûâàåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå îïåðàòîðû T ′

äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê T óñòîé÷èâû. Îïåðàòîð T = exp(A) ∈ Sp(2n, R)
- ñèëüíî óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∈ sp(2n, R) - ñèëüíî
óñòîé÷èâ. Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà T - ðàç-
ëè÷íû è ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî T - ñèëüíî óñòîé÷èâ. Â
ðàáîòå [39] ïðèâåä¼í òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 1.7.4. [39] Îïåðàòîð T ∈ Sp(2n, R) ñèëüíî óñòîé÷èâ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî öåíòðàëèçàòîð C(T ) â Sp(2n, R) ñîäåðæèò
òîëüêî óñòîé÷èâûå ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåä¼ííîå â [39], ñóùåñòâåííî îïè-
ðàåòñÿ íà òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì ãàìèëüòîíîâñêèõ ìàòðèö. Êîðîò-
êîå è êðàñèâîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ïðèñîåäèí¼ííîå äåéñòâèå
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ãðóïïû Ëè Sp(2n, R) íà åå àëãåáðå Ëè sp(2n,R), ïðèâåäåíî â [60].
Ì.Âóéòêîâñêè â öèòèðóåìîé âûøå ñâîåé ðàáîòå [83] (ñì. òàêæå [64,65])

ïðèâ¼ë àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîãî òè-
ïà è äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ò.å. äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö. Íèæå
ñôîðìóëèðóåì ýòîò êðèòåðèé. Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî äëÿ T ∈ Sp(2n, R)
è äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà fk(x) = (JT kx, x)
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ xn+1 = Txn,
èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî ýòîìó, fk èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ T :
fk(Tx) = fk(x) (x ∈ R2n).

Òåîðåìà 1.7.5. [83] Ïðåîáðàçîâàíèå T ∈ Sp(2n, R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ n êâàäðàòè÷íûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ fk, k = 1, 2, . . . , n, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé äåôèíèòíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Â ãëàâå 3 ìû ïðèâîäèì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Ì.Âóéòêîâñêîãî äëÿ
ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé ãðóïïû Zm.

1.8. Áèãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ëèíåéíûå äåéñòâèÿ Ïóàññîíà

Íàðÿäó ñ âûøå óêàçàííûìè ðåçóëüòàòàìè î ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëè-
íåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, áîëüøîå âëèÿíèå íà íàøó ðàáîòó èìåëè
òàêæå èññëåäîâàíèÿ ïî ëèíåéíûì äåéñòâèÿì Ïóàññîíà. Îñòàíîâèìñÿ ïî-
äðîáíåå íà ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Ïóñòü N áóäåò ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì è ïóñòü G áóäåò ãðóïïîé Ëè.
Ãëàäêîå ïðåîáðàçîâàíèå h : G×N → N íàçîâ¼ì [59] (ëåâûì) äåéñòâèåì
ýòîé ãðóïïû íà äàííîì ìíîãîîáðàçèè, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G îòîáðàæå-
íèå h(g, ·) = hg - ýòî äèôôåîìîðôèçì hg : N → N òàêîé, ÷òî:

1.he = idN , ãäå e - åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû;
2.hg1g2

= hg2
◦ hg1

;
3.hg−1 = h−1

g .
Äåéñòâèå Ψ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè G íà ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíî-

ãîîáðàçèè M íàçûâàåì äåéñòâèåì Ïóàññîíà [1], åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

1.äëÿ âñåõ g ∈ G äèôôåîìîðôèçìû Ψg ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè;
2.äëÿ ëþáîãî ξ èç àëãåáðû Ëè G ãðóïïû G äåéñòâèå îäíî-

ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû exp(tξ) èìååò ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà Hξ, êî-
òîðàÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò ξ;

3.H[ξ,η] = {Hξ, Hη}, ãäå [ξ, η] - êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ ξ è η â àëãåáðå
Ëè G, à { , } � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íà àëãåáðå ôóíêöèé
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íà M .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå � ýòî 2n-ìåðíîå ëèíåéíîå ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V ñ êîñî-ñèììåòðè÷åñêèì âíóòðåííèì ïðîèç-
âåäåíèåì [·, ·], à ãðóïïà Ëè G ñîâïàäàåò ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé Rm, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ψ : Rm×V → V áóäåò íåïðåðûâíûì
äåéñòâèåì ãðóïïû Rm íà V òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãî t ∈ Rm

îòîáðàæåíèå Ψ t = Ψ(t, ·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà V . Äåéñòâèå ýòîãî òèïà íàçâàíî [59] ëèíåéíûì
äåéñòâèåì Ïóàññîíà(ËÄÏ) ãðóïïû Rm. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü
ëèíåéíîå äèñêðåòíîå äåéñòâèå ãðóïïû Zm íà V ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà m

ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ëèíåéíûå äåéñòâèÿ Ïóàññîíà ãðóïïû Rm ïîðîæäåíû ëèíåéíîé âïîë-

íå ðàçðåøèìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂x

∂tj
= Ajx (x ∈ R2n, tj ∈ R, j = 1, 2, . . . ,m),

ãäå Aj = JHj ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû, Hj � ñèììåòðè-

÷åñêèå ìàòðèöû, à ìàòðèöà J èìååò âèä

(
0 −In

In 0

)
. Îïåðàòîðû

{A1, A2, . . . , Am} ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó Ëè A.
Ëèíåéíîå äåéñòâèå Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì [59], åñëè

àëãåáðà A êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü, ò.å. m. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûå ïîëÿ A1x, A2x, . . . , Amx ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Ëèíåéíîå äåéñòâèå Ïóàññîíà Ψ̄ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè àëãåáðà A
ñîäåðæèò îïåðàòîð ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà exp(A1t1 + . . . + Amtm) îïðåäåëÿåò êîììó-
òàòèâíóþ m-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.

Íåëèíåéíûå äåéñòâèÿ Ïóàññîíà íà ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
ïîðîæä¼ííûå ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåð-
âûì èíòåãðàëîì èçó÷àëèñü Ë.Ì.Ëåðìàíîì è ß.Ë.Óìàíñêèì [59]. Òàêèå
äåéñòâèÿ èíîãäà íàçûâàþò åù¼ áèãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè.

Ëèíåàðèçóÿ äåéñòâèå Ïóàññîíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ, îíè
ïðåäëîæèëè êëàññèôèêàöèþ ýòèõ òî÷åê àíàëîãè÷íóþ ïðåäëîæåííîé
À.Ïóàíêàðå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. À èìåí-
íî, ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå òèïà îñîáûõ òî÷åê ïðîñòûõ ëèíåé-
íûõ äåéñòâèé Ïóàññîíà íà R4: öåíòð�öåíòð, ñåäëî�öåíòð, ñåäëî�ñåäëî
è ôîêóñ�ôîêóñ. Ë.Ì.Ëåðìàí è ß.Ë.Óìàíñêèé îïðåäåëÿþò òàêæå ëèíåé-
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íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ËÄÏ è ââîäÿò ïîíÿòèå òàê íàçûâàåìîé ëè-
íåéíîé óñòîé÷èâîñòè ËÄÏ. Êðîìå òîãî îíè äàþò õàðàêòåðèñòèêó ËÄÏ
ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíîé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî âîçìóùå-
íèé â ýòîì êëàññå ËÄÏ.

Ýòè ðåçóëüòàòû åù¼ ðàç óêàçûâàþò íà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ òåîðèè ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà ëèíåéíûå ñèñòåìû Ãàìèëü-
òîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.

1.9. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñïåêòðà
ëèíåéíûõ ïîëèîïåðàòîðîâ

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö, íàðÿäó ñ òåîðèåé íîð-
ìàëüíûõ ôîðì Âèëüÿìñîíà, èìåþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà èññëåäîâà-
íèå ëèíåéíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà. Ýòà òåîðèÿ àíàëîãè÷íà òåîðèè íîð-
ìàëüíûõ ôîðì Æîðäàíà îáùåé ìàòðèöû.

Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò òåîðèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì ñåìåéñòâ ìàò-
ðèö. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î îäíîâðåìåííîé ïðèâîäèìîñòè ê íîðìàëüíîé
ôîðìå ñåìåéñòâà ìàòðèö, íàçâàííàÿ åù¼ �äèêîé êëàññèôèêàöèîííîé çà-
äà÷åé�, îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé [10]. Ýòî îäíî èç ìíîãèõ ïðåïÿòñòâèé
íà ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ëèíåé-
íûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.

Ê ñ÷àñòüþ, èìååòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòàÿ �ìíîãîïàðàìåòðè÷å-
ñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ� äëÿ ñåìåéñòâ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íèæå, ñëåäóÿ [7,61], ïðèâîäèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è
ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ýòîé òåîðèè è íåîáõîäèìûå äëÿ íàøèõ öåëåé.

Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} îçíà÷àåò êîðòåæ m îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà H. Áóäåì ãîâîðèòü [61], ÷òî òî÷-
êà Λ = {λ1, . . . , λm} ∈ Cm∗

ïðèíàäëåæèò ëåâîìó îáùåìó ñïåêòðó σl(A)
(ñîîòâ., ïðàâîìó îáùåìó ñïåêòðó σr(A)), åñëè íå ñóùåñòâóåò m-êîðòåæ
R = {R1, . . . , Rm} ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H òàêîé, ÷òî
m∑

k=1
Rk(Ak−λkI) = I, (ñîîòâ.,

m∑
k=1

(Ak−λkI)Rk = I). Îáùèé ñïåêòð ïîëè-

îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà åãî ëåâîãî è ïðàâîãî îáùåãî ñïåê-
òðà. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç σ(A). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî σ(A) � êîìïàêòíîå
íåïóñòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïðîåêòèðóåòñÿ íà ñïåêòð êàæäîãî îïåðàòî-
ðà ñåìåéñòâà.

Â ñëó÷àå n = 1 âûøå óïîìÿíóòîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îáûê-
íîâåííîìó îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà îïåðàòîðà. (Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
ïîíÿòèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî îáùåãî ñïåêòðà ñîâïàäàþò.)
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Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îáùåãî ñïåêòðà â êîíå÷íîìåðíûì ïðî-
ñòðàíñòâå îïèðàåòñÿ íà èçâåñòíîì èç ëèíåéíîé àëãåáðû ôàêòå, ÷òî ëþ-
áîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ êîìïëåêñíûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ îáëàäàåò îáùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ò.å. äëÿ ëþáîãî A =
{A1, . . . , Am}, Ai ◦ Aj = Aj ◦ Ai, ñóùåñòâóåò âåêòîð h 6= 0 òàêîé ÷òî
äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m è íåêîòîðîãî {λ1, . . . , λm} ∈ Cm∗

èìååò ìåñòî
Ajh = λjh. Â ýòîì ñëó÷àå Λ = {λ1, . . . , λm} íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
ôóíêöèîíàëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì îáùåìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó h. Ìíî-
æåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ñîñòàâëÿåò îáùèé ñïåêòð σ(A).
Íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè, êàñàþùååñÿ ñâîéñòâ îáùåãî ñïåêòðà ìîæíî íàé-
òè â [7, 61].

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîðòåæà m êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ (ñîîòâ.
ñèìïëåêòè÷åñêèõ) ìàòðèö îáùèé ñïåêòð îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñèììåò-
ðèè, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì îäíîé ãàìèëüòîíîâîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé) ìàòðèöû. (Ïîäðîáíîñòè ñì. íèæå.)

1.10. Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà è óñòîé÷èâîñòü
ëèíåéíûõ âåùåñòâåííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Êîìïëåêñíûé ðîñòîê Â.Ï.Ìàñëîâà

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñèëüíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì òàê íàçûâàåìîé êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðû, êîòîðîé îïðåäåëåíèå íàïîìíèì íèæå.

Óñòàíîâèì â ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìó êîîðäèíàò p, q
è âîçüì¼ì â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(x, x) =
n∑

i=1

(p2
i + q2

i ),

ãäå x =
∑n

i=1(piepi
+ qieqi

).
Òàêèì îáðàçîì ìû ââåëè â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñòðóêòóðó

Åâêëèäà, â êîòîðîé ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ ep, eq ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìàëü-
íûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàê îïðåäåë¼ííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [·, ·] â âèäå

[ξ, η] = (Jξ, η),



35

ãäå J : R2n → R2n � àíòèñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, êîòîðûé â ñèìïëåê-
òè÷åñêèì áàçèñå epi

, eqi
èìååò ôîðìó

J =

(
0 −I

I 0

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð J � ñèìïëåêòè÷åñêèé è ÷òî J2 = −I2n. Òà-
êèì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå R2n ìîæíî, êðîìå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû [·, ·] è ñòðóêòóðû Åâêëèäà (·, ·), ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó. Èìåííî, íàäî äëÿ ýòîãî îïðåäåëèòü óìíîæåíèå íà i =√
−1 â êà÷åñòâå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà J . Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî îòîæäå-

ñòâèòü ïðîñòðàíñòâî R2n ñ êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì Cn.
Íàïîìíèì, ÷òî:
à) ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R2n ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó O(2n);
á) ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R2n ñîõðàíÿþùèå êîñîñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Sp(2n, R);
â) ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà R2n ñîõðàíÿþùèå êîì-

ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó îáðàçóþò êîìïëåêñíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(n, C).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç ýòèõ ãðóïï ðàâíÿ-

åòñÿ ïåðåñå÷åíèþ âñåõ òð¼õ, èíà÷å ãîâîðÿ:

O(2n) ∩ Sp(2n, R) = Sp(2n,R) ∩GL(n,C) = GL(n,C) ∩O(2n). (1.17)

Ýòî ïåðåñå÷åíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U(n) è íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé ãðóï-
ïîé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíàäëåæàùèå ýòîé ãðóïïå ñîõðàíÿþò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå Ýðìèòà (ξ, η) + i[ξ, η].
Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå � àñèìïòîòè÷åñêèå, à îñîáåííî êâàçèêëàññè÷å-
ñêèå, ìåòîäû. Â.Ï.Ìàñëîâ ðàçðàáîòàë ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êâàçèêëàññè÷å-
ñêèõ ïðèáëèæåíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè è çíà÷åíèé. Îí ñäåëàë ýòî ñ
ïîìîùüþ íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, íà-
çâàííîé èì êîìïëåêñíûì ðîñòêîì. Èñõîäíûé îáúåêò ýòîé êîíñòðóêöèè �
ýòî èíâàðèàíòíîå èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå. Çàòåì, â êàæäîé òî÷êå ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ äèññèïàòèâíîñòè è èíâàðèàíò-
íîñòè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ è íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì. Ñ åå ïîìî-
ùüþ íàõîäèòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè.

Â ýòîé ãëàâå ôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà
ëèíåéíûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.
Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà è åãî
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ñâÿçü ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé
íåêîòîðûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íóëå-
âûì, åñëè îíî êîñîîðòîãîíàëüíî ñåáå, òî åñòü åñëè êîñîå ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíî íóëþ. Íàïðèìåð, íó-
ëåâûì ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (p1, p2, . . . , pk) â ñèìïëåê-
òè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò p, q.

Íóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå èçîòðîïíûìè. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, U áóäåò èçîòðîïíûì, åñëè U ⊂ U⊥. Ïîñêîëüêó dim U⊥ = 2n −
dim U , ãäå 2n - ðàçìåðíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà, òî ðàçìåðíîñòü èçî-
òðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò n. Èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåì ëàãðàíæåâûì.

Íàïîìíèì (ñì. [28]), ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà C2n =C R2n ñ êîñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì [·, ·] íà-
çûâàþò ïîëîæèòåëüíûì (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíûì), åñëè äëÿ âñÿêîãî íåíó-
ëåâîãî âåêòîðà ξ ∈ L, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1/2i)[ξ, ξ̄] > 0 (ñîîòâ.
(1/2i)[ξ, ξ̄] < 0). Ïîäïðîñòðàíñòâî L, ÿâëÿþùååñÿ ëèáî ïîëîæèòåëüíûì,
ëèáî îòðèöàòåëüíûì, íàçûâàþò îïðåäåë¼ííûì.

Ñëåäóÿ [20], íàçîâ¼ì êîìïëåêñíûì ðîñòêîì ñèñòåìû (1.16) ïîäïðî-
ñòðàíñòâî êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè n ïðîñòðàíñòâà C2n =C R2n êîòî-
ðîå:

à) èçîòðîïíî îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñèôèêàöèè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîð-
ìû [·, ·];

á) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñèôèêàöèè ñèñòåìû (1.16);
â) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî.
Â.Ï.Ìàñëîâ ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñû îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà è î ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðîñò-
êà íà èíâàðèàíòíîì èçîòðîïíîì ìíîãîîáðàçèè Λk.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðîñòêà â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ
ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé â òî÷-
êå. Í.Í.Íåõîðîøåâ è À.Á.Âàëèíüî [3] ïîñòðîèëè êîìïëåêñíûå ðîñòêè â
òî÷êå ðàâíîâåñèÿ, íà çàìêíóòîé òðàåêòîðèè è íà ñïåöèàëüíîãî òèïà k -
ìåðíûõ èçîòðîïíûõ òîðàõ â ñèñòåìàõ ñ k öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.
Îíè íàøëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè òàêèõ
ðîñòêîâ.

Êðîìå òîãî, Í.Íåõîðîøåâ è À.Á.Âàëèíüî [3] äîêàçàëè, ÷òî ñèëüíàÿ
óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ïîñòîÿííû-
ìè èëè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ýêâèâàëåíòíà íàëè÷èþ åäèí-
ñòâåííîãî êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà. Îíè äàþò òàêæå óñëîâèÿ ñóùå-



37

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà äëÿ íåêîòîðûõ ëèíåé-
íûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâà-
íèþ è åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîãî êîìïëåêñíîãî ðîñòêà ìîæíî ñ÷è-
òàòü îáîáùåíèåì çàäà÷è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà êâàçèïåðèîäè÷åñêèé
ñëó÷àé. Òåîðèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà èìååò ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ â ðàç-
íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðåäëàãàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ íà Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.

Íèæå ñôîðìóëèðóåì â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå óòâåðæäåíèå îáúåäè-
íÿþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 1.10.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè:
1) ñèñòåìà (1.16) óñòîé÷èâà;
2) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ÷èñòî ìíèìûå è îíà äèà-

ãîíàëèçóåìà;
3) ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíà êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J : J2 = −id,

AJ = JA;
4) ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé ðîñòîê.

Ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé 2) è 4) äîêàçàíà â [3], ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé
1) è 3) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (1.17) (ñì. [1]), ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé 1)
è 2) îáùåèçâåñòíà.
Ïðèâåä¼ííûé íèæå ðåçóëüòàò äîêàçàí â [3].

Òåîðåìà 1.10.1. [3] Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ñèñòåìà (1.16) ñèëüíî óñòîé÷èâà;
2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíûé ðîñòîê;
3) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A äåôèíèòíû.

Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà 1.10.1 ïðîëîæèëà ìîñò ìåæäó ðàçíûìè, íà
ïåðâûé âçãëÿä, òåîðèÿìè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà Ì.Ã.Êðåéíà è
êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Â.Ï.Ìàñëîâà êàê ýôôåêòèâíîãî èíñòðóìåíòà â èñ-
ñëåäîâàíèè êâàçèêëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòèê ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåêî-
òîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Âûâîäû ê ãëàâå 1

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è âàæíûå êëàññè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùååñÿ òåìàòèêè äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòîé. Îä-
íîâðåìåííî äåëàåòñÿ è îáçîð ëèòåðàòóðû.
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ÑÈËÜÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÂÏÎËÍÅ ÐÀÇÐÅØÈÌÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ

2.1. Íîðìàëüíûå ôîðìû
ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîëèîïåðàòîðîâ

Ïîïûòêè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðèâåäåíèÿ îáûêíîâåííîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû Ãàìèëüòîíà ê ñàìîìó ïðîñòîìó âèäó íà÷àëèñü ñ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðàáîò Äæ.Âèëüÿìñîíà, ñì. [80�82]. Â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ Äæ.Âèëüÿìñîí
äàë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîäîáèÿ äâóõ ìàòðèö Ãàìèëüòî-
íà ðàçìåðíîñòè 4× 4. Ýòè ðåçóëüòàòû ñíà÷àëà ïîëó÷èëè ñâîå ðàçâèòèå â
ðàáîòàõ, â êîòîðûõ âûðîæäåííûå ñëó÷àè íå áûëè ðàññìîòðåíû, çäåñü íà-
ïîìíèì òàêèõ àâòîðîâ êàê: J.Moser [67], A.Deprit [42], R.C.Robinson [69],
J.Roels è G.Louterman [70], C.L.Siegel è J.Moser [78].

Â êîíöå äâàäöàòîãî âåêà ïîÿâèëèñü ìíîãèå ïóáëèêàöèè, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå ðàçíûå íîðìàëüíûå ôîðìû ñèñòåì Ãàìèëüòîíà âûñøèõ ðàçìåðíî-
ñòè, èññëåäóþùèå òàêæå âûðîæäåííûå ñëó÷àè, ñì. [33,34,40,41,52�56,58].
Ðàáîòû êàñàþùèåñÿ ïðîáëåìû íîðìàëüíûõ ôîðì ëèíåéíûõ ñèñòåì Ãà-
ìèëüòîíà ïîÿâëÿþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàïðèìåð: [12,35,38,66]. Àíà-
ëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ è äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö (ñì.,
íàïðèìåð [58,63,66]).

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì äëÿ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ìàòðèö (ñîîòâ. äëÿ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàò-
ðèö) î÷åíü ñëîæíàÿ è äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà. Ïàðàì è òðîéêàì êîììóòè-
ðóþùèõ ìàòðèö ïîñâÿùåíà ðàáîòà [51].

Êàê óïîìÿíóòî â Îáùåé êîíöåïöèè ðàáîòû, îñíîâíîé öåëüþ íàñòî-
ÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà

∂x

∂tj
= Ajx, (x ∈ R2n, tj ∈ R, j = 1, . . . ,m) (2.1)

ãäå Aj � ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå ãàìèëüòîíîâû ìàòðèöû. Äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, òàêèõ êàê óñòîé-
÷èâîñòü, î÷åíü âàæíîé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèîíà-
ëîâ. Äåëî â òåì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) íàäî óìåòü
íàéòè åå ôóíäàìåíòàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ýêñ-
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ïîíåíòû

W (t) = exp(A, t) := exp(A1t1 + · · ·+ Amtm). (2.2)

Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (2.1) íàäî
óìåòü ïîñòðîèòü îïåðàòîð exp(A, t), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (2.2).

Êàê èçâåñòíî [7, 8], âèä ýòîé ýêñïîíåíòû íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò
îáùåãî ñïåêòðà ïîëèîïåðàòîðà A, à òàêæå îò âèäà åãî êîðíåâûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó, â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1),
ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå êîðòåæà A â íàèáîëåå ïðîñòîé (íà-
ïðèìåð, äèàãîíàëüíîé) ôîðìå. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîì ïàðàãðàôå ôîð-
ìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ëåììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè íîðìàëü-
íûå ôîðìû äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ìàòðèö.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè A � ìàòðèöà Ãàìèëüòîíà è T �ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ìàòðèöà, òî B = T−1AT � òàêæå ìàòðèöà Ãàìèëüòîíà. Â ýòîì ñëó÷àå A

è B íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêè ïîäîáíûìè.
Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáùåãî ñïåêòðà ñåìåé-

ñòâà ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö. Ïóñòü A =
{A1, . . . , Am} ∈ (sp(2n, R))m áóäåò êîðòåæåì m ïîïàðíî êîììóòèðóþ-
ùèõ îïåðàòîðîâ Ãàìèëüòîíà (ò.å. äëÿ i, j = 1, . . . ,m Ai ◦ Aj = Aj ◦ Ai).

Ëåììà 2.1.1. Åñëè Λ = {λ1, . . . , λm} ∈ Cm∗
� ýëåìåíò îáùåãî ñïåêòðà

ïîëèîïåðàòîðà A, òî −Λ òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ñïåêòðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: t = {t1, . . . , tm} ∈
Rm, (Λ, t) := λ1t1 + · · ·+λmtm, (A, t) := A1t1 + · · ·+Amtm. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Λ ∈ σ(A). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [61], Ò. 6.2.2 ), ÷òî Λ ∈ σ(A)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ t ∈ Rm (Λ, t) ∈ σ((A, t)). Î÷åâèäíî,
÷òî òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ Rm −(Λ, t) ∈ σ((A, t)). Ó÷èòûâàÿ âíîâü Òåîðåìó
6.2.2 ïîëó÷àåì, ÷òî −Λ ∈ σ(A). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü Λ = {λ1, . . . , λm} è M = {µ1, . . . , µm} áóäóò äâóìÿ
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè ïîëèîïåðàòîðà A ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè x è y. Òîãäà ëèáî λj + µj = 0 äëÿ âñåõ j =
1, . . . ,m, ëèáî [x, y] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Λ è M � ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû ïîëè-
îïåðàòîðà A, òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðû x è y òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ j = 1, . . . ,m Ajx = λjx, Ajy = µjy. Èòàê, äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m ïî-
ëó÷àåì λj[x, y] = [λjx, y] = [Ajx, y] = −[x, Ajy] = −[x, µjy] = −µj[x, y],
èëè (λj + µj)[x, y] = 0. �
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Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïóñòü σ(A) = {Λ(1), . . . , Λ(n),−Λ(1), . . . ,−Λ(n)} ñî-
ñòîèò èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ. (Çäåñü Λ(i) =

{λ(i)
1 , . . . , λ

(i)
m }, i = 1, . . . , n.) Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàò-

ðèöà S (äîïóñêàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m

S−1AjS = diag(λ
(1)
j , . . . , λ

(n)
j ,−λ

(1)
j , . . . ,−λ

(n)
j ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùèé ñïåêòð σ(A) � ïðîñòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∃t ∈ Rm òàêîå, ÷òî ñïåêòð

σ((A, t)) = {(Λ(1), t), . . . , (Λ(n), t),−(Λ(1), t), . . . ,−(Λ(n), t)}

îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà (A, t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

σ((A, t)) = {θ(1), . . . , θ(n),−θ(1), . . . ,−θ(n)}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà S çàâèñÿùàÿ îò t, ÷òî

S−1(A, t)S = diag(θ(1), . . . , θ(n),−θ(1), . . . ,−θ(n)).

Îáîçíà÷èì Bj = S−1AjS. Òîãäà Br ◦Bs = Bs ◦Br, äëÿ r, s ∈ {1, . . . ,m}.
Êðîìå òîãî,

Bj ◦ S−1(A, t)S = S−1(A, t)S ◦Bj, (2.3)

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé, áîëåå ïîäðîáíîé, ôîðìå:

b1,1 . . . b1,n b1,n+1 . . . b1,2n
... . . . ...

... . . . ...
bn,1 . . . bn,n bn,n+1 . . . bn,2n

bn+1,1 . . . bn+1,n bn+1,n+1 . . . bn+1,2n
... . . . ...

... . . . ...
b2n,1 . . . b2n,n b2n,n+1 . . . b2n,2n


·



θ(1) . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . θ(n) 0 . . . 0

0 . . . 0 −θ(1) . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . −θ(n)


=
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

θ(1) . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . θ(n) 0 . . . 0

0 . . . 0 −θ(1) . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . −θ(n)


·



b1,1 . . . b1,n b1,n+1 . . . b1,2n
... . . . ...

... . . . ...
bn,1 . . . bn,n bn,n+1 . . . bn,2n

bn+1,1 . . . bn+1,n bn+1,n+1 . . . bn+1,2n
... . . . ...

... . . . ...
b2n,1 . . . b2n,n b2n,n+1 . . . b2n,2n


.

Ñëåäîâàòåëüíî,

b1,1θ
(1) . . . b1,nθ

(n) −b1,n+1θ
(1) . . . −b1,2nθ

(n)

... . . . ...
... . . . ...

bn,1θ
(1) . . . bn,nθ

(n) −bn,n+1θ
(1) . . . −bn,2nθ

(n)

bn+1,1θ
(1) . . . bn+1,nθ

(n) −bn+1,n+1θ
(1) . . . −bn+1,2nθ

(n)

... . . . ...
... . . . ...

b2n,1θ
(1) . . . b2n,nθ

(n) −b2n,n+1θ
(1) . . . −b2n,2nθ

(n)


=



θ(1)b1,1 . . . θ(1)b1,n θ(1)b1,n+1 . . . θ(1)b1,2n
... . . . ...

... . . . ...
θ(n)bn,1 . . . θ(n)bn,n θ(n)bn,n+1 . . . θ(n)bn,2n

−θ(1)bn+1,1 . . . −θ(1)bn+1,n −θ(1)bn+1,n+1 . . . −θ(1)bn+1,2n
... . . . ...

... . . . ...
−θ(n)b2n,1 . . . −θ(n)b2n,n −θ(n)b2n,n+1 . . . −θ(n)b2n,2n


.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bijθ
(j) =

θ(i)bij äëÿ i 6= j, íî ïîñêîëüêó çíàåì, ÷òî θ(i) 6= θ(j) äëÿ i 6= j, ïîýòîìó
íåîáõîäèìî ÷òîáû bij = 0 äëÿ i 6= j.
Áîëåå òîãî, ìàòðèöû Bj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì BT

j J + JBj = 0, (äëÿ
âñåõ j = 1, 2, . . . ,m), ò.å.

b1,1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . bn,n 0 . . . 0
0 . . . 0 bn+1,n+1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . b2n,2n


·



0 . . . 0 1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 1
−1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . −1 0 . . . 0


+
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

0 . . . 0 1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 1
−1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . −1 0 . . . 0


·



b1,1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . bn,n 0 . . . 0
0 . . . 0 bn+1,n+1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . b2n,2n


=



0 . . . 0 b1,1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . bn,n

−bn+1,n+1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . −b2n,2n 0 . . . 0


+



0 . . . 0 bn+1,n+1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . bn,n

−b1,1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . −bn,n 0 . . . 0


.

Ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ìàòðèö ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå ðàçìåðà 2n× 2n
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b1,1 = −bn+1,n+1, . . . , bn,n = −b2n,2n.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû Aj è Bj ïîäîáíû è ïîýòîìó îáëà-
äàþò îäíèì è òåì æå ñïåêòðîì. Èòàê,

Bj = diag(λ
(1)
j , . . . , λ

(n)
j ,−λ

(1)
j , . . . ,−λ

(n)
j ).

�
Ïóñòü òåïåðü A îçíà÷àåò âåùåñòâåííûé ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå
σ(A) = {Λ(1), . . . , Λ(n),−Λ(1), . . . ,−Λ(n)}. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû ïî-
ëèîïåðàòîðà A ðàçäåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû:

1) âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû ±L(1), . . . ,±L(s) ∈ (Rm)∗,

ãäå L(i1) = {α(i1)
1 , . . . , α

(i1)
m } äëÿ i1 = 1, . . . , s;

2) ÷èñòî ìíèìûå ±iB(1), . . . ,±iB(r) ∈ i(Rm)∗,

ãäå B(i2) = {β(i2)
1 , . . . , β

(i2)
m } äëÿ i2 = 1, . . . , r;

3) êîìïëåêñíûå ±Γ (1) ± i∆(1), . . . ,±Γ (t) ± i∆(t), ãäå ±Γ (i3) ± i∆(i3) =

{±γ
(i3)
1 ± δ

(i3)
1 , . . . ,±γ

(i3)
m ± δ

(i3)
m } (i3 = 1, . . . , t) è äëÿ âñåõ i3 = 1, . . . , t:

γ
(i3)
j1

6= 0 è δ
(i3)
j2

6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ j1 è j2 èç {1, . . . ,m}.
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Òàêîå ðàçëîæåíèå îáùåãî ñïåêòðà ïîëèîïåðàòîðà A îïðåäåëÿåò ðàç-
ëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V â ïðÿìóþ ñóììó

V = (⊕s
i1=1U

i1)⊕ (⊕r
i2=1W

i2)⊕ (⊕t
i3=1Z

i3),

ãäå U i1 = η(L(i1))⊕ η(−L(i1)), W i2 = η(iB(i2))⊕ η(−iB(i2)) è
Z(i3) = [η(Γ (i3) + i∆(i3))⊕η(Γ (i3)− i∆(i3))]⊕ [η(−Γ (i3)− i∆(i3))⊕η(−Γ (i3) +
i∆(i3))].
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå èç âûøåóêàçàííûõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî A.

Â ñèëó Ëåììû 2.1.2 ýòè ïðîñòðàíñòâà ïîïàðíî J-îðòîãîíàëüíûå, ïî-
ýòîìó êàæäîå èç íèõ � ñèìïëåêòè÷åñêîå. Áîëåå òîãî, êàæäîå èç íèõ ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå êîìïëåêñèôèêàöèåé âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà è ñëåäî-
âàòåëüíî, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àåâ ñóùåñòâóþò òàêèå ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ A ïðèíèìàåò áëî÷íî�
äèàãîíàëüíóþ ôîðìó. Â ñèëó ýòîãî, â äàëüíåéøèì áóäåì îáñóæäàòü êàæ-
äîå èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòäåëüíî.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} áóäåò ïîëèîïåðàòîðîì Ãàìèëü-
òîíà ðàçìåðà 2 × 2 è ïóñòü σ(A) = {Λ,−Λ}, Λ = {λ1, . . . , λm} - âåùå-
ñòâåííûå, ãäå λi 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . ,m}. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ 2× 2 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S, ÷òî äëÿ âñåõ
j = 1, . . . ,m

S−1AjS =

(
λj 0
0 −λj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y áóäóò îáùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðà-
ìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

Ajx = λjx, Ajy = −λjy.

Ñëåäîâàòåëüíî, x è y � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïðè÷¼ì [x, y] 6= 0. Ïîëîæèì
u = [x, y]−1y. Èòàê x, y ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçè-
ñîì, à S = (x, u) � èñêîìàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

�

Ëåììà 2.1.4. Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} áóäåò âåùåñòâåííûì 2 × 2
ïîëèîïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíà-
ëàìè {iβ1, . . . , iβm} è {−iβ1, . . . ,−iβm}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåùå-
ñòâåííàÿ 2×2 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m



44

ëèáî

S−1AjS =

(
0 βj

−βj 0

)
ëèáî S−1AjS =

(
0 −βj

βj 0

)
. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m Ajx = iβjx, ãäå x =
u+iv 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m Aju = −βjv èAjv = βju.
Ïîñêîëüêó u + iv è u − iv C�ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî u è v R�ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [u, v] = ∆ 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∆ = γ2 > 0 è ïîëîæèì S = (γ−1u, γ−1v). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî S óäî-
âëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ èç (2.4). Åñëè æå ∆ = −γ2 < 0 òî ïîëîæèì
S = (γ−1v, γ−1u). Òàê îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà S óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó
óñëîâèþ èç (2.4). �

Èíîãäà áîëåå ïîëåçíîé ÷åì âåùåñòâåííàÿ (íåäèàãîíàëüíàÿ) ôîðìà ìî-
æåò îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà ïîëèîïåðàòîðà.

Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} áóäåò âåùåñòâåííûì 2 × 2
ïîëèîïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíà-
ëàìè {iβ1, . . . , iβm}, {−iβ1, . . . ,−iβm}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ 2 × 2
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m

S−1AjS =

(
iβj 0
0 −iβj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = u + iv áóäåò íåíóëåâûì âåêòîðîì, òàêèì
÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m Ajx = iβjx. Òîãäà [x, x] = [u + iv, u − iv] =
2i[v, u] 6= 0. Îáîçíà÷èì γ = 1/|[v, u]| è ïîëîæèì S = (γx, γx). Ïîñòðîåí-
íàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà S óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó.

�

Ëåììà 2.1.6. Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} áóäåò 4 × 4 ïîëèîïåðàòîðîì
Ãàìèëüòîíà ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè {Γ + i∆,−Γ − i∆, Γ −
i∆,−Γ + i∆}, ãäå Γ = {γ1, . . . , γm}, ∆ = {δ1, . . . , δm}, ïðè÷¼ì γj1 6= 0,
δj2 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ j1, j2 ∈ {1, . . . ,m}. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåùå-
ñòâåííàÿ 4 × 4 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ
j = 1, . . . ,m

S−1AjS =

(
BT

j 0

0 −Bj

)
,

ãäå B = {B1, . . . , Bm} ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì 2× 2 ïîëèîïåðàòîðîì ñ
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè {Γ +i∆, Γ−
i∆}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà A ñîñòîèò
èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
íåíóëåâîå t ∈ Rm, ÷òî ñïåêòð σ((A, t)) = {(Γ + i∆, t), (−Γ − i∆, t), (Γ −
i∆, t), (−Γ + i∆, t)} îïåðàòîðà (A, t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû
σ((A, t)) = {(Γ, t) + i(∆, t),−(Γ, t) − i(∆, t), (Γ, t) − i(∆, t),−(Γ, t) +
i(∆, t)}.

Îáîçíà÷èì γ = (Γ, t) è δ = (∆, t). Èòàê σ((A, t)) = {γ+iδ,−γ−iδ, γ−
iδ,−γ + iδ}. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé, γ 6= 0 è δ 6= 0. Â ñèëó
( [66], Ëåììà C7), ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ 4×4 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ìàòðèöà S (âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùàÿ îò t), ÷òî

S−1(A, t)S =

(
BT 0
0 −B

)
,

ãäå B � âåùåñòâåííàÿ 2× 2 ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè γ ± iδ.
Ïîëîæèì Cj = S−1AjS (j = 1, . . . ,m). Òîãäà Cr ◦ Cs = Cs ◦ Cr (r, s =

1, 2, . . . ,m). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Aj � ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå, ïîëó÷àåì

Cj ◦
(

BT 0
0 −B

)
=

(
BT 0
0 −B

)
◦ Cj (j = 1, . . . ,m).

Îïðåäåëèì Cj =

(
C(1) C(2)

C(3) C(4)

)
, ãäå C(i) îáîçíà÷àåò áëî÷íóþ ìàòðèöó

ðàçìåðíîñòè 2× 2. Òîãäà âûøåóêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

C(1)BT = BTC(1), (2.5)

−C(2)B = BTC(2), (2.6)

C(3)BT = −BC(3), (2.7)

−C(4)B = −BC(4). (2.8)

Êðîìå òîãî, êàæäîå Cj � ýòî ìàòðèöà Ãàìèëüòîíà, òî åñòü CT
j J + JCj =

0. Äðóãèìè ñëîâàìè, C(3) = (C(3))T , C(2) = (C(2))T è (C(1))T = −C(4).
Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (2.5) è (2.8) ýêâèâàëåíòíû.

Íàïîìíèì (ñì. [8]), ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = XB, ãäå
ìàòðèöû A è B íå îáëàäàþò îáùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, èìååò
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöû BT è −B

íå îáëàäàþò îáùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈
σ(BT ). Èòàê λ ∈ σ(−B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −λ ∈ σ(BT ), òàê êàê
det(−B−λI) = det(−B−λI)T = det((−B)T−(λI)T ) = det(−BT−λI) =



46

− det(BT +λI) = − det(BT−(−λ)I). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B �
ýòî γ± iδ (γ 6= 0 è δ 6= 0), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ λ ∈ σ(BT ) è −λ ∈
σ(BT ) íå ìîãóò èìåòü ìåñòà îäíîâðåìåííî. Èòàê, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(2.6) è (2.7) ýòî C(2) = C(3) = 0. Îêîí÷àòåëüíî, ìàòðèöà Cj ïðèíèìàåò
âèä

Cj =

(
−(C(4))T 0

0 C(4)

)
,

èëè, îáîçíà÷àÿ C(4) ÷åðåç −C,

Cj =

(
CT 0
0 −C

)
.

Ìàòðèöû Aj è Cj ïîäîáíû, ïîýòîìó îíè îáëàäàþò îäèíàêîâûì ñïåêòðîì
äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû C � ýòî
{γj + iδj, γj − iδj}. �

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäàA îáëàäàåò ïðîñòûì îáùèì ñïåê-
òðîì. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé êðàòíîãî îáùåãî ñïåêòðà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íîðìàëüíûå ôîðìû äëÿ íåêîòîðûõ ïîëèîïå-
ðàòîðîâ Ãàìèëüòîíà â ñëó÷àå êðàòíîãî îáùåãî ñïåêòðà, âîñïîëüçóåìñÿ
ñïåêòðàëüíîé òåîðèåé îïåðàòîðîâ A ∈ L(E; L(F ; F )), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâó AiAj = AjAi, ïîñòðîåííîé À.È.Ïåðîâûì [21,22].

Ðàññìîòðèì ïîëèîïåðàòîð A = {A1, A2, . . . , Am}, ãäå Aj ∈
L(E; L(F ; F )) ∀j = 1, 2, . . . ,m. Íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ F íàçûâàåòñÿ îá-
ùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïîëèîïåðàòîðà A, åñëè ìîæíî óêàçàòü ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë Λ = {λ1, λ2, . . . , λm}, Λ : E → C, äëÿ êîòîðîãî ïðè
âñåõ j = 1, 2, . . . ,m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ajx = λjx.
Ôóíêöèîíàë Λ, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó ðàâåíñòâó, íàçîâ¼ì îáùèì ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèîíàëîì ïîëèîïåðàòîðà A. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ îáùèì
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïîëèîïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèì îáùåìó ñîá-
ñòâåííîìó ôóíêöèîíàëó Λ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ ïîëèîïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ åãî ñïåêòðîì è îáîçíà÷àåòñÿ σ(A).

Ïîäïðîñòðàíñòâî η(A) ⊂ F íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
ïîëèîïåðàòîðà A ∈ (L(E; L(F ; F )))m, åñëè îíî èíâàðèàíòíî äëÿ ëþáîãî
îïåðàòîðà Aj (j = 1, 2, . . . ,m), ò.å. åñëè Aj(η(A)) ⊂ η(A) ïðè ëþáîì
j = 1, 2, . . . ,m.

Äëÿ êàæäîãî Λ ∈ σ(A) è ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî p

îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî ηp(Λ) ⊂ F êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ
x ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (Aj1 − λj1I) . . . (Ajp

− λjp
I)x = 0

ïðè ëþáûõ j1, . . . , jp ∈ {1, 2, . . . ,m}. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ⊂ η1(Λ) ⊂ . . . ⊂
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ηp(Λ) ⊂ . . ., è ÷òî, â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà F , ÷èñëî ñîá-
ñòâåííûõ âêëþ÷åíèé êîíå÷íî.

Íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî p, äëÿ êîòîðîãî ηp(Λ) = ηp+1(Λ)
íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì îáùåãî ñîáñòâåííîãî ôóíêöèîíàëà Λ è îáîçíà÷àåò-
ñÿ n(Λ). Ïîäïðîñòðàíñòâî η(Λ) = ηn(Λ)(Λ) íàçûâàåòñÿ îáùèì êîðíåâûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì ïîëèîïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì îáùåìó ñîáñòâåííîìó
ôóíêöèîíàëó Λ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáùåå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Òåîðåìà 2.1.1. [7] Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî F êîìïëåêñíî, ïîëèîïåðàòîð
A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AiAj = AjAi (i, j = 1, 2, . . . ,m) è σ(A) =
{Λ1, . . . , Λs}. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî F åñòü ïðÿìàÿ ñóììà êîðíåâûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ïîëèîïåðàòîðà A:

F = η(Λ1)⊕ . . .⊕ η(Λs)

Êàæäîå èç êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïî-
ëèîïåðàòîðà A.

Ïóñòü A áóäåò âåùåñòâåííûì ïîëèîïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà. Êàæäûé
ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë ïîëèîïåðàòîðà A ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç ñëå-
äóþùèõ ãðóïï:

1) ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë

{0, . . . , 0},

2) âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû

{±α1
1, . . . ,±α1

m}, . . . , {±αs
1, . . . ,±αs

m},

3) ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû

{±β1
1i, . . . ,±β1

mi}, . . . , {±βs
1i, . . . ,±βs

mi},

4) êîìïëåêñíûå íå ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû

{±γ1
1 ± δ1

1i, . . . ,±γ1
m ± δ1

mi}, . . . , {±γt
1 + δt

1i, . . . ,±γt
m + δt

mi},

ãäå äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , t ñóùåñòâóåò j ∈ {1, 2, . . . ,m} òàêîå, ÷òî
γk

j 6= 0. Èòàê, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V â ïðÿìóþ ñóììó

V = X ⊕ (
⊕

j

Uj)⊕ (
⊕

j

Wj)⊕ (
⊕

j

Zj).
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Çäåñü X, Uj,Wj è Zj îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà V :

X = η({0, . . . , 0}),
Uj = η({±α1

1, . . . ,±α1
m})⊕ η({∓α1

1, . . . ,∓α1
m}),

Wj = η({±β1
1i, . . . ,±β1

mi})⊕ η({∓β1
1i, . . . ,∓β1

mi}),
Zj = {η({γ1

1 + δ1
1i, . . . , γ

1
m + δ1

mi})⊕ η({γ1
1 − δ1

1i, . . . , γ
1
m − δ1

mi})}⊕
{η({−γ1

1 − δ1
1i, . . . ,−γ1

m − δ1
mi})⊕ η({−γ1

1 + δ1
1i, . . . ,−γ1

m + δ1
mi})}.

Êàæäîå èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî A. Â ñèëó Ëåììû 2.1.2 âñå îíè J�îðòîãîíàëüíûå ìåæäó ñîáîé,
ïîýòîìó êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Êðîìå òîãî, êàæäîå èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ïîýòîìó êàæäîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìïëåêñèôèêàöèþ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Èòàê, äëÿ êàæäîãî èç
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóþò òàêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, â êî-
òîðûõ A ïðèíèìàåò áëî÷íî äèàãîíàëüíóþ ôîðìó. Êðîìå òîãî, íåêîòî-
ðûå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îáúåäèíèòü, ÷òîáû íå ðàññìàòðèâàòü òàê
ìíîãî ñëó÷àåâ. Èìåííî, ïóñòü

I = X ⊕ (
⊕

j Wj),
N = {

⊕
i η({−α1

1, . . . ,−α1
m})} ⊕ {

⊕
j[η({−γ1

1 − δ1
1i, . . . ,−γ1

m − δ1
mi})⊕

η({−γ1
1 + δ1

1i, . . . ,−γ1
m + δ1

mi})]},
P = {

⊕
i η({α1

1, . . . , α
1
m})} ⊕ {

⊕
j[η({γ1

1 − δ1
1i, . . . , γ

1
m − δ1

mi})⊕
η({γ1

1 + δ1
1i, . . . , γ

1
m + δ1

mi})]}.

Ëåììà 2.1.7. Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} îçíà÷àåò âåùåñòâåííûé 2n ×
2n ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà è ïóñòü âñå åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíà-
ëû îáëàäàþò íåíóëåâûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ 2n × 2n ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P , ÷òî äëÿ
ëþáîãî j = 1, . . . ,m:

P−1AjP = diag(BT
j ,−Bj).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû
ïîëèîïåðàòîðà A îáëàäàþò íåíóëåâûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, ò.å.
Λk = {αk

1 + βk
1 i, . . . ,α

k
m + βk

mi}, ïðè ÷åì äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n
{αk

1, . . . , α
k
m} 6= {0, 0, . . . , 0}. Òîãäà Λk ∈ σ(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà (Λk, t) ∈ σ((A, t)) äëÿ âñåõ t ∈ Rm. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêîå
íåíóëåâîå t ∈ Rm, ÷òî (Λk, t) èìååò íåíóëåâóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Â
ñèëó [66], Ëåììà D2, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ 2n × 2n ñèìïëåê-
òè÷åñêàÿ ìàòðèöà P , ÷òî

P−1(A, t)P = diag(BT ,−B),
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ãäåB � n×n ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöà-
òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Îáîçíà÷èì Cj = P−1AjP (j ∈ {1, . . . ,m}).
Òîãäà Cr ◦ Cs = Cs ◦ Cr (r, s = 1, 2, . . . ,m). Êðîìå òîãî, ìàòðèöû Aj

ïîïàðíî êîììóòèðóþò, òàê ÷òî äëÿ j = 1, . . . ,m èìååì òàêæå

Cj ◦
(

BT 0
0 −B

)
=

(
BT 0
0 −B

)
◦ Cj.

Ïîñêîëüêó Cj�ìàòðèöà Ãàìèëüòîíà, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
CT

j J + JCj = 0. Ó÷èòûâàÿ äâà âûøå óêàçàííûå ðàâåíñòâà ïðèõîäèì
ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî Cj èìååò òðåáóåìóþ ôîðìó. Êðîìå òîãî, ìàòðèöû Aj

è Cj ïîäîáíû è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó íèõ îäèíàêîâûå ñïåêòðû. �

2.2. Ðàçðåøèìîñòü è ïðèâîäèìîñòü
ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç ñèñòåìó (1.1), êîòîðàÿ îáñóæäàëàñü â ïàðàãðàôå
1.1 ïåðâîé ãëàâû. Ïðåäñòàâèì ýòó ñèñòåìó è óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè â
óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå. Ñôîðìóëèðóåì òàêæå òåîðåìó Ôëîêå-Ëÿïóíîâà
î ïðèâîäèìîñòè ýòîé ñèñòåìû (â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ)
ê ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aj(t)x � ýòî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå îòîá-
ðàæåíèÿ ìíîæåñòâà Rm ×R2n â L(Rm; R2n) è ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂x

∂tj
= Aj(t)x, j = 1, 2, . . . ,m. (2.9)

Íàïîìíèì (ñì. [7]), ÷òî ñèñòåìà (2.9) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçðåøèìîé
íà ìíîæåñòâå Rm×R2n, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Rm×R2n ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ýòîé ñèñòåìû îïðåäåë¼ííîå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè S òî÷êè t0 ∈ Rm, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå â R2n è óäîâëå-
òâîðÿþùèå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(t0) = x0. (2.10)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà (2.9) âïîëíå ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà çàäà÷à Êîøè (2.9), (2.10). Ñîãëàñíî [7],
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2.1. Ñèñòåìà (2.9) âïîëíå ðàçðåøèìà â Rm × R2n òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ Rm×R2n âûïîëíÿþòñÿ
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ðàâåíñòâà:

∂Ai(t)

∂tj
+ Ai(t)Aj(t) =

∂Aj(t)

∂ti
+ Aj(t)Ai(t), (i, j = 1, 2, . . . ,m) (2.11)

∀t ∈ Rm.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöàíòîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.9) íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà X(t) ïîðÿäêà n× n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂x
∂tj

= Aj(t)x,

x(0) = In,

ãäå In-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n× n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (2.9) � âïîëíå ðàçðå-

øèìà è ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ T1, T2, . . . , Tm > 0 è âñåõ j = 1, 2, . . . ,m
êîýôôèöèåíòû Aj(t) = Aj(t1, t2, . . . , tm) ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñóòü
ïåðèîäè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïåðåìåííûõ tk ïåðèîäîâ Tk, ò.å. ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ j, k ∈ {1, 2, . . . ,m} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Aj(t1, t2, . . . , tk + Tk, . . . , tm) = Aj(t1, t2, . . . , tk, . . . , tm). (2.12)

(Íàïîìíèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïåðèîäîâ Tk, k = 1, 2, . . . ,m, îáðàçóåò äèñ-
êðåòíóþ ãðóïïó ïåðèîäîâ Ω = {T1, T2, . . . , Tm} ⊂ Rm ðàíãà m è ÷òî
îòîáðàæåíèå Aj, óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, . . . ,m ðàâåíñòâó
(2.12) íàçûâàåòñÿ Ω-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.)

Â ýòîì ñëó÷àå, ìàòðèöàíò ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (2.9) âûïîëíÿåò äëÿ âñåõ k ∈ {1, 2, . . . ,m} ðàâåíñòâà âèäà:

X(t1, . . . , tk + Tk, . . . , tm) = X(t1, . . . , tk, . . . , tm)X(0, . . . , Tk, . . . , 0),(2.13)

ãäå t = (t1, . . . , tk, . . . , tm) ∈ Rm, Tk ∈ Ω.
Â ÷àñòíîñòè,

X(ω + σ) = X(ω)X(σ) = X(σ)X(ω), (2.14)

äëÿ ω, σ ∈ Ω. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.13) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.9) è ÷òî îíè ñîâïàäàþò ïðè t = (0, . . . , 0). Êðî-
ìå òîãî, èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.9) ñëåäóåò òîæäåñòâåí-
íîñòü îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (2.13).

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ò.å. åñëè X(t) - íåêîòîðàÿ îïðå-
äåë¼ííàÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäå î ñòîðîíàõ [0, Tk], Tk > 0, íåîñîáàÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n× n, X(t) òàêàÿ,
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÷òî X(0) = In, è åñëè îäíîâðåìåííî X(t) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ âñåõ t

òîæäåñòâó (2.13), òî X(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöàíòîì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ
(2.9) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðèîäà T . Èìåííî, îïðåäåëèì
Aj(t) := ∂x

∂tj
X−1(t). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà-ôóíêöèÿ X−1(t) - íåïðåðûâíà è,

ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà íà îïðåäåë¼ííîì âûøå ïàðàëëåëåïèïåäå, òî
Aj(t) � íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òàê îïðåäå-
ë¼ííûõ Aj(t) ìàòðèöà X(t) âûïîëíÿåò ðàâåíñòâà:

∂X(t)

∂tj
= Aj(t)X(t).

Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöàíòà ìàòðèöà X(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöàí-
òîì ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (2.9). Êðîìå òîãî, ìàòðèöû Aj(t) óäîâëå-
òâîðÿþò òîæäåñòâó (2.12). Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (2.13) âûòåêàåò:

Aj(t1, . . . , tk + Tk, . . . , tm) =

=
∂X(t1, . . . , tk + Tk, . . . , tm)

∂tj
·X−1(t1, . . . , tk + Tk, . . . , tm) =

=
∂X(t1, . . . , tk, . . . , tm)

∂tj
·X(0, . . . , Tk, . . . , 0) · [X(0, . . . , Tk, . . . , 0)]−1·

·[X(t1, . . . , tk, . . . , tm)]−1 =
∂X(t)

∂tj
·X−1(t) = Aj(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, X(t) � ìàòðèöàíò íåêîòîðîé ñèñòåìû (2.9) ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íèæå ïðèâåä¼ì òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ôëîêå�
Ëÿïóíîâà è êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [24, 43, 68]. Äëÿ ïîëíîòû èç-
ëîæåíèÿ íàïîìíèì òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíîå âïîëíå ðàçðåøèìîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

X ′(t)h = A(t)hX(t), (2.15)

ãäå A(t) � ýòî Ω�ïåðèîäè÷åñêàÿ îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â
L(Rm; R2n). Â ýòèì îòíîøåíèþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.9) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü â êà÷åñòâå ïî-êîîðäèíàòíîé ôîðìû óðàâíåíèÿ (2.15). Ïóñòü, êàê è
âûøå, X(t) îáîçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.15) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X(0) = I.

Òåîðåìà 2.2.2. [24] Ñóùåñòâóåò ïåðìóòàáåëüíûé îïåðàòîð K ∈
L(Rm, R2n) è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ Ω�ïåðèîäè÷åñêàÿ îïåðà-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ F (t) òàêèå, ÷òî

X(t) = F (t)eKt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ω1, . . . , ωm} áóäåò áàçèñîì ãðóïïû Ω. Ðàññìîò-
ðèì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñïåêòðû îïåðàòîðîâ X(ω1), . . . , X(ωm).
Ïðîâåä¼ì èç íà÷àëà êîîðäèíàò òàêîé ëó÷, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáú-
åäèíåíèåì óêàçàííûõ ñïåêòðîâ. Òåïåðü âûáåðåì íåêîòîðóþ îäíîçíà÷íóþ
âåòâü ln z è îïðåäåëèì îïåðàòîð K íà ýëåìåíòàõ âûøåóêàçàííîãî áàçèñà:

Kωj =
1

2πi

∮
Γ

ln z(z −X(ωj))
−1dz

äëÿ j = 1, 2, . . . ,m. Çäåñü Γ îáîçíà÷àåò ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð, ñîäåðæà-
ùèé âíóòðè ñåáÿ îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ è ëåæàùèé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðå-
çîì.

Â ñèëó (2.14) îïåðàòîðû X(ωj) � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû, èç ÷åãî ñëå-
äóåò, ÷òî îïåðàòîðû Kωj (j = 1, . . . ,m) òàêæå ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ïðîäîëæèâ îïåðàòîð K (ïî ëèíåéíîìó çàêîíó) íà âñå ïðîñòðàíñòâî
Rm, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî K ∈ (L(Rm; R2n)) è ÷òî îïåðàòîðû Kωj ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðìóòàáåëüíûìè. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðíîé ôóíê-
öèè X(t) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a1, . . . , am ∈ Z, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

X(a1ω1 + . . . + amωm) = [X(ω1)]
a1

. . . [X(ωm)]a
m

. (2.16)

Òàê êàê X(ωj) = exp(Kωj) (j = 1, . . . ,m), òî èç (2.16) ñëåäóåò

X(ω) = eKω, ω ∈ Ω.

Â ñèëó ýòîãî, äëÿ ω ∈ Ω âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

F (t + ω) = X(t + ω)e−Kt−Kω = X(t)X(ω)e−Kω−Kt = X(t)e−Kt = F (t).

Îòñþäà îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ F (t) = X(t)e−Kt ÿâëÿåòñÿ Ω�ïåðèîäè÷åñ-
êîé. �

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [24]), ÷òî ìîæíî ðàñøèðèòü íà ñëó÷àé ñèñòå-
ìû (2.15) òàêèå ïîíÿòèÿ êàê: îïåðàòîð ìîíîäðîìèè, ìóëüòèïëèêàòîðû,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè. Èìåííî, îïåðàòîðîì ïîëèäðîìèè (îáî-
çí. XΩ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíóþ ôóíêöèþ X(t), ðàññìàòðèâàåìóþ òîëü-
êî íà ãðóïïå ïåðèîäîâ Ω. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû îïåðàòîðà XΩ íà-
çûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè óðàâíåíèÿ (2.15), à ñîáñòâåííûå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû îïåðàòîðà K � íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçà-
òåëÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî óðàâíåíè-
åì (2.15). Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, â ñèëó íåîä-
íîçíà÷íîé îïðåäåë¼ííîñòè îïåðàòîðà K, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.
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Ëåãêî äîêàçàòü (ñì. [24]), ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìóëüòèïëèêàòîðàìè
λ ∈ σ(XΩ) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè µ ∈ σ(K) èìåþò âèä
ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

λ(ω) = eµω, ω ∈ Ω.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèâåäåíóþ âûøå òåîðåìó Ôëîêå � Ëÿïóíîâà
ìîæíî îáîáùèòü íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Èìåííî, ôóíêöèþ
F (t) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû åå ãðóïïà ïåðèîäîâ ñîâïàäàëà ñ ãðóï-
ïîé ïåðèîäîâ ôóíêöèè A(t). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå [24].

2.3. Óñòîé÷èâîñòü è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
â ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåìàõ Ãàìèëüòîíà

Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} îçíà÷àåò ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, ò.å. êîð-
òåæ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö Ãàìèëüòîíà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ëèíåéíîé âïîëíå ðàçðåøèìîé ñèñòåìû (2.1) ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé
ÿâëÿåòñÿ exp(A, t) := exp(A1t1 + · · · + Amtm). Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé, åñëè ∃M > 0 òàêîå, ÷òî ‖exp(A, t)‖ < M äëÿ âñåõ t ∈ Rm.
Îíà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïîëèîïåðàòîðà B = {B1, . . . , Bm} ∈ (sp(2n,R))m,Bi◦Bj = Bj◦Bi,
‖Bi − Ai‖ < ε (i, j = 1, . . . ,m), íåðàâåíñòâî ‖exp(B, t)‖ < M âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 è âñåõ t ∈ Rm. Íèæå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ñèñòåìó (2.1) ñ ïîëèîïåðàòîðîì ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáùåèçâåñòåí. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâî-
äèì åãî äîêàçàòåëüñòâî çäåñü.

Òåîðåìà 2.3.1. [48] Ëèíåéíàÿ ïîñòîÿííàÿ âïîëíå ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà
Ãàìèëüòîíà (2.1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, . . . ,m ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà

dx

ds
= Ajx (x ∈ R2n, s ∈ R) (2.17)

óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìû (2.17) óñòîé÷èâû äëÿ âñåõ
j = 1, . . . ,m. Îòñþäà, äëÿ êàæäîãî çàôèêñèðîâàííîãî j ñóùåñòâóåòMj >

0 òàêîå ÷òî ‖exp(Ajtj)‖ < Mj (tj ∈ R). Ïîëîæèì M = M1 · · · · ·Mm > 0.
Òîãäà, äëÿ âñåõ (t1, . . . , tm) ∈ Rm èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

‖exp(A1t1 + · · ·+ Amtm)‖ = ‖exp(A1t1) · · · · · exp(Amtm)‖ < M.
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Ïóñòü ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà, ò.å. ñóùåñòâóåò M > 0, òàêîå, ÷òî

‖exp(A1t1 + · · ·+ Amtm)‖ < M ((t1, . . . , tm) ∈ Rm).

Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t1, 0, . . . , 0),
(0, t2, 0, . . . , 0) è òàê äàëåå. Èòàê, ïîëó÷àåì ‖exp(Ajtj)‖ < M äëÿ j =
1, . . . ,m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ñèñòåìû (2.17)�óñòîé÷èâû. �

Òåîðåìà 2.3.2. [48]Ïóñòü (2.1) áóäåò óñòîé÷èâîé ñèñòåìîé è ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî óñòîé÷èâûé ýëåìåíò exp(A, t0) äëÿ
íåêîòîðîãî t0 ∈ Rm. Òîãäà ñèñòåìà (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 � òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî B ∈
sp(2n, R) óäîâëåòâîðÿþùåãî ‖B − (A, t0)‖ < ε, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
‖exp Bτ‖ < ∞ (τ ∈ R). Ïóñòü B = {B1, B2, . . . , Bm} áóäåò ïîëèîïå-
ðàòîðîì Ãàìèëüòîíà ε�áëèçêèì ê A, ò.å. ‖Bi − Ai‖ < ε è Bi ◦ Bj =
Bj ◦ Bi (i, j = 1, 2, . . . ,m). Òîãäà ‖(B, t0)− (A, t0)‖ = ‖(B −A, t0)‖ ≤
‖B −A‖ · ‖t0‖ < ε è îáûêíîâåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ìàòðèöåé (B, t0)�ñèëüíî óñòîé÷èâà, åñëè ‖B‖ = ε

‖t0‖ . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, Bj ∈ C((B, t0)), ïîýòîìó, â ñèëó êðèòåðèÿ Êóøìàíà � Êåë-
ëè [39], äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ñèñòåìà ẋ = Bjx � óñòîé÷èâà, èç ÷åãî
ñëåäóåò, ÷òî B � òàêæå óñòîé÷èâà. �

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëè-
îïåðàòîðà ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ýëå-
ìåíòà: îêðåñòíîñòü òî÷êè â sl(2n, R)m �áîëüøå�, ÷åì îêðåñòíîñòü ïîëèî-
ïåðàòîðà â ïîäìíîãîîáðàçèè m ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ èç
sl(2n, R)m.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñâîäèò ïðîáëåìó ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íîé âïîëíå ðàçðåøèìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ãàìèëü-
òîíà íà âñåì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâå ê ïðîáëåìå ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè
íà èíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 2.3.3. [46, 48]Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} � ïîëèîïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà ñ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè

Λ = {iλ
, . . . , iλ


m},−Λ, . . . , Λk = {iλk

, . . . , iλ
k
m},−Λk,

m1, . . . ,mk�ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè, à Vr�ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà (R2n)m ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì Λr

è −Λr êðàòíîñòè mr. Êðîìå òîãî, ïóñòü A/Vr îáîçíà÷àåò ïîëèîïåðà-
òîð A îãðàíè÷åííûé íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íî óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ r A/Vr�ñèëüíî
óñòîé÷èâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ñèëüíî óñòîé÷èâ, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèîïåðàòîðà B = {B1, . . . , Bm},
òàêîãî, ÷òî ‖Bj − Aj‖ < ε, íåðàâåíñòâî:

‖exp(B1t1 + · · ·+ Bmtm)‖ < M

âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 è äëÿ âñåõ (t1, . . . , tm) ∈ Rm. Äîêàæåì,
÷òî îïåðàòîðû A/Vr�ñèëüíî óñòîé÷èâû äëÿ r = 1, . . . , k.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî U ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(V, ω) íàçûâàåòñÿ [66] ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè ñóæåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé
ôîðìû ω íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. (Î÷åâèäíî,
÷òî U èìååò ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî (U, ω/U) � ñèìïëåê-
òè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.) Ïóñòü Br = {Br

1, . . . , B
r
m} � ïîëèîïåðàòîð íà

ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâå Vr òàêîé, ÷òî ‖A/Vr − Br‖ ≤ ε. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîëèîïåðàòîð B = ⊕s6=rA/Vs ⊕ Br íà R2n (çäåñü ⊕ îáîçíà÷àåò
ïðÿìóþ ñóììó îïåðàòîðîâ). Òîãäà ‖B − A‖ = ‖Br −A/Vr‖ ≤ ε, ïîñêîëü-
êó B/Vs = A/Vs äëÿ s 6= r.
Îòñþäà èìååì: exp(B, t) = ⊕s6=r exp(A/Vs, t)⊕ exp(Br, t) è

M ≥ ‖exp(B, t)‖ =
∏
s6=r

‖exp(A/Vs, t)‖ ‖exp(Br, t)‖ . (2.18)

Â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíõàóçà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

p = inf
t∈Rm

∏
s6=r

‖exp(A/Vs, t)‖ > 0.

Ó÷èòûâàÿ (2.18) ïîëó÷àåì

‖exp(Br, t)‖ ≤
M

p
.

Èòàê, A/Vr ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.
Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîðû A/Vs áóäóò ñèëüíî óñòîé÷èâûìè äëÿ s =

1, . . . , k è ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}∞k=1 → B íåóñòîé÷è-
âûõ ïîëèîïåðàòîðîâ. Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îáùåãî ñïåê-
òðà, {Bk} èìåþò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå {Uk

r } áëèçêîå ê Vr, ïðè÷¼ì∥∥∥Br/U
(k)
r −A/Vr

∥∥∥ → 0, ïðè k →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò r òàêîå,

÷òî A/Vr íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �
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Ñëåäóÿ [18, 32], íàçîâ¼ì ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë Λ ∈ Cm∗ îïðå-
äåë¼ííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t0 ∈ Rm òàêîé, ÷òî exp(Λ, t0)�
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà exp(A, t0).

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñòîé ÷èñòî ìíèìûé ñîá-
ñòâåííûé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûì è ÷òî, â ýòîì ñëó÷àå, ñè-
ñòåìà (2.1)�ñèëüíî óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 2.3.4. [45, 46, 48] Åñëè îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà A ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñòî ìíèìûì è îïðåäåë¼ííûì, òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà
(2.1) ñèëüíî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.18, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,
êîãäà îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà A � ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

Λ = {iω1, iω2, . . . , iωn,−iω1,−iω2, . . . ,−iωn}

íåêîòîðîé êðàòíîñòè s.
Ïóñòü Λ áóäåò îïðåäåë¼ííûì è ïóñòü t0 ∈ Rm � òàêîé âåêòîð, ÷òî ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî exp(Λ, t0) îïðåäåëåíî. Òîãäà ýëåìåíò (A, t0) ∈ sp(2n, R)
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì, ïîñêîëüêó îí îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííûì ïåðâûì èíòåãðàëîì. Â ñèëó Òåîðåìû 2.3.2, ñèñòåìà (2.1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé. �

Â äàëüíåéøåì îáîáùàåì íåêîòîðûå êðèòåðèè ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè,
ñôîðìóëèðîâàííûå â îáûêíîâåííûì ñëó÷àå è äîêàçàííûå Ð. Êóøìàíîì
è À. Êåëëè [39], Ì. Ëåâè [60] è Ì. Âóéòêîâñêèì [83].

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äàííîãî A ∈ sp(2n, R), C(A) îáîçíà÷àåò öåíòðàëè-
çàòîð ìàòðèöû A â ïðîñòðàíñòâå sp(2n, R), ò.å. C(A) = {X ∈ sp(2n, R) :
AX = XA}.

Òåîðåìà 2.3.5. [46, 48] Åñëè
⋃m

j=1 C(Aj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ Ãàìèëüòîíà, òî ñèñòåìà (2.1) ñèëüíî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
⋃m

j=1 C(Aj) ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå
îïåðàòîðû è ïóñòü {B1, . . . , Bm} áóäåò äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê A =
{A1, . . . , Am}. Â ñèëó [60], êàæäàÿ ìàòðèöà Bj ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå Bj = exp(−Tj) ◦ (Aj + Dj) ◦ exp(Tj) äëÿ íåêîòîðûõ Dj ∈ C(Aj) è
Tj ∈ sp(2n, R). Ïîñêîëüêó Aj � óñòîé÷èâû è Dj ∈ C(Aj), òî ìàòðèöû Dj,
à ñëåäîâàòåëüíî è Aj + Dj, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Áóäó÷è ïîäîáíîé ñ
óñòîé÷èâîé ìàòðèöåé, Bj òàêæå óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, ò.å. ∃M > 0 òàêîå,
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÷òî ‖exp(Bτ)‖ ≤ M äëÿ âñåõ τ ∈ R.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî, Bi ◦Bj = Bj ◦Bi, òî

‖exp(B1t1 + B2t2 + · · ·+ Bmtm)‖ < Mm

äëÿ âñåõ (t1, t2, . . . , tm) ∈ Rm. �

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè.

Òåîðåìà 2.3.6. [46, 48] Åñëè ñèñòåìà (2.1) ñèëüíî óñòîé÷èâà, òî⋂m
j=1 C(Aj) ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå îïåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {A1, A2, . . . , Am} áóäåò ñèëüíî óñòîé÷è-
âûì è ïóñòü B1 ∈

⋂m
j=1 C(Aj). Äëÿ B := {B1, 0, . . . , 0} ∈ sp(2n,R)m âîçü-

ì¼ì ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïîëèî-
ïåðàòîðà A+ εB. Èòàê èìååì: ‖exp(A+ εB, t)‖ < M , ‖exp(−A, t)‖ < M

äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 è äëÿ âñåõ t ∈ Rm. Ïîñêîëüêó B1 ∈
⋂m

j=1 C(Aj),
òî ‖exp(εB1t1)‖ = ‖exp(−A, t) exp(A+ εB, t)‖ ≤ M 2 (t ∈ Rm). �

Çàìå÷àíèå 2.3.3. Èç òåîðåì 2.3.5 è 2.3.6 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
⋃m

j=1 C(Aj)
ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû Ãàìèëüòîíà, òî⋂m

j=1 C(Aj) òàêæå ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå îïåðàòîðû. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ, èìååò ëè ìåñòî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Íèæå ïðè-
âîäèì êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïîòåçå.

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. [48]Ñóùåñòâóþò ïîëèîïåðàòîðû A, òàêèå, ÷òî⋂m
j=1 C(Aj) ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå îïåðàòîðû, à

⋃m
j=1 C(Aj) ñî-

äåðæèò è íåóñòîé÷èâûå îïåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [59] ïðèâåä¼í ñïèñîê íîðìàëüíûõ ôîðì
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, à
òàêæå êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé � äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà. Òî÷íåå, äîêàçàíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò 15 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé êëàñ-
ñèôèêàöèåé, ÷òîáû íàéòè íóæíûé íàì êîíòðïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòî: (±iω1,±iω2), ω1, ω2 ∈ R, ω1, ω2 6= 0,

H =
ω1

2
(p2

1 + q2
1) +

ω2

2
(p2

2 + q2
2),

K =
ν1

2
(p2

1 + q2
1) +

ν2

2
(p2

2 + q2
2).
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Óñëîâèå ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ðàâíÿåòñÿ äâóì,
ýòî: ω1ν2 − ω2ν1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ν1 è ν2 öåíòðà-
ëèçàòîð C ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ïîðîæä¼ííîé èíòåãðàëàìè H è K.

Ïîëîæèì ω1 = 2, ω2 = 2, ν1 = 2, ν2 = 0. Ïîëó÷àåì îñîáûé ñëó-
÷àé, ñ H = p2

1 + p2
2 + q2

1 + q2
2, K = p2

1 + q2
1 è óñëîâèå ω1ν2 − ω2ν1 6= 0

âûïîëíåíî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ α1 = 1 è α2 = 1, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
α1H + α2K = 2p2

1 + p2
2 + 2q2

1 + q2
2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-

íîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Èòàê, ïîëèîïåðàòîð {A1, A2} ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íî óñòîé÷èâûì.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëàì H è K ïðèíè-
ìàþò âèä:

A1 =


0 0 −2 0
0 0 0 −2
2 0 0 0
0 2 0 0

 A2 =


0 0 −2 0
0 0 0 0
2 0 0 0
0 0 0 0


Ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû ñ ïîìîùüþ Êîìïüþòåðíîé Ñèñòåìû

Àëãåáðàè÷åñêèõ Âû÷èñëåíèé �Mathematica�. Öåíòðàëèçàòîðû ìàòðèö A1

è A2 èìåþò âèä:

C(A1) = {C1 =


0 −k3 −n1 −n2

k3 0 −n2 −n3

n1 n2 0 −k3

n2 n3 k3 0

 : k3, n1, n2, n3 ∈ R},

C(A2) = {C2 =


0 0 −t1 0
0 r4 0 s3

t1 0 0 0
0 t3 0 −r4

 : r4, s3, t1, t3 ∈ R}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

C(A1) ∩ C(A2) = {C3 =


0 0 −t1 0
0 0 0 s3

t1 0 0 0
0 −s3 0 0

 : r4, s3, t1, t3 ∈ R},

ïðè÷¼ì íîðìàëüíûå ôîðìû Æîðäàíà ýòèõ ìàòðèö èìåþò âèä:

JordanForm(C3) =


−is3 0 0 0

0 is3 0 0
0 0 −it1 0
0 0 0 it1

 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C(A1) ∩ C(A2) ñîñòîèò òîëüêî èç óñòîé÷èâûõ
îïåðàòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ìàòðèöû èç C(A2) îáëàäàþò âå-
ùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïóñòü, íà ïðèìåð, t1 = 3,
r4 = 2

√
2, s3 = 4 è t3 = 2. Òîãäà ïîëó÷àåì C2 ∈ C(A2) ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè ±4, ±3i. Èòàê, C(A1) ∪ C(A2) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí íåóñòîé÷èâûé îïåðàòîð. �

Âûøåóêàçàííûå ðåçóëüòàòû è ïðèìåðû èìåþò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ïîðîæä¼ííîé ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû ìàê-
ñèìàëüíà, è ðàâíà m.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî ñëó÷àåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ðàíã ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû (2.1) ïàäàåò. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3.2.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. [11] Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ,
ïîðîæä¼ííûì îïåðàòîðàìè A1, A2, . . . , Am, ñóùåñòâóåò ñèëüíî óñòîé-
÷èâûé ýëåìåíò, òî ñèñòåìà (2.1) ñèëüíî óñòîé÷èâà.

Íèæå ÷åðåç lin{A, B, . . .} áóäåò îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííîå A, B, . . .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. [11] Åñëè lin{A1, A2, . . . , Am} = lin{A1}, òî ñè-
ñòåìà (2.1) ñèëüíî óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1 ñèëüíî
óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëèíåéíàÿ âïîëíå ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëèîïåðàòîðîì A = {A1, A2, . . . , Am} ñèëüíî
óñòîé÷èâà è ïóñòü B1 áóäåò ãàìèëüòîíîâûì îïåðàòîðîì, áëèçêèì ê A1.
Â ñèëó óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ, ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ÷èñëà α2, α3, . . . , αm

òàêèå, ÷òî A2 = α2A1, A3 = α3A1, . . ., Am = αmA1. Â êà÷åñòâå âîçìóù¼í-
íîãî ïîëèîïåðàòîðà âîçüì¼ì B = {B1, α2B1, . . . , αmB1}. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýëåìåíòû B ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ïðè÷¼ì B äîñòàòî÷íî áëèçîê ê A, ïî-
ýòîìó óñòîé÷èâ. Ñëåäîâàòåëüíî, B1 óñòîé÷èâ, ÷òî äîêàçûâàåò ñèëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû A1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû
2.3.1. �

2.4. Ìåòîä îðáèò è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
â ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåìàõ Ãàìèëüòîíà

Íèæå ìû ïðèâîäèì îáùèé êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
(2.1) îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîäå îðáèò (ñì. [1, 17, 60]). Ñ ýòîé öåëüþ ðàñ-
ñìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ sp(2n,R)m îïðåäåë¼ííîå ðàâåíñòâàìè
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[Ai, Aj] = 0 (i, j = 1, 2, . . . ,m). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà A ∈ M
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿM, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TAM â ýòîé òî÷êå. Äëÿ óñòîé÷èâîãî
ýëåìåíòà A ∈ M ñòðîèì òàêóþ îêðåñòíîñòü êîðòåæà A â M, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîì�. �Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà� ýòîãî
÷åòûð¼õóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íà îðáèòå êîðòåæà A ïîä äèàãîíàëüíûì
ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì ãðóïïû Ëè Sp(2n, R) íà sp(2n, R)m, âòîðàÿ
�ñòîðîíà� ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ê îðáèòå. Îðòîãîíàëüíîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ trAB íà sp(2n,R).

Åñëè A � óñòîé÷èâ, òî êàæäûé ãåíåðàòîð Aj � òàêæå óñòîé÷èâ,
ïîýòîìó Aj ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè êîðòåæ
{A1, A2, . . . , Am} � îäíîâðåìåííî äèàãîíàëèçóåìûé. Òî æå ñàìîå âåðíî
è äëÿ êîðòåæà {adA1

, adA2
, . . . , adAm

}, ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà èç sp(2n, R) â sp(2n, R)m; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç adA.
(Íàïîìíèì, ÷òî adAB = [A, B]; ïîñëåäíåå ðàâíî AB − BA, ïîñêîëü-
êó Sp(2n,R) � ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà Ëè.) Åñëè A óñòîé÷èâ, òî óñòîé÷èâû
òàêæå âñå ýëåìåíòû B ∈ orb(A). Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè A ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü âñåõ
êîðòåæåé {C1, C2, . . . , Cm} ∈ M, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê A è îðòîãîíàëü-
íûõ ê îðáèòå â òî÷êå A. Ýòî ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû. Â åãî
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóåì [39] è [60].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1) ñ êîðòåæåì A = {A1, A2, . . . , Am}T . Ãðóïïà
Sp(2n, R) äåéñòâóåò �äèàãîíàëüíî� íà sp(2n, R)m:

π(g; {A1, A2, . . . , Am}) = {gA1g
−1, gA2g

−1, . . . , gAmg−1}.

Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè A = {A1, A2, . . . , Am}T � ýòî ïîäãðóïïà Ëè
Stab(A) = {g ∈ Sp(2n,R) : [Ai, g] = 0, j = 1, 2, . . . ,m}. Ïóñòü stab(A)
îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäàëãåáðó Ëè àëãåáðû Sp(2n, R).

Óòâåðæäåíèå 2.4.1. [11, 75] ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ D1 äåéñòâèÿ

π : Sp(2n, R)× sp(2n, R)m −→ sp(2n, R)m

â òî÷êå (e,A) ðàâíÿåòñÿ

D1π(e,A)U = {adA1
U, adA2

U, . . . , adAm
U} (U ∈ sp(2n, R)).

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ â åäèíèöå e êàæäîé �êîîðäè-
íàòíîé ôóíêöèè� g 7−→ gAg−1. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ýòà
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà U 7−→ adAU . �
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Äðóãèìè ñëîâàìè, �âåêòîð ñêîðîñòè� äåéñòâèÿ π â òî÷êåA è â �ìîìåíò
âðåìåíè� U ∈ sp(2n,R) èìååò �êîîðäèíàòû� (adA1

U, adA2
U, . . . , adAm

U).

Ñëåäñòâèå 2.4.1. [11,75] Åñëè âñå A1, A2, . . . , Am � ïîëóïðîñòû, òî îð-
áèòà

orb(A) = {π(g; {A1, A2, . . . , Am} : g ∈ Sp(2n, R)}
� çàìêíóòà è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâå ê ýòîé îðáèòå â òî÷êå A =
{A1, A2, . . . , Am}T èçîìîðôíî (êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî) ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâó

im adA/stab(A)m := ({adA1
U, . . . , adAm

U}+ stab(A)m : U ∈ sp(2n,R)).

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Â îáûêíîâåííîì ñëó÷àå m = 1, äëÿ ïîëóïðîñòî-
ãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: im adA ⊕ stab(A) =
sp(2n, R). Â ñëó÷àå m > 1 ñ óñëîâèåì êîììóòàòèâíîñòè ñèòóàöèÿ íàìíî-
ãî áîëåå ñëîæíàÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî M èíâàðèàíòíî ïîä äåéñòâèåì
π.

Óòâåðæäåíèå 2.4.2. [11,75] Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M â òî÷êå
A ðàâíî

TAM = {{C1, . . . , Cm} ∈ sp(2n, R)m : adAi
Cj = adAj

Ci; i, j = 1, 2, . . . ,m}.

Èìååì

[Ai + εCi, Aj + εCj] = [Ai, Aj] + ε([Ai, Cj]− [Aj, Ci]) + ε2[Ci, Cj].

Ïîñêîëüêó [Ai, Aj] = 0, òî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþùèå êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñóòü [Ai, Cj]− [Aj, Ci] = 0, (i, j = 1, 2, . . . ,m).

Çàìå÷àíèå 2.4.2. [11, 75] Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M,
óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà C = (C1, C2, . . . , Cm)T êàñàòåëüíîìó
ïðîñòðàíñòâó ê îðáèòå âëå÷¼ò êàñàíèå C ñ ìíîãîîáðàçèåì M â òî÷êå A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäå-
ë¼ííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

adAj
U = Cj (j = 1, 2, . . . ,m) (2.19)

ñ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè ëåâîé ÷àñòè (�òî÷íîñòü�) ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå

adAi
Cj = adAj

Ci (i, j = 1, 2, . . . ,m) (2.20)

(ò.å. �çàìêíóòîñòü�).
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Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð [1]), ÷òî 〈A, B〉 := Tr(AB) îïðåäåëÿåò
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà sp(2n, R). Ðàñøèðèì åãî äî ïîêîîðäèíàò-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà sp(2n, R)m ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
A = {A1, A2, . . . , Am}T , B = {B1, B2, . . . , Bm}T , îïðåäåëèì

〈A,B〉 =
m∑

i=1

〈Ai, Bi〉 =
m∑

i=1

tr AiBi.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñëåäà ìàòðèöû, ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ C =
{C1, . . . , Cm} ∈ Sp(2n,R)m è U ∈ Sp(2n,R)\stab(A) èìååò ìåñòî ñåðèÿ
ðàâåíñòâ:

〈adAU, C〉 =
m∑

i=1

〈adAi
U,Ci〉 =

m∑
i=1

〈[Ai, U ], Ci〉 =

= −
m∑

i=1

〈U, [Ai, Ci]〉 = −

〈
U,

m∑
i=1

[Ai, Ci]

〉
.

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:

Óòâåðæäåíèå 2.4.3. [11, 75] Êîðòåæ C = {C1, C2, . . . , Cm}T ∈
sp(2n, R)m îðòîãîíàëåí ê îðáèòå â òî÷êå A = {A1, A2, . . . , Am}T òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
m∑

i=1
[Ai, Ci] = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4.1, äëÿ âñåõ U ∈ Sp(2n, R)\stab(A)
âåêòîð adAU íå ðàâåí íóëþ è êàñàåòñÿ îðáèòû â òî÷êå A. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, äîêàçàííûå âûøå ðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî òîæäåñòâî
〈adAU,C〉 = 0 (U ∈ Sp(2n, R)\stab(A)) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà
m∑

i=1
[Ai, Ci] = 0.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç adA∗ ëèíåéíûé îïåðàòîð�ñòðîêó

{adA1
, adA2

, . . . , adAm
},

òî ìîæåì îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå A ∈
sp(2n, R)m ñ im adA/stab(A)m ⊕ ker adA∗, ãäå im adA/stab(A)m � ýòî êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îðáèòå â òî÷êå A, à ker adA∗ � îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå.

Ëåììà 2.4.1 (Î òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè). [75] Ïóñòü ïîëèîïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà A = {A1, A2, . . . , Am} ∈ sp(2n, R)m � ïîëóïðîñòîé. Òîãäà
ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì îêðåñòíîñòè A ∈ sp(2n, R)m íà îêðåñò-
íîñòü íóëÿ â Sp(2n,R)/stab(A)⊕ ker adA∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæå ìû îòîæäåñòâëÿåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê
îðáèòå â òî÷êå A ñ im adA, à ïîñëåäíåå � ñ sp(2n,R)/stab(A).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Ψ : Sp(2n, R)/stab(A)⊕ ker adA∗ → Sp(2n, R)m,

îïðåäåë¼ííîå ðàâåíñòâîì

Ψ(T ; C1, C2, . . . , Cm) =

 e−T (A1 + C1)e
T

...
e−T (Am + Cm)eT

 .

Ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå (0; 0, . . . , 0) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä:

D(0; 0)(T ; C) =

 adA1
T

...
adAm

T

 +

 C1
...

Cm

 ,

ãäå T ∈ Sp(2n,R), à C = {C1, C2, . . . , Cm} ∈ sp(2n, R)m óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ
m∑

i=1
[Ai, Ci] = 0. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò

im adA ⊕ ker adA∗.
Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ Sp(2n, R)m = imadA ⊕ ker adA∗, ëèíåéíûé îïåðà-

òîð D(0; 0) : Sp(2n, R)/stab(A) ⊕ ker adA∗ → Sp(2n, R)m ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì. Â ñèëó òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ôóíêöèÿ Ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. �

Ñëåäñòâèå 2.4.2. Êàæäûé êîðòåæ B = {B1, B2, . . . , Bm} ∈ sp(2n,R)m

äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê ïîëóïðîñòîìó êîðòåæó A = {A1, A2, . . . , Am}
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îäíîçíà÷íî êàê ñäâèã ïðè äèàãîíàëüíûì ïðè-
ñîåäèí¼ííûì äåéñòâèè ãðóïïû Sp(2n,R) íà sp(2n,R)m íåêîòîðîãî êîð-
òåæà C = {C1, C2, . . . , Cm}, îðòîãîíàëüíîãî ê îðáèòå ýëåìåíòà A.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèåM èíâàðèàíòíî ïðè äèàãîíàëüíûì ïðè-
ñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì, ïîýòîìó, åñëè A ∈ M è B ∈ M è äîñòàòî÷íî
áëèçêèé ê A, òî èìååò ìåñòî

Ëåììà 2.4.2 (Îá àäàïòèðîâàííîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè). [75] Ïóñòü
ïîëèîïåðàòîð A = {A1, A2, . . . , Am} ∈ M � ïîëóïðîñòîé. Òîãäà êàæ-
äûé ïîëèîïåðàòîð B ∈M äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê A ìîæíî îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâèòü êàê ñäâèã ïðè äèàãîíàëüíûì ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèè
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà D ∈M îðòîãîíàëüíîãî ê îðáèòå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû î òðóá÷àòîé îêðåñòíî-
ñòè, B = {B1, B2, . . . , Bm} èìååò âèä πg(D) äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ ker adA∗.
Ïîñêîëüêó B ∈ M, à ìíîãîîáðàçèå M èíâàðèàíòíî ïðè äèàãîíàëüíûì
ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèè, òî D ∈M. �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ëåììû îá àäàïòèðîâàííîé òðóá÷àòîé îêðåñò-
íîñòè ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà:

Òåîðåìà 2.4.1. [75] Ïîëóïðîñòîé ãàìèëüòîíîâ ïîëèîïåðàòîð A ÿâëÿ-
åòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé êîðòåæ
D ∈M∩ ker adA∗, äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê A, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè (Òåîðåìû 2.3.5 è 2.3.6).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîëèîïåðàòîð A = {A1, A2, . . . , Am} ∈ M ñèëü-
íî óñòîé÷èâ. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà
C ∈

⋂m
j=1 C(Aj) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëèî-

ïåðàòîð C = {C, 0, 0, . . . , 0} ∈ M. Ïîñêîëüêó [Aj, C] = 0 äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . . ,m, òî ïîëèîïåðàòîð D = A + C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû, ò.å. A+ C ∈ M è C ∈ ker adA∗. Äåéñòâèòåëüíî,

[Ai + Ci, Aj + Cj] = [Ai, Aj] + [Ai, Cj] + [Aj, Ci] + [Ci, Cj] = 0

â ñèëó âûáîðà C à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî [Ai, Aj] = 0 äëÿ âñåõ i, j =
1, 2, . . . ,m.

Âòîðîå âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
m∑

j=1
[Aj, Cj] = 0, êîòîðîå â

íàøåì ñëó÷àå, ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó [A1, C] = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîðòåæ C = {C, 0, 0, . . . , 0} óñòîé÷èâ, à âìåñòå ñ íèì

è ìàòðèöà C òîæå óñòîé÷èâà.

Çàìå÷àíèå 2.4.3. Âìåñòî êîðòåæà {C, 0, 0, . . . , 0} ìîæíî áûëî ðàññìîò-
ðåòü äðóãîé êîðòåæ, à èìåííî, {C, C,C, . . . , C}.

2.5. Êîìïëåêñíûé ðîñòîê è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
äëÿ ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà

ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

Íèæå îáîáùàåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà ñëó÷àé ìíîãîìåð-
íîãî âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó ìíîãîìåðíóþ ñèñòå-
ìó (2.1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2.5.1. [50, 74] Åñëè ñèñòåìà (2.1) îáëàäàåò êîìïëåêñíûì
ðîñòêîì òî îíà óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé ðî-
ñòîê. Ïîñêîëüêó ýòîò ðîñòîê èíâàðèàíòåí ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè â êàæ-
äûì îäíîìåðíûì íàïðàâëåíèþ, òî îí èíâàðèàíòåí òàêæå äëÿ êàæäîé
îáûêíîâåííîé ñèñòåìû dx

dt = JAjx. Èç ýòîãî ñëåäóåò (ñì. [3]), ÷òî âñå ýòè
ñèñòåìû óñòîé÷èâû, è ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâà òàêæå ñèñòåìà (2.1). �

Òåîðåìà 2.5.2. [50, 74] Åñëè ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà è îáëàäàåò ïðî-
ñòûì îáùèì ñïåêòðîì, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíûé
ðîñòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé èç îïå-
ðàòîðîâ JCA1, J

CA2, . . . , J
CAm ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì è îáëàäàåò ÷èñòî

ìíèìûì ñïåêòðîì. Óñëîâèå ïðîñòîòû îáùåãî ñïåêòðà îçíà÷àåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ Rm, h 6= 0 òàêîé, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðà-
òîðà J

〈
CA, h

〉
ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåí-

íûé áàçèñ äëÿ J
〈

CA, h
〉
, ò.å. äëÿ J

〈
CA, h

〉
ñóùåñòâóþò 2n ñïåêòðàëü-

íî ðàçäåë¼ííûõ èíâàðèàíòíûõ C - îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ñèëó
ñïåêòðàëüíîé ðàçäåë¼ííîñòè êàæäîå òàêîå ïîðïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ êîììóòèðóþùèõ ñ CA, ïîýòîìó óêà-
çàííûé âûøå áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ CAj,
j = 1, 2, . . . ,m. Â ñèëó [3] ïîäïðîñòðàíñòâî E ⊂C R2n îïðåäåë¼ííîå ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé pj − iqj = 0, j = 1, 2, . . . ,m ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
êîìïëåêñíûì ðîñòêîì äëÿ îáûêíîâåííîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé J

〈
CA, h

〉
.

Íî òîãäà ýòî æå ïîäïðîñòðàíñòâî � åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíûé ðîñòîê
è èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gt := exp(J 〈A, t〉) m-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæä¼ííóþ ëèíåéíîé ñèñòåìîé (2.1).

Òåîðåìà 2.5.3. [50,74] Åñëè ñóùåñòâóåò ñèëüíî óñòîé÷èâûé ýëåìåíò,
òî ñèñòåìà (2.1) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì êîìïëåêñíûì ðîñòêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð h = (h1, . . . , hm),
h ∈ Rm òàêîé, ÷òî ëèíåéíàÿ îáûêíîâåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé ïðàâîé ÷àñòè J 〈A, h〉 := JA1h1 + JA2h2 + . . . +
JAmhm ∈ sp(2n,R) ñèëüíî óñòîé÷èâà. Òîãäà â ñèëó [3] ëèíåéíàÿ îáûê-
íîâåííàÿ ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà

ẋ = J 〈A, h〉x (2.21)
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îáëàäàåò åäèíñòâåííûì êîìïëåêñíûì ðîñòêîì E, ò.å. E åäèíñòâåííîå ëà-
ãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (2.21) è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó exp(J 〈A, t〉) âåùåñòâåííîå ñèìïëåêòè-
÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïîäïðîñòðàíñòâî Et := exp(J 〈A, t〉)(E) òàêæå
ëàãðàíæåâî è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå ξt, ηt ∈ Et èìåþò âèä exp J 〈A, t〉 ξ è ñîîò-
âåòñòâåííî exp(J 〈A, t〉)η äëÿ íåêîòîðûõ ξ, η ∈ E, ïîýòîìó [ξt, ηt] =
[exp J 〈A, t〉 ξ, exp J 〈A, t〉 η] ≡ [ξ, η] = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó âåùåñòâåííîñòè exp J 〈A, t〉, èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî

1

2i
[ξt, ξ̄t] =

1

2i
[ξ, ξ̄] > 0 (∀t ∈ Rm, ξ ∈ E).

Êðîìå òîãî
gt(E) = gt(gh(E)) = gh(gt(E)), (2.22)

äëÿ âñåõ t ∈ Rm, ò.å. gt(E) òàêæå èíâàðèàíòíî ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà
gh. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà E, èç (2.22) ïîëó÷àåì,
÷òî gt(E) = E äëÿ âñåõ t ∈ Rm, ò.å. E ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì
ñèñòåìû (2.1). �

Âûâîäû ê ãëàâå 2

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà îáùåãî ñïåêòðà ñåìåéñòâà ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì ñåìåéñòâ ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö â ïîëóïðî-
ñòîì ñëó÷àå.

Îñòàëüíûå ïàðàãðàôû âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ óñëî-
âèé óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðåøè-
ìûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà. Ñëåäóÿ ïðèíàäëåæàùåé Ì.Ã. Êðåé-
íó òåîðèè çíàêî-îïðåäåë¼ííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
çíàêî-îïðåäåë¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ãàìèëüòîíîâà ïîëèîïå-
ðàòîðà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîíÿòèÿ ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Â ýòîé æå ãëàâå îáîáùàþòñÿ èçâåñòíûå êðèòåðèè ñèëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ îáûêíîâåííîãî ñëó÷àÿ Ð. Êóøìàíîì è À. Êåëëè,
à òàêæå Ì. Ëåâè è Ì. Âóéòêîâñêèì. Èìåííî, ñôîðìóëèðîâàíû è äî-
êàçàíû íåîáõîäèìûå, à òàêæå íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé
óñòîé÷èâîñòè, îïèðàþùèåñÿ íà ïîíÿòèè îáùåãî öåíòðàëèçàòîðà ñåìåé-
ñòâà ìàòðèö.
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Â òåîðåìå 2.4.1, â òåðìèíàõ ìåòîä îðáèò ïðèñîåäèí¼ííûõ äåéñòâèé
ãðóïïû Ëè Sp(2n, R), ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé âïîëíå ðàçðåøèìîé
ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðå-
òüåé ãëàâû.



Ã Ë À Â À 3

ÑÈËÜÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÌÍÎÃÎÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ
È ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÉÑÒÂÈÉ

ÃÐÓÏÏÛ Zm

3.1. Ëèíåéíûå âïîëíå ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ
ñ Ω-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è îòîáðàæåíèÿ

çà ïåðèîäû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (2.9), ãäå

A(t) = {A1(t), A2(t), . . . , Am(t)}

� ýòî Ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ âðåìåíè t ∈ Rm. Ω îáîçíà÷à-
åò çäåñü ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ, Ω = {Tj : j = 1, 2, . . . ,m}, ò.å. ìíî-
æåñòâî òàêèõ çíà÷åíèé Tj, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà âèäà
A(t1, . . . , tj + Tj, . . . , tm) = A(t1, . . . , tj, . . . , tm).

Ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèé Aj(t) âëå÷¼ò çà ñîáîé íåêîòîðûå îñîáûå ñâîé-
ñòâà ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.9). Êàê ñëåäñòâèå èç ñâîéñòâ
ìàòðèöàíòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Ëåììà 3.1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â òå÷åíèå âðå-
ìåíè îò t1 äî t2, gt2

t1 : F → F íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííûì óâå-
ëè÷åíèè t1 è t2 íà âåêòîð ïåðèîäà Tj ∈ Ω ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.9).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gt : F → F ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå òî÷êå x ∈ F

ïðèïèñûâàåò çíà÷åíèå gtx = ϕ(t), êîòîðîå ïðèíèìàåò â òî÷êå t ðåøåíèå
ñèñòåìû (2.9) îïðåäåë¼ííîå íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0) = x. Â ÷àñòíîñòè,

ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ g
Tj

0 , ïîðîæä¼ííûå ôàçîâûì ïîòîêîì çà âðå-
ìÿ îäíîãî ïåðèîäà Tj ∈ Ω. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèåì
çà ïåðèîä Tj è îáîçíà÷èì ÷åðåç Āj, Āj : F → F , Ājx(0) = x(Tj).

Ëåììà 3.1.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ {gn1T1
0 ◦gn2T2

0 ◦. . .◦gnmTm
0 : (n1, n2, . . . , nm) ∈

Zm} îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâîäèò çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å
äëÿ äèñêðåòíûõ äåéñòâèé ãðóïïû Zm, ãðóïïû ïîðîæä¼ííîé ïîëèîïåðà-
òîðîì Ïóàíêàðå {Ā1, Ā2, . . . , Ām}.
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Òåîðåìà 3.1.1. Ñèñòåìà (2.9) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (ñèëüíî óñòîé÷è-
âîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïîëèîïåðàòîð
Ïóàíêàðå � óñòîé÷èâ (ñèëüíî óñòîé÷èâ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìà (2.9) ÿâëÿåòñÿ óñòîé-
÷èâîé, åñëè å�å ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî (ñì. ïàðàãðàô
1.1 ïåðâîé ãëàâû), ÷òî ýòî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0

ïðåäñòàâèìîå â âèäå gt
t0

= W (t)W−1(t0), x(t, t0, x0) = gt
t0
x0, òî ïðîáëåìà

óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå óñòîé÷èâî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî å�å ïîëèîïåðàòîðà Ïóàíêàðå. �

Â ñèëó ýòîãî â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü
äëÿ äèñêðåòíûõ äåéñòâèé ïîëèîïåðàòîðà Ïóàíêàðå {Ā1, Ā2, . . . , Ām} (â
äàëüíåéøåé ÷àñòè äàííîé ãëàâû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ïîëèîïåðàòîð
÷åðåç {T1, T2, . . . , Tm}).

3.2. Íîðìàëüíûå ôîðìû
íåêîòîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëèîïåðàòîðîâ

Ïîñêîëüêó â äàííîé ãëàâå, èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
�äèñêðåòíûõ� ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñèñòåì, òî åå ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì íåêîòîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïî-
ëèîïåðàòîðîâ.

Ïóñòü T = {T1, T2, . . . , Tm} ∈ (Sp(2n.R))m � îçíà÷àåò ïîëèîïåðà-
òîð, ò.å. êîðòåæ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ, ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
T1, T2, . . . , Tm.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. [71]Åñëè M = {µ1, . . . , µm} ∈ σ(T ) � òî÷êà îáùå-
ãî ñïåêòðà ïîëèîïåðàòîðà T , òî ôóíêöèîíàëû M−1 = {µ−1

1 , . . . , µ−1
m },

M = {µ1, . . . , µm} è M
−1

= {(µ1)
−1, . . . , (µm)−1} òàêæå ïðèíàäëåæàò

îáùåìó ñïåêòðó ïîëèîïåðàòîðà T .

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè T ∈ (Sp(2n, R))m, òî T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå expA, A ∈ (sp(2n, R))m. Òàê êàê M ∈ σ(T ) òîãäà è òîëüêî
êîãäà, êîãäà M ∈ σ(expA), òî ln M = {ln µ1, ln µ2, . . . , ln µm} ∈ σ(A).
Â ñèëó ëåììû 2.1.1 äëÿ A = {A1, . . . , Am} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: Λ ∈
σ(A) → −Λ ∈ σ(A) è ïîòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî − ln M ∈ σ(A). Îòñþäà
exp(ln M−1) ∈ exp(σ(A)) è ñëåäîâàòåëüíî M−1 ∈ σ(T ).

Îáîçíà÷èì Ξ = {ξ, . . . , ξm}, (Ξ,M) = (ξµ + · · · + ξmµm), è òàê äà-
ëåå.
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Â ñèëó òåîðåìû 6.2.2 (ñì. [61]) M ∈ σ(T ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà (Ξ,M) ∈ σ((Ξ, T )) äëÿ âñåõ Ξ in Rm. Ñîãëàñíî ëåììå A29.1 (ñì.
[1]) (Ξ,M) ∈ σ((Ξ, T )), èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, (Ξ,M) ∈ σ((Ξ, T )) äëÿ
âñåõ Ξ ∈ Rm. Èñïîëüçóÿ âûøåóïîìÿíóòóþ òåîðåìó 6.2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî
M ∈ σ(T ).

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

{(µ1)
−1, (µ2)

−1, . . . , (µm)−1} ∈ σ(T ).

Åñëè Ti ∈ M2×2 äëÿ i = 1, 2, . . . ,m, òî òåîðåìà 3.2.1 ìîæåò áûòü
äîêàçàíà íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ñäåëàòü
íåñêîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Èìåííî:

Ïóñòü Ti =

(
ti11 ti12
ti21 ti22

)
äëÿ i = 1, 2, . . . ,m.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî

∀η′1, . . . , η′m ∈ R det (η′1T1 + · · ·+ η′mTm − (η′1λ1 + · · ·+ η′mλm)E) = 0

è ∀i = 1, . . . ,m det (Ti − λiE) = 0 íåòðóäíî óñòàíîâèòü ðåçóëüòàò:
∀η1, . . . , ηm ∈ R det (η1T1 + · · ·+ ηmTm − (η1λ

−1
1 + · · ·+ ηmλ−1

m )E) = 0.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ëåììà 3.2.1. [71]Ïóñòü Λ = {λ1, . . . , λm} è M = {µ1, . . . , µm} � õàðà-
êòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà T =
{T1, . . . , Tm}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . ,m} òàêîå,
÷òî λjµj 6= 1. Òîãäà [x, y] = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèå îáùèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì Λ è M

ÿâëÿþòñÿ J-îðòîãîíàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó: Tjx = λjx è Tjy = µjy ∀j = 1, . . . ,m,
ïîëó÷àåì, ÷òî: λjµj[x, y] = [λjx, µjy] = [Tjx, Tjy] = [x, y] ∀j = 1, . . . ,m.

Òàê êàê λjµj 6= 1 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . ,m}, è (λjµj − 1)[x, y] = 0
∀j = 1, . . . ,m, òî [x, y] = 0. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü T = {T1, . . . , Tm} � ñèìïëåêòè÷åñêèé ïîëè-
îïåðàòîð ðàçìåðíîñòè 2n × 2n ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèîíàëàìè Λ1, . . . , Λn, Λ

−1
1 , . . . , Λ−1

n . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè-
÷åñêàÿ ìàòðèöà S, òàêàÿ, ÷òî

S−1TjS = diag(λ
(j)
1 , . . . , λ(j)

n , (λ
(j)
1 )−1, . . . , (λ(j)

n )−1) ∀j = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáùèé ñïåêòð σ(T ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò t ∈ Rm, òàêîå, ÷òî ñïåêòð σ((T , t)) ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî îïåðàòîðà (T , t) ïðîñòîé, ò.å.

σ((T , t)) = {(Λ1, t), . . . , (Λn, t), (Λ1, t)
−1, . . . , (Λn, t)

−1}
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� ïðîñòîé. (Ïóñòü σ((T , t)) = {λ1, . . . , λn, λ
−1
1 , . . . , λ−1

n }.) Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ìàòðèöà S (çàâèñÿùàÿ îò t), ÷òî

S−1(T , t)S = diag(λ1, . . . , λn, λ
−1
1 , . . . , λ−1

n ).

Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà S � èñêîìàÿ.
Ïóñòü Bj = S−1TjS. Òîãäà Br ◦Bs = Bs◦Br, äëÿ âñåõ r, s ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Êðîìå òîãî:

Bj◦diag(λ1, . . . , λn, λ
(−1)
1 , . . . , λ(−1)

n ) = diag(λ1, . . . , λn, λ
(−1)
1 , . . . , λ(−1)

n )◦Bj.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bij = 0
äëÿ âñåõ i 6= j. Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ ÷òî Bj � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà, èìååì BT

j JBj = J . Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî b1,1bn+1,n+1 =
1, . . . , bn,nb2n,2n = 1. Çàìåòèì åù¼, ÷òî ìàòðèöû Tj è Bj ïîäîáíû,
ïîòîìó îíè îáëàäàþò îäèíàêîâûì ñïåêòðîì. Ñëåäîâàòåëüíî Bj =

diag(λ
(j)
1 , . . . , λ

(j)
n , (λ

(j)
1 )−1, . . . , (λ

(j)
n )−1). �

Ïóñòü òåïåðü T áóäåò âåùåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ïîëèìàòðè-
öåé ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè σ(T ) =
(Λ1, . . . , Λn, Λ

−1
1 , . . . , Λ−1

n ). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû îïåðàòîðà T ðàç-
äåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû:

1) âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû M±1
1 , . . . ,M±1

s ∈ (Rm)∗,
2) ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû A1 ± B1i, . . . , Ar ± Bri, òàêèå, ÷òî

|Aj ± iBj| = 1, j = 1, 2, . . . ,m,
3) êîìïëåêñíûå ôóíêöèîíàëû ñ ìîäóëåì íåðàâíûì åäèíèöå ±Γ1 ±

∆1i, . . . ,±Γt ±∆ti, òàêèå, ÷òî |±Γj ±∆ji| 6= 1 äëÿ íåêîòîðûõ j.
Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðà îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V â

ïðÿìóþ ñóììó
V = (⊕jUj)⊕ (⊕lWl)⊕ (⊕kZk),

ãäå
Uj = η(Mj)⊕ η(M−1

j ),
Wl = η(Al + Bli)⊕ η(Al −Bli),
Zk = {η(Γk + ∆ki)⊕ η(Γk −∆ki)} ⊕ {η(Γk + ∆ki)

−1 ⊕ η(Γk −∆ki)
−1}.

Êàæäàÿ ñîñòàâíàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà T . Â ñèëó Ëåììû 3.2.1 ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþò-
ñÿ J�îðòîãîíàëüíûìè ìåæäó ñîáîé è ñëåäîâàòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêèìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Êðîìå òîãî, êàæäîå èç ýòèõ òð¼õ ïîäïðîñòðàíñòâ �
ýòî êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ T
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ïðèíèìàåò áëî÷íî äèàãîíàëüíóþ ôîðìó. Â ñèëó ýòîãî äàëüøå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ îòäåëüíî.

Ëåììà 3.2.2. [71]Ïóñòü T = {T1, . . . , Tm} áóäåò 2 × 2 ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì ïîëèîïåðàòîðîì ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè
M = {µ1, . . . , µm} è M−1 = {µ−1

1 , . . . , µ−1
m }, M 6= {1, . . . , 1}. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò âåùåñòâåííàÿ 2× 2 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî:

S−1TjS =

(
µj 0
0 µ−1

j

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü X =

(
x1

x2

)
è Y =

(
y1

y2

)
áóäóò íåíóëåâû-

ìè îáùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì M = {µ1, . . . , µm} and M−1 =
{µ−1

1 , . . . , µ−1
m }. Òîãäà ïîëó÷àåì ∀j = 1, . . . ,m : TjX = µjX è TjY =

µ−1
j Y . Èòàê X è Y ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è [X, Y ] 6= 0.
Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò [61], Lemma C10. Ïóñòü U =

[X,Y ]−1Y , èòàê âåêòîðû X, U ñîñòàâëÿþò âåùåñòâåííóþ ñèìïëåêòè÷å-
ñêóþ áàçó, S = (X, U) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðè-
öåé, à S ýòî ìàòðèöà äàííîé ëåììû. �

Ëåììà 3.2.3. [71]Ïóñòü T = {T1, . . . , Tm} áóäåò âåùåñòâåííûì 2 ×
2 ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëèîïåðàòîðîì ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè
A±Bi, A = {α1, . . . , αm}, B = {β1, . . . , βm} è ∀j = 1, . . . ,m α2

j +β2
j = 1,

βj 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ 2× 2 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà S òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî â òî÷íîñòè îäíî èç ñëåäóþùèõ ðà-
âåíñòâî:

S−1TjS =

(
αj βj

−βj αj

)
, èëè S−1TjS =

(
αj −βj

βj αj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ∀j = 1, . . . ,m: TjX = (αj + iβj)X è ïóñòü X =
U +V i 6= 0. Èòàê, ∀j = 1, . . . ,m: TjU = αjU −βjV à òàêæå TjV = αjV +
βjU.Ïîñêîëüêó U+iV è U−iV ÿâëÿþòñÿ C�ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî U

è V òàêæå ÿâëÿþòñÿ R�ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Îòñþäà [U, V ] = Z 6= 0.
Â ñëó÷àå, êîãäà Z = γ2 > 0, îïðåäåëèì S = (γ−1U, γ−1V ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïåðâîé ôîðìû; äëÿ Z = −γ2 < 0, îïðåäåëèì S = (γ−1V, γ−1U), ÷òîáû
ïîëó÷èòü âòîðîþ. �

Ëåììà 3.2.4. [71]Ïóñòü T áóäåò âåùåñòâåííûì 2 × 2 ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì ïîëèîïåðàòîðîì ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè A ± Bi è ∀j =
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1, . . . ,m α2
j +β2

j = 1, βj 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò 2×2 ìàòðèöà S òàêàÿ,
÷òî

S−1TjS =

(
αj + iβj 0

0 αj − iβj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ∀j = 1, . . . ,m: TjX = (αj + iβj)X è ïóñòü
X = U + V i 6= 0. Òîãäà ïîëó÷àåì: [X, X] = [U + iV, U − iV ] = [U,U ] +
[U,−iV ] + [iV, U ] + [iV,−iV ] = −i[U, V ] + i[V, U ] = 2i[V, U ] 6= 0. Ïóñòü
γ = 1/|[V, U ]|. Òîãäà S = (γX, γX) � èñêîìàÿ ìàòðèöà. �

Ëåììà 3.2.5. [71] Ïóñòü T áóäåò 4 × 4 ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëèîïåðà-
òîðîì ñ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè (Γ ±∆i)−1, δj 6= 0 γ2

j + δ2
j 6= 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ 4 × 4 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S

òàêàÿ, ÷òî ∀j = 1, . . . ,m

S−1TjS =

(
BT

j 0

0 B−1
j

)
,

ãäå Bj � âåùåñòâåííàÿ 2×2 ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè γj±
δji.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà T ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð t ∈ Rm, òàêîé, ÷òî:σ((T , t)) =
{(Γ + ∆i, t), (Γ − ∆i, t), (Γ + ∆i, t)−, (Γ − ∆i, t)−}. Èòàê, ïîëó÷àåì:
σ((T , t)) = {γ + δi, γ − δi, (γ + δi)−1, (γ − δi)−1}, ãäå γ = (Γ, t), à òàêæå
δ = (∆, t). Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ γ 6= 0 è δ 6= 0. Òîãäà
â ñèëó [66], Ëåììà C12 ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ 4× 4 ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ìàòðèöà S (âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùàÿ îò t) òàêàÿ, ÷òî

S−1(T , t)S =

(
BT 0
0 B−1

)
,

ãäå B � âåùåñòâåííàÿ 2 × 2 ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè γ ±
δi. Äîêàæåì, ÷òî S � èñêîìàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì Cj = S−1TjS (j =
1, . . . ,m). Òîãäà Cr ◦Cs = Cs ◦Cr. Êðîìå òîãî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Tj

� ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ïîëó÷àåì ∀j = 1, . . . ,m:

Cj

(
BT 0
0 B−1

)
=

(
BT 0
0 B−1

)
Cj.

Ó÷èòûâàÿ âûøå óêàçàííîå ðàâåíñòâî, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî êàæäîå
Cj ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà (òî åñòü CT

j JCj = J) ïðèõîäèì ê ðà-
âåíñòâó

Cj =

(
BT

j 0

0 B−1
j

)
.
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Êðîìå òîãî, ìàòðèöû Tj è Cj (j = 1, . . . ,m) ïîäîáíû è ñëåäîâàòåëüíî
èõ ñïåêòðû ñîâïàäàþò, òî åñòü {γ+δi, γ−δi, (γ+δi)−1, (γ−δi)−1}. Ëåììà
äîêàçàíà. �

3.3. Óñòîé÷èâîñòü è ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëèîïåðàòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. [71] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð A � ïîëóïðî-
ñòîé åñëè îí äèàãîíàëèçóåìûé.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. [71]Ïóñòü A = {A1, . . . , Am} áóäåò ïîëèîïåðàòî-
ðîì. Ãîâîðèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî V A�èíâàðèàíòíîå, åñëè îíî èí-
âàðèàíòíîå ïîä äåéñòâèåì Aj, ∀j = 1, . . . ,m.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. [71] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèîïåðàòîð A � ïîëó-
ïðîñòîé, åñëè äëÿ êàæäîãî A�èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ñó-
ùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , êîòîðîå òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ A�èíâàðèàíòíûì.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.3.1. [72] Ñèìïëåêòè÷åñêèé ïîëèîïåðàòîð T = {T1, . . . , Tm}
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî j =
1, 2, . . . ,m ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð Tj�óñòîé÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû Tj � óñòîé÷èâû äëÿ j =
1, 2, . . . ,m. Îòñþäà, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî j ñóùåñòâóåò Mj > 0

òàêîå, ÷òî
∥∥∥T

kj

j

∥∥∥ < Mj (kj ∈ Z). Ïîëîæèì M = M1 ·M2 · · · · ·Mm > 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ (k1, k2, . . . , km) ∈ Zm èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:∥∥∥T k1
1 ◦ T k2

2 ◦ · · · ◦ T km
m

∥∥∥ ≤ ∥∥∥T k1
1

∥∥∥ · ∥∥∥T k2
2

∥∥∥ · · · · · ∥∥T km
m

∥∥ < M.

Ïóñòü T áóäåò óñòîé÷èâûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò M > 0, òàêîå,
÷òî ∥∥∥T k1

1 ◦ T k2
2 ◦ · · · ◦ T km

m

∥∥∥ ≤ M, (k1, k2, . . . , km) ∈ Zm.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ (k1, 0, . . . , 0),

(0, k2, 0, . . . , 0) è òàê äàëåå. Èòàê, èìååì
∥∥∥T

kj

j

∥∥∥ < M äëÿ âñåõ kj ∈ Z è

âñåõ j = 1, 2, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî âñå îïåðàòîðû Tj ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-
âûìè. �
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Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Ìíîæåñòâî (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn òàêîå, ÷òî |z1| =
|z2| = . . . = |zn| = 1 íàçûâàåì åäèíè÷íûì òîðîì â Cn.

Òåîðåìà 3.3.2. [49, 71] Ñèìïëåêòè÷åñêèé ïîëèîïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöè-
îíàëû ëåæàò íà åäèíè÷íûì òîðå è T � ïîëóïðîñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû ïîëèîïåðàòîðà
T ëåæàò íà åäèíè÷íîì òîðå, T � ïîëóïðîñòîé, íî â òî æå âðåìÿ, ïîëèî-
ïåðàòîð T � íåóñòîé÷èâ. Â ñèëó òåîðåìû 3.3.1 ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . ,m}
òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé îïåðàòîðà Tj � íåîãðàíè÷åííà
ïî íîðìå. Íî òîãäà ëèáî îïåðàòîð Tj èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìî-
äóëþ áîëüøå åäèíèöû, ëèáî ñóùåñòâóåò êëåòêà Æîðäàíà. Îáà ýòè ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò èñõîäíûì äàííûì.

Îáðàòíî, ïóñòü T áóäåò óñòîé÷èâûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëèîïåðàòî-
ðîì è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî T � íå ïîëóïðîñòîé, ëèáî ñóùåñòâóåò ñîá-
ñòâåííûé ôóíêöèîíàë ïîëèîïåðàòîðà T , êîòîðûé íå ëåæèò íà åäèíè÷-
íûì òîðå. Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ
ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . ,m} òàêîå, ÷òî Tj � íåîãðàíè÷åííûé, èç ÷åãî ñëå-
äóåò íåóñòîé÷èâîñòü ïîëèîïåðàòîðà T . �

Òåîðåìà 3.3.3. [72] Ïóñòü T = {T1, T2, . . . , Tm} ∈ (Sp(2n, R))m áóäåò
óñòîé÷èâûì è ïóñòü ñóùåñòâóåò ñèëüíî óñòîé÷èâûé ýëåìåíò T k0 =

T
k0
1

1 · T k0
2

2 · · · · · T k0
m

m äëÿ íåêîòîðîãî k0 = (k0
1, k

0
2, . . . , k

0
m) ∈ Zm. Òîãäà T

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò k0 òàêîå, ÷òî T k0�ñèëüíî
óñòîé÷èâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
R ∈ Sp(2n,R), óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

∥∥R− T k0
∥∥ < ε, èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî
∥∥Rk

∥∥ < ∞ (∀k ∈ Z).
Ïóñòü R = {R1, R2, . . . , Rm} áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëèîïåðàòîðîì

òàêèì, ÷òî Ri ◦ Rj = Rj ◦ Ri (i, j = 1, 2, . . . ,m) è ïóñòü R áóäåò äîñòà-
òî÷íî áëèçêèì ê T , ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî

∥∥Rk0 − T k0
∥∥ < ε. Òîãäà,

ñóùåñòâóåò ε1 = min(
∥∥Rk0 − T k0

∥∥ , ε−
∥∥Rk0 − T k0

∥∥) òàêîå, ÷òî âñå îïåðà-
òîðû ε1�áëèçêèå ê Rk0, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Rk0

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Rj ∈ C(Rk0), ïîýòîìó,
â ñèëó Òåîðåìû 1.7.3, Rj ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè (äëÿ j = 1, 2, . . . ,m). Â
ñèëó Òåîðåìû 3.3.1,R � óñòîé÷èâ, è ñëåäîâàòåëüíî, T � ñèëüíî óñòîé÷èâ.

�
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìó ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè

ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñâåñòè ê
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ïðîáëåìå òàêîé óñòîé÷èâîñòè íà èíâàðèàíòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 3.3.4. [72] Ïóñòü T = {T1, T2, . . . , Tm} áóäåò ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì ïîëèîïåðàòîðîì ñ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèîíàëàìè

Λ1 = {cos λ1
1 + i sin λ1

1, . . . , cos λ1
m + i sin λ1

m}, Λ−1
1 , . . . ,

Λk = {cos λk
1 + i sin λk

1, . . . , cos λk
m + i sin λk

m}, Λ−1
k ,

è ïóñòü m1, m2, . . . ,mk îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè, à Vr�
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà R2n ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèîíàëàì Λr è Λ−1

r êðàòíîñòè mr. Êðîìå òîãî, ïóñòü T /Vr îáî-
çíà÷àåò ïîëèîïåðàòîð T îãðàíè÷åííûé íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Òî-
ãäà T ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T /Vr�
ñèëüíî óñòîé÷èâû äëÿ âñåõ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå âûøåóêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ áóäóò âû-
ïîëíåíû è ïóñòü ïîëèîïåðàòîð T áóäåò ñèëüíî óñòîé÷èâûì. Òîãäà
T = {exp(A1), exp(A2), . . . , exp(Am)}, ãäå A = {A1, A2, . . . , Am}�ñèëüíî
óñòîé÷èâûé ïîëèîïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. Òàêîå A èìååò êðàòíûå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèîíàëû

Λ̃1 = {iλ1
1, . . . , iλ

1
m},−Λ̃1, . . . , Λ̃k = {iλk

1, . . . , iλ
k
m},−Λ̃k

ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòè m1, . . . ,mk. Vr�ïîäïðîñòðàíñòâî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ôóíêöèîíàëàì Λ̃r è −Λ̃r. Èòàê, â ñèëó Òåîðåìû
2.3.3 A/Vr ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì äëÿ âñåõ r è T /Vr = exp(A)/Vr

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì äëÿ âñåõ r. �

Îïðåäåëåíèå 3.3.5. [72] Ïóñòü Λ = {λ1, . . . , λm} áóäåò ñîáñòâåííûì
ôóíêöèîíàëîì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà T = {T1, . . . , Tm}. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò k = {k1, . . . , km} ∈ Zm òàêîå, ÷òî (Λ, k) ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíî (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíî) îïðåäåë¼ííûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T k1

1 ◦T k2
2 ◦ · · · ◦T km

m , òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî Λ ïîëîæèòåëüíî (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíî) îïðåäåë¼ííûé
ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë ïîëèîïåðàòîðà T .

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ðåçóëüòà-
òîâ èç âòîðîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû. Èõ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû,
ïîòîìó ïðèâîäèì èõ â ñîêðàùåíèè.

Òåîðåìà 3.3.5. [49, 72] Åñëè îáùèé ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà T ëåæèò
íà åäèíè÷íûì òîðå è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûì, òî T �ñèëüíî óñòîé÷èâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó Òåîðåìû 3.3.4, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àé, êîãäà îáùèì ñïåêòð ïîëèîïåðàòîðà T �ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
Λ =

= {cos ω1+i sin ω1, . . . , cos ωn+i sin ωn, cos ω1−i sin ω1, . . . , cos ωn−i sin ωn}
êðàòíîñòè s. Ïóñòü Λ áóäåò îïðåäåë¼ííûì è ïóñòü k0 = (k0

1, k
0
2, . . . , k

0
m) ∈

Zm áóäåò òàêèì, ÷òî (Λ, k0) � îïðåäåëåíî.

Òîãäà ýëåìåíò T k0 = T
k0
1

1 · T k0
2

2 · · · · · T k0
m

m ∈ Sp(2n,R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
óñòîé÷èâûì, ïîñêîëüêó îí îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì ïåð-
âûì èíòåãðàëîì. Èç Òåîðåìû 3.3.3 ñëåäóåò, ÷òî T �ñèëüíî óñòîé÷èâ. �

Äëÿ T ∈ Sp(2n,R) ïóñòü C(T ) îáîçíà÷àåò öåíòðàëèçàòîð îïåðàòîðà
T â Sp(2n, R).

Òåîðåìà 3.3.6. [49,72] Åñëè
⋃m

j=1 C(Tj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ ëèíåé-
íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, òî T ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T = {T1, T2, . . . , Tm} áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì
ïîëèîïåðàòîðîì è ïóñòü

⋃m
j=1 C(Tj) ñîäåðæèò òîëüêî óñòîé÷èâûå îïå-

ðàòîðû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, 2, . . . ,m} öåíòðàëèçàòîð
C(Tj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ îïåðàòîðîâ è îòñþäà, â ñèëó Òåîðåìû 1.7.3,
êàæäûé îïåðàòîð Tj ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì. Òîãäà Tj = exp(Aj),
ãäå Aj ∈ sp(2n, R) � ñèëüíî óñòîé÷èâ.

Ïóñòü òåïåðü R = {R1, R2, . . . , Rm} áóäåò äîñòàòî÷íî áëèçêèì
ê T , ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü êàæäîãî Rj. Òî-
ãäà Rj = exp(Bj), Bj ∈ sp(2n,R), Bj � ñèëüíî óñòîé÷èâàÿ ìàò-
ðèöà. Â ñèëó [60] Bj ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå Bj =
exp(−Tj)(Aj + Dj) exp(Tj), ãäå Dj ∈ C(Aj) è Tj ∈ sp(2n,R), ïî-
ñêîëüêó Bj ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê óñòîé÷èâîé ìàòðèöû Aj.
Äàëåå, ïîëó÷àåì Rj = exp(Bj) = exp(−Tj) exp(Aj + Dj) exp(Tj), è
Rj = exp(Bj) = exp(−Tj) exp(Aj) exp(Dj) exp(Tj). Ïîñêîëüêó exp(Aj)�
óñòîé÷èâà è exp(Dj)�óñòîé÷èâà, òî òàêîâîé áóäåò òàêæå ìàòðèöà

exp(Aj+Dj). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∃M > 0 òàêîå, ÷òî
∥∥∥R

kj

j

∥∥∥ ≤ M äëÿ âñåõ

kj ∈ Z. Åñëè äîïîëíèòåëüíî, Ri ◦Rj = Rj ◦Ri, òî
∥∥∥Rk1

1 ·Rk2
2 · · · · ·Rkm

m

∥∥∥ <

Mm äëÿ âñåõ (k1, k2, . . . , km) ∈ Zm. �

Òåîðåìà 3.3.7. [49, 72] Åñëè T ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì, òî⋂m
j=1 C(Tj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ îïåðàòîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T = {T1, T2, . . . , Tm} áóäåò ñèëüíî óñòîé÷èâûì
ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëèîïåðàòîðîì. Òàê êàê

T = {exp(A1), exp(A2), . . . , exp(Am)},

äëÿ íåêîòîðîãî ñèëüíî óñòîé÷èâîãî ïîëèîïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà A =
{A1, A2, . . . , Am}, òî

⋂m
j=1 C(Aj) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì äëÿ âñåõ j =

1, 2, . . . ,m. Êðîìå òîãî, èìååì

T ∈
m⋂

j=1

C(Tj) ⇔ ∀j : T · exp(Aj) = exp(Aj) · T ⇔ ∀j : TAj = AjT ⇔

T ∈
⋂m

j=1 C(Aj).
Èòàê, T ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. �

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Åñëè
⋃m

j=1 C(Tj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, òî

⋂m
j=1 C(Tj) ñîäåðæèò òàêæå òîëüêî

óñòîé÷èâûå îïåðàòîðû. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè âåð-
íûì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Íèæå ïðèâîäèì êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïî-
òåçå.

Óòâåðæäåíèå 3.3.1. [49, 72] Ñóùåñòâóþò ïîëèîïåðàòîðû T òàêèå,
÷òî

⋂m
j=1 C(Tj) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ îïåðàòîðîâ, íî

⋃m
j=1 C(Tj) ñî-

äåðæèò íåóñòîé÷èâûå îïåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì êëàññèôèêàöèþ ïàð
ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö, ïðîâåäåííóþ â , ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíèà-
íó H è �äîïîëíèòåëüíîìó� èíòåãðàëó K, ãäå

H =
ω1

2
(p2

1 + q2
1) +

ω2

2
(p2

2 + q2
2),

K =
ν1

2
(p2

1 + q2
1) +

ν2

2
(p2

2 + q2
2).

Óñëîâèå ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ðàâíÿåòñÿ äâóì, ýòî: ω1ν2−ω2ν1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôèêñèðîâàííûõ
ν1 è ν2 öåíòðàëèçàòîð C ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ïîðîæä¼ííîé èíòåãðàëàìè
H è K.

Ïîëîæèì ω1 = 2, ω2 = 2, ν1 = 2, ν2 = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ÷àñòíûé
ñëó÷àé, ãäå H = p2

1 + p2
2 + q2

1 + q2
2, K = p2

1 + q2
1 è óñëîâèå ω1ν2 − ω2ν1 6= 0

âûïîëíåíî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ α1 = 1 è α2 = 1 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
α1H + α2K = 2p2

1 + p2
2 + 2q2

1 + q2
2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Â ñèëó òåîðåìû 2.3.4, ïîëèîïåðàòîð {A1, A2} ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.
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Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëàì H è K ïðèíè-
ìàþò âèä:

A1 =


0 0 −2 0
0 0 0 −2
2 0 0 0
0 2 0 0

 A2 =


0 0 −2 0
0 0 0 0
2 0 0 0
0 0 0 0


Ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ Êîìïüþòåðíîé Ñèñòåìû

Àëãåáðàè÷åñêèõ Âû÷èñëåíèé �Mathematica�.
Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

T1 = exp(A1) =


cos(2) 0 − sin(2) 0

0 cos(2) 0 − sin(2)
sin(2) 0 cos(2) 0

0 sin(2) 0 cos(2)

 ,

T2 = exp(A2) =


cos(2) 0 − sin(2) 0

0 1 0 0
sin(2) 0 cos(2) 0

0 0 0 1

 .

Èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòî: cos(2)− i sin(2), cos(2)− i sin(2), cos(2) +
i sin(2), cos(2) + i sin(2) äëÿ ìàòðèöû T1 è 1, 1, cos(2)− i sin(2), cos(2) +
i sin(2) äëÿ T2.

Öåíòðàëèçàòîðû ìàòðèö T1 è T2 èìåþò âèä:

C(T1) = {C1 = exp


0 −k3 −n1 −n2

k3 0 −n2 −n3

n1 n2 0 −k3

n2 n3 k3 0

 : k3, n1, n2, n3 ∈ R},

C(T2) = {C2 = exp


0 0 −t1 0
0 r4 0 s3

t1 0 0 0
0 t3 0 −r4

 : r4, s3, t1, t3 ∈ R}.

Èòàê,

C(T1) ∩ C(T2) = {C3 = exp


0 0 −t1 0
0 0 0 s3

t1 0 0 0
0 −s3 0 0

 : r4, s3, t1, t3 ∈ R},
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JordanForm(C3) =


exp(−is3) 0 0 0

0 exp(is3) 0 0
0 0 exp(−it1) 0
0 0 0 exp(it1)

 .

Îòñþäà, C(T1) ∩ C(T2) ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ îïåðàòîðîâ. Çàìåòèì,
÷òî íåêîòîðûå ìàòðèöû èç C(T2) îáëàäàþò âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè. Ïóñòü, íà ïðèìåð, t1 = 3, r4 = 2

√
2, s3 = 4 è t3 = 2. Òî-

ãäà ïîëó÷àåì C2 ∈ C(T2) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè exp(±4), exp(±3i).
Èòàê, C(T1) ∪ C(T2) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåóñòîé÷èâûé îïå-
ðàòîð. �

Âûâîäû ê ãëàâå 3

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèìïëåêòè÷åñêèì äåéñòâèÿì ãðóïïû Zm. Âî
âòîðîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà îáùåãî
ñïåêòðà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïîëèîïåðàòîðà, à òàêæå íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíûõ ôîðì ñåìåéñòâ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå.

Â ýòîé æå ãëàâå ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ âïîëíå ðàçðå-
øèìûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà
ÿçûêå ñåìåéñòâ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
ïîëèäðîìèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íûì àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì èç ãëàâû âòîðîé.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû àâòîð ïðèâîäèò ïðèìåðû
ñåìåéñòâ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö ñ òåìè, èëè èíûìè ñâîéñòâàìè óñòîé-
÷èâîñòè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû:

� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ àâòîíîìíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà [11,45,46,48,50].

� Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè äèñêðåò-
íûõ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ âïîëíå ðàçðåøèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ñèñòåì è ëèíåéíûõ äåéñòâèé Ïóàññîíà ãðóïïû Zm [49, 72].

� Êðèòåðèé ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ìíîãîïåðèîäè÷åñêèõ ñè-
ñòåì Ãàìèëüòîíà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì [75].

� Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà è åãî ñâÿçü ñ
óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé àáå-
ëåâûõ ãðóïï [74].

� Íîðìàëüíûå ôîðìû ëèíåéíûõ Ãàìèëüòîíîâûõ è ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ïîëèîïåðàòîðîâ â ïîëóïðîñòîì ñëó÷àå [71].
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Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëå-
íèé Mathematica äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ äâóõìåðíûì è òð¼õìåðíûì âðåìåíåì

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïàðó ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö {A1, A2} ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êâàäðàòè÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó H è äîïîëíèòåëüíîìó èíòå-
ãðàëó K, ãäå

H =
ω

2
(p2

1 + q2
1) + κ

ω

2
(p2

2 + q2
2),

K =
d11

2
(p2

1 + q2
1) +

d22

2
(p2

2 + q2
2) + d12(p2q1 − κp1q2) + d21(κp1p2 + q1q2).

κ = ±1.
Óñëîâèå ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ïåðâûõ èíòåãðà-

ëîâ, ïîðîæäåííîé êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè H è K, ðàâíà äâóì èìååò
âèä (ñì. [59], ñëó÷àé 8)

(d11 − κd22)
2 + ωd2

12 + d2
21 6= 0.

Ïîëîæèì κ = −1, ω = 2, d11 = −2, d12 = 1, d21 = 0, d22 = 2. Òîãäà
ïîëó÷àåì

H = p2
1 + q2

1 − p2
2 − q2

2, K = −(p1 −
1

2
q2)

2 +
5

4
p2

2 +
5

4
q2
2 − (q1 −

1

2
p2)

2,

à òàêæå ñîîòâåòñòâåííûå ìàòðèöû

A1 =


0 0 −2 0
0 0 0 2
2 0 0 0
0 −2 0 0

 , A2 =


0 −1 2 0
−1 0 0 −2
−2 0 0 1
0 2 1 0


ñ íîðìàëüíûìè ôîðìàìè

J1 =


−2i 0 0 0
0 −2i 0 0
0 0 2i 0
0 0 0 2i

 , J2 =


−1− 2i 0 0 0

0 −1 + 2i 0 0
0 0 1− 2i 0
0 0 0 1 + 2i

 .

Çäåñü ìàòðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (íî íå ñèëüíî óñòîé÷èâîé, ïî-
ñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé åå ãàìèëüòîíèàí íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííûì),
à ìàòðèöà A2 - íåóñòîé÷èâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è êîðòåæ {A1, A2}

90
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íåóñòîé÷èâ.
Ñðåäè êîðòåæåé D = {D1, D2} ìàòðèö Ãàìèëüòîíà âûïîëíÿþùèõ

óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1, ò.å. D ∈ M ∩ ker adA∗ (óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåí-
ñòâàì A1D1 − D1A1 + A2D2 − D2A2 = 0 è D1D2 = D2D1) íàõîäÿòñÿ
ìàòðèöû âèäà

D1 =


0 a c 0
a 0 0 −c

−c 0 0 −a

0 c −a 0

 , D2 =


0 u w 0
u 0 0 −w

−w 0 0 −u

0 w −u 0

 .

Õîòÿ îíè äèàãîíàëèçóåìûå, íî èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä
±(a + ic), ±(a − ic) (a, c ∈ R), ò.å. èìåþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå
÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî ýòè ìàòðèöû D1, D2 íåóñòîé÷èâû, ÷òî ñîãëàñíî ñ
òåîðåìîé 2.4.1.
Ïðèìåð 2. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 7 â êëàññèôèêàöèè
Ë.Ì.Ëåðìàíà è ß.Ë.Óìàíñêîãî [59].

H =
κ

2
(q2

1 + q2
2) + ω(p2q1 − p1q2),

K =
τ

2
(q2

1 + q2
2) + σ(p2q1 − p1q2),

ãäå κ = ±1.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàòíîñòè äâà ìàòðèöû A1 � ýòî: (±iω,±iω),

ω ∈ R, ω 6= 0. Ìàòðèöà A1 èìååò äâà áëîêè Æîðäàíà ðàçìåðíîñòè äâà.
Óñëîâèå îáåñïå÷èâàþùèå, ÷òî ðàçìåðíîñòü àáåëåâîé àëãåáðû, ïîðî-

æä¼ííîé ôóíêöèÿìè H è K, ðàâíÿåòñÿ äâóì, ýòî:

κσ − τω 6= 0.

Ïîëîæèì κ = 1, ω = 0, 5, τ = 2, σ = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ãàìèëüòîíèàíû:

H =
1

2
(q2

1 + q2
2) +

1

2
(p2q1 − p1q2), K = q2

1 + q2
2,

ïðè÷¼ì ñîîòâåòñòâåííûå ìàòðèöû èìåþò âèä:

A1 =


0 −1

2 −1 0
1
2 0 0 −1
0 0 0 −1

2
0 0 1

2 0

 , A2 =


0 0 −2 0
0 0 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Íîðìàëüíûå ôîðìû Æîðäàíà ýòèõ ìàòðèö ýòî, ñîîòâåòñòâåííî,

J1 =


− i

2 1 0 0
0 − i

2 0 0
0 0 i

2 1
0 0 0 i

2

 , J2 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû A1, A2, à òàêæå êîðòåæ {A1, A2} - íåóñòîé÷èâû.
Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû D1, D2, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì îïðåäåë¼ííûì â òåîðåìå 2.4.1, ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðûõ �
÷èñòî ìíèìûå: ±ia (a ∈ R), íî èõ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Æîðäàíà èìååò
âèä

J =


−ia 1 0 0
0 −ia 0 0
0 0 ia 1
0 0 0 ia


è ïîòîìó îíè íåóñòîé÷èâû, ÷òî ñîãëàñíî ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû 2.4.1.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì òàêîé êîðòåæ A = {A1, A2}, ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé
ìàòðèö Ãàìèëüòîíà ðàçìåðíîñòè 4× 4, êîòîðûå èìåþò âèä

A1 = A2 =


0 0 −2 0
0 0 0 0
2 0 0 0
0 0 0 0

 .

Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé �build-in� ôóíêöèè: JordanDecomposition[m]
íàõîäèì ôîðìó Æîðäàíà ýòèõ ìàòðèö:

J1 = J2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −2i 0
0 0 0 2i

 .

Ïîòîì, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè ñèñòåìû Mathematica íàõî-
äèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííûì ìàòðèöàì

H1 = H2 = p2
1 + q2

1.

Òàê êàê ìàòðèöû A1, A2 ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü è ó íèõ ÷èñòî ìíè-
ìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî îíè óñòîé÷èâû; â ñèëó òåîðåìû 2.3.1 óñòîé-
÷èâ òàêæå è êîðòåæ A. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî (îòðè-
öàòåëüíî) îïðåäåë¼ííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H1
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è H2, ïîýòîìó äàííûé êîðòåæ ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.
Çàäà÷à: Ïðîâåðèòü, ÷òî âûøå óêàçàííûé êîðòåæ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèè òåîðåìû 2.4.1. Èìåííî íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû Ãàìèëüòîíà D1 è D2, êîòîðûå
âûïîëíÿþò óñëîâèÿ:

A1D1 −D1A1 + A2D2 −D2A2 = 0,

D1D2 = D2D1

è êîòîðûå íåóñòîé÷èâû.
Áîëåå òîãî, ìàòðèöû D1 è D2 äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ìàò-

ðèöàì A1, A2 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. èìååì

D1 =


a1 a2 −2 + b1 b2

a3 a4 b2 b3

2 + c1 c2 −a1 −a3

c2 c3 −a2 −a4

 ,

D2 =


u1 u2 −2 + v1 v2

u3 u4 v2 v3

2 + w1 w2 −u1 −u3

w2 w3 −u2 −u4

 ,

ãäå a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, c1, c2, c3, u1, u2, u3, u4, v1, v2, v3, w1, w2, w3 �
ýòî äîñòàòî÷íî ìàëûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà áîëüøå íóëÿ.

Ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è î÷åíü ìíîãî. Íà ïðèìåð, ìàòðèöû D1 è D2 âèäà

D1 = D2 =


0 0 −2 0
0 0 0 ε

2 0 0 0
0 ε 0 0

 ,

óäîâëåòâîðÿþò æåëàåìûì ðàâåíñòâàì. Îäíîâðåìåííî îíè îáëàäàþò ôîð-
ìîé Æîðäàíà

J1 = J2 =


−2i 0 0 0
0 2i 0 0
0 0 −ε 0
0 0 0 ε

 ,

è îíè íåóñòîé÷èâû, òàò êàê îíè îáëàäàþò äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ±ε. Èç òîãî, â ñèëó òåîðåìû 2.4.1 ñëåäóåò, ÷òî êîðòåæ A
íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.
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Ïðèìåð 4. Ïðîâåðèì ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñëåäóþùåãî êîðòåæà ìàòðèö
Ãàìèëüòîíà ðàçìåðíîñòè 6× 6:

A1 =



2i 0 0 0 0 0
0 3i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −2i 0 0
0 0 0 0 −3i 0
0 0 0 0 0 0

 , A2 =



i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Mathematica íàéäåíû áëèçêèå ê ýòèì ìàòðèöàì
ìàòðèöû

D1 =



2i 0 0 β1 β2 β3

0 3i 0 β2 β4 β5

0 0 0 β3 β5 β6

ξ1 ξ2 ξ3 −2i 0 0
ξ2 ξ4 ξ5 0 −3i 0
ξ3 ξ5 ξ6 0 0 0

 , D2 =



i 0 0 λ1 λ2 λ3

0 0 0 λ2 λ4 λ5

0 0 0 λ3 λ5 λ6

χ1 χ2 χ3 −i 0 0
χ2 χ4 χ5 0 0 0
χ3 χ5 χ6 0 0 0

 ,

âûïîëíÿþùèå ðàâåíñòâàA1D1−D1A1+A2D2−D2A2 = 0 èD1D2 = D2D1.
Ýòè óðàâíåíèÿ âûïîëíåíû íàïðèìåð äëÿ ìàòðèö D1, D2 ñëåäóþùåãî

âèäà:

D1 =



2i 0 0 0 0 0
0 3i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 β6

0 0 0 −2i 0 0
0 0 0 0 −3i 0
0 0 ξ6 0 0 0

 , D2 =



i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 β6χ6

ξ6

0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 χ6 0 0 0


,

ôîðìû Æîðäàíà êîòîðûõ ýòî

J1 =



−2i 0 0 0 0 0
0 2i 0 0 0 0
0 0 −3i 0 0 0
0 0 0 3i 0 0
0 0 0 0 −

√
β6
√

ξ6 0
0 0 0 0 0

√
β6
√

ξ6

 ,
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J2 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0
0 0 0 i 0 0

0 0 0 0 −
√

β6χ6√
ξ6

0

0 0 0 0 0
√

β6χ6√
ξ6


.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîðòåæD = {D1, D2} ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïîñêîëü-
êó åãî ñïåêòð ñîäåðæèò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèîíàëû. Èç
ýòîãî, â ñèëó òåîðåìû 2.4.1, ñëåäóåò ÷òî êîðòåæ A = {A1, A2} íå îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü òåïåðü ãàìèëüòîíîâ êîðòåæ A = {A1, A2, A3} ñîñòîèò
èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö

A1 =



i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 3i 0 0 0
0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −3i

 , A2 =



i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

A3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2i 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2i

 .

Çäåñü, äëÿ ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè êîðòåæà A = {A1, A2, A3} íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ìàòðèöû Ãàìèëüòîíà D1, D2, D3, äîñòà-
òî÷íî áëèçêèå ê ìàòðèöàì A1, A2, A3 è óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì
A1D1 − D1A1 + A2D2 − D2A2 + A3D3 − D3A3 = 0, D1D2 = D2D1,
D1D3 = D3D1, D2D3 = D3D2 � ÿâëÿëèñü óñòîé÷èâûìè. Ïðèìåíåíèå êîì-
ïüþòåðíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Mathematica ïîçâîëÿåò
íàéòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþùèå òîëüêî ÷òî ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì,
íà ïðèìåð ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé òèï ìàòðèö:



96

D1 =



i 0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ4ξ4

χ4
0

0 0 3i 0 0 0
0 0 0 −i 0 0
0 ξ4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −3i


, D2 =



i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 λ4 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0 0
0 χ4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

D3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 b4λ4

χ4
0

0 0 2i 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 b4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2i


,

ñ ôîðìàìè Æîðäàíà âèäà

J1 =



−i 0 0 0 0 0
0 i 0 0 0 0
0 0 −3i 0 0 0
0 0 0 3i 0 0

0 0 0 0 −
√

λ4ξ4√
χ4

0

0 0 0 0 0
√

λ4ξ4√
χ4


,

J2 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0
0 0 0 i 0 0
0 0 0 0 −

√
λ4
√

χ4 0
0 0 0 0 0

√
λ4
√

χ4

 ,

J3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −2i 0 0 0
0 0 0 2i 0 0

0 0 0 0 −b4

√
λ4√

χ4
0

0 0 0 0 0 b4

√
λ4√

χ4


;

Î÷åâèäíî, ÷òî êîðòåæ D = {D1, D2, D3} � íåóñòîé÷èâ, òàê êàê åãî
ñïåêòð íå ÷èñòî ìíèìûé. Ñëåäîâàòåëüíî êîðòåæ A = {A1, A2, A3} íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàõîäèòü ôîðìó ìàòðèö A1, A2, ñîîòâåò-
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ñòâóþùèõ äàííûì ïåðâûì èíòåãðàëàì H è K äëÿ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå,
àâòîð ïîñòðîèë ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ðàáîòàþùóþ â êîìïüþòåðíîé ñè-
ñòåìå Mathematica:

In[1 ] :=
Procedura[H_, K_] := Module[{}, X = {p1, p2, q1, q2};

J =


0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 ;

A1 =


a1 a2 b1 b2

a3 a4 b2 b3

c1 c2 −a1 −a3

c2 c3 −a2 −a4

 ;

Y1 = Expand[12X.J.A1.X];
T1 =
Solve[{Coefficient[H, p2

1], Coefficient[H, q2
1], Coefficient[H, p2

2],
Coefficient[H, q2

2], Coefficient[H, p1q1], Coefficient[H, p1p2],
Coefficient[H, p1q2], Coefficient[H, p2q1], Coefficient[H, p2q2],
Coefficient[H, q1q2]} == {Coefficient[Y1, p

2
1], Coefficient[Y1, q

2
1],

Coefficient[Y1, p
2
2], Coefficient[Y1, q

2
2], Coefficient[Y1, p1q1],

Coefficient[Y1, p1p2], Coefficient[Y1, p1q2], Coefficient[Y1, p2q1],
Coefficient[Y1, p2q2], Coefficient[Y1, q1q2]},
{a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, c1, c2, c3}][[1]];
A1 = A1/.T1;

A2 =


e1 e2 f1 f2

e3 e4 f2 f3

g1 g2 −e1 −e3

g2 g3 −e2 −e4

 ;

Y2 = Expand[12X.J.A2.X];
T2 =
Solve[{Coefficient[K, p2

1], Coefficient[K, q2
1], Coefficient[K, p2

2],
Coefficient[K, q2

2], Coefficient[K, p1q1], Coefficient[K, p1p2],
Coefficient[K, p1q2], Coefficient[K, p2q1], Coefficient[K, p2q2],
Coefficient[K, q1q2]} == Coefficient[Y2, p

2
1], Coefficient[Y2, q

2
1],

Coefficient[Y2, p
2
2], Coefficient[Y2, q

2
2], Coefficient[Y2, p1q1],

Coefficient[Y2, p1p2], Coefficient[Y2, p1q2], Coefficient[Y2, p2q1],
Coefficient[Y2, p2q2], Coefficient[Y2, q1q2]},
{e1, e2, e3, e4, f1, f2, f3, g1, g2, g3}][[1]];
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A2 = A2/.T2;
Print[′′A1 =′′, A1//MatrixForm,′′ and′′,′′ A2 =′′,

A2//MatrixForm]]

Ñ ïîìîùüþ äàííîé ïðîöåäóðû ìîæíî áûñòðî íàéòè ìàòðèöû A1, A2,
ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ïåðâûì èíòåãðàëàì H è K. Íàïðèìåð, äëÿ
ãàìèëüòîíèàíîâ ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå ïðîöåäóðû:

In[2 ] :=
H = p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2;

K = Expand[(p1 − q2 + p2)
2 + p2

2 + q2
2 + (q1 + p2 + q2)

2];
Procedura[H, K]
JordanDecomposition[A1][[2]]//MatrixForm
JordanDecomposition[A2][[2]]//MatrixForm

÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìûå ìàòðèöû

A1 =


0 0 −2 0
0 0 0 2
2 0 0 0
0 −2 0 0

 , A2 =


0 −2 −2 −2
−2 0 −2 −6
2 −2 0 2
−2 6 2 0


è èõ íîðìàëüíûå ôîðìû Æîðäàíà:

Out [5 ]//MatrixForm =
−2i 0 0 0
0 −2i 0 0
0 0 2i 0
0 0 0 2i


Out [6 ]//MatrixForm =
−2i

√
3− 2

√
2 0 0 0

0 2i
√

3− 2
√

2 0 0

0 0 −2i
√

3 + 2
√

2 0

0 0 0 2i
√

3 + 2
√

2


Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìàòðèöû C1, C2, èõ íîðìàëüíûå ôîðìûÆîðäàíà
è ñîáñòâåííûå ÷èñëà, äîñòàòî÷íî óæå ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû Mathematica, ò.å. ôóíêöèÿìè: Solve[eqns,
vars], JordanDecomposition[m] è Eigenvalues[m].


