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Twierdzenie Li i Yorka

Twierdzenie (Li-Yorke)

Niech F : | — | bedzie ciggte. Gdy istnieje a € /| takie, ze

F3(a) <a< F(a) < F2(a) (ew. F3(a) >a> F(a) > F2(a))

to:

T1 Dla kazdego k =1,2,... funkcja F posiada punkt okresowy
o okresie k

[T.-Y. Li, J. A. Yorke, Period three implies chaos, Amer. Math. Monthly,
82 (1975) 985-992]
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Twierdzenie Szarkowskiego

Twierdzenie (Sharkovsky)

W zbiorze N wprowadzamy porzadek <1 wedtug zasady:

3 < 5 7 < 9 <
3:2 <« 52 <« 72 <« 9.2 «
3.22 g 5.22 g 7-22 g 9.22 g

a 282 g 22 g9 2 4 1
Jesli F : | — | ma w punkt o okresie k oraz k <I/ to F ma takze punkt o
okresie /.

[0. M. Sarkovs'kil, Co-existence of cycles of a continuous mapping of the
line into itself, (Russian) Ukrain. Mat. Z, 16 (1964) 61-71]
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Twierdzenie Li i Yorka

Twierdzenie (Li-Yorke) c.d.

T2 lIstnieje nieprzeliczalny zbiér S (bez punktéw okresowych) spetniajacy
warunki:

® Dla dowolnych x,y € S jedli x # y to
limsup |[F"(x) — F"(y)] > O,

n—oo

liminf |F"(x) — F"(y)] = 0.

n—oo

@ Dla dowolnego x € S oraz p € Per(F) zachodzi:

limsup |F"(x) — F"(p)| > 0

n—oo

(tzn. S nie zawiera punktéw asymptotycznie okresowych).
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Stafe zatozenia

O (X, d) - przestrzeh metryczna zwarta,

Q@ f: X — X - odwzorowanie ciagte,
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Stafe zatozenia

Q (X,d) - przestrzen metryczna zwarta,

@ f: X — X - odwzorowanie ciagte,
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Chaos Li-Yorka

Q Pare (x,y) € X x X nazywamy chaotyczng w sensie Li i Yorka
gdy:
@ punkty x,y sa proksymalne (proximal), tzn.
liminfd(f"(x),f"(y)) =0

n—oo

@ ale nie asymptotyczne, tzn.

limsupd(f"(x),f"(y)) >0

n—oo

@ Odwzorowanie f jest chaotyczne w sensie Li i Yorka
(LY-chaotyczne) gdy
@ istnieje nieprzeliczalny zbi6r S (tzw. zbidr chaotycznie splatany -
scrambled set)
@ taki, ze dowolna para réznych punktéw zbioru S jest chaotyczna w
sensie Li i Yorka.
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Dodatkowe zatozenia o zbiorze chaotycznym

© S gesty - gesty chaos (dense chaos)

[L. Snoha, Generic chaos, Comment. Math. Univ. Carolin., 31 (1990)
793-810]
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Dodatkowe zatozenia o zbiorze chaotycznym

@ S gesty - gesty chaos (dense chaos)

@ S residualny - nie mozliwe dla odcinka

[A. M. Bruckner, T. Hu, On scrambled sets for chaotic functions, Trans.
Amer. Math. Soc., 301 (1987) 289-297]

[T. Gedeon, There are no chaotic mappings with residual scrambled sets,
Bull. Austral. Math. Soc., 36 (1987) 411-416]
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Dodatkowe zatozenia o zbiorze chaotycznym

© S gesty - gesty chaos (dense chaos)
@ S residualny - nie mozliwe dla odcinka

@ {(x,y) : x,y- para Li-Yorka} - residualny w X x X - generic chaos.

[J. Piérek, On the generic chaos in dynamical systems, Univ. lagel. Acta
Math., 25 (1985) 293-298|
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Dodatkowe zatozenia o zbiorze chaotycznym

© S gesty - gesty chaos (dense chaos)
@ S residualny - nie mozliwe dla odcinka
@ {(x,y) : x,y- para Li-Yorka} - residualny w X x X - generic chaos.
@ S C I petnej miary - chaos a.e.
[M. Misiurewicz, Chaos almost everywhere, Iteration theory and its

functional equations, Proc. Int. Symp., SchloB Hofen (Lochau)/Austria
1984, Lect. Notes Math., 1163 (1985) 125-130.]
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Wazna obserwacja

@ Dodatnia entropia topologiczna
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@ Odcinek (graf)

PTE < podkowa topologiczna = zbiér chaotyczny
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Reine Angew. Math, 547 (2002) 51-68]

© Entropia topologiczna 0

@ Istniejg odwzorowania odcinka chaotyczne w sensie Li i Yorka ale z
entropia 0
[J. Smital, Chaotic functions with zero topological entropy, Trans.
Amer. Math. Soc., 297 (1986) 269-282 ]
[V. V. Fedorenko, A. N. Sharkovskij, J. Smital, Characterizations of
weakly chaotic maps of the interval, Proc. Am. Math. Soc., 110
(1990) 141-148. ]
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Czestotliwos¢ " odskokéw” w parach Li-Yorka

@ Okreslamy trzy funkcje:

o
Ex,y, t,n)=#{i : d(fi(x), fily)) <t ,0<i< n}
° 1
ny(t) = l;nllcgf ;f(X,y, ta n)
(3]

ny(t) = I|msup Ef(x7y, tv n)

n—oo
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Czestotliwos¢ " odskokéw” w parach Li-Yorka

@ Okreslamy trzy funkcje:

o
€y ton)=#{i + d(fi(x),f(y)) <t ,0<i<n}
° 1
ny(t) = |Inrilollf ;f(X,y, ta n)
(s

. . 1
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Chaos dystrybucyjny

Q@ Pare (x,y) € X x X nazywamy dystrybucyjnie chaotyczng (DC2)
gdy:
O F;,(t) =1 dla kazdego t > 0 oraz
@ F;,(s) > Fiy(s) dla pewnego s > 0
@ Odwzorowanie f jest dystrybucyjnie chaotyczne (D,-chaotyczne)
gdy
@ istnieje nieprzeliczalny zbiér S (tzw. zbiér Do-chaotycznie splatany)
@ o tej wiasnosdci, ze kazda para jego réznych punktéw jest
D,-chaotyczna.
[B. Schweizer, J. Smital, Measure of chaos and a spectral decomposition
of dynamical systems of interval, Trans. Amer. Math. Soc. 344 (1994),
737-754] - definicje wprowadzono dla odwzorowan odcinka.
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DC1-DC3

Q DC1

0 F; (t)=1dlakazdegot>0i

® F.y(s) =0 dla pewnego s >0
@ DC2

@ F;,(t) =1 dla kaidego t > 0

@ F;,(s) > Fy(s) dla pewnego s > 0
@ DC3

0 F(s) > Fy(s) dla kaidego s € J gdzie J to pewien przedziat otwarty.
(maczeJ moéwiac [, F,(t) — Fy (t) dt > 0).

[F. Balibrea, J. Smital, and M. Stefankovd, The three versions of
distributional chaos, Chaos Solitons Fractals, 23 (2005) 1581-1583]
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Sytuacja dla odcinka

Twierdzenie (Schweizer-Smital)
Niech f : | — | bedzie ciaggte.
@ Gdy f ma entropie topologiczna 0 to
@ dla dowolnych x,y € I zachodzi F, = F, (brak pary DC3 dla f)
@ gdy liminf, o [f"(x) — f"(y)| = 0 to Fy = X(0,4)-
@ Gdy entropia topologiczna f jest dodatnia to

@ istnieje niepusty zbidr doskonaty (perfect set) P, #P > 2 ktéry jest
zbiorem dystrybucyjnie chaotycznym typu 1 (DC1).
@ istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnych x,y € P, x # y zachodzi

ny < X(8,4+00)"

[B. Schweizer, J. Smital, Measure of chaos and a spectral decomposition
of dynamical systems of interval, Trans. Amer. Math. Soc. 344 (1994),
737-754]
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DC1-DC3 na ogdlnych przestrzeniach

@ DC1 = DC2 = DC3
@ DC3 #A> DC2 #= DC1

© DC1 i DC2 s3 niezmiennikami sprzezenia topologicznego. DC3 nie jest
niezmiennikiem.
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DC1-DC3 na ogdlnych przestrzeniach

© DCl — DC2 = DC3
@ DC3 # DC2 = DC1

o [G.-L. Forti, L. Paganoni, J. Smital, Dynamics of homeomorphisms on
minimal sets generated by triangular mappings, Bull. Austral. Math.
Soc., 59 (1999) 1-20.]
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Entropia topologiczna i DC

O PTE 4= DC1

o [J. Smital, M. Stefankova, Distributional chaos for triangular maps.
Chaos, Solitons & Fractals 21 (2004) 1125-1128].
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Konstrukcja pary chaotycznej

@ Niech x,y € X. Rozwazmy ciagi {S,}, {M,} oraz ciagi pomocnicze
{cnt {pn}:

@ My =Sy > 0 (zazwyczaj zaczynamy od Sy = 1),

(2] M ZI 0(p/ +S)
0 c,M,<S,ic,— oo, (zazwyczaj ¢, = 2").

@ Jedli dla kazdego € > 0 istnieje cigg {v;} taki, ze

o d(f"(x),f"(y)) <e
o dla dowolnego n z zakresu M,, < n < M, +S,,.

@ oraz dla pewnego § > 0 istnieje ciag {y;} taki, ze
o d(f"(x),f"(y)) >0
o dla dowolnego n z zakresu M, <n < M, +5,,.
Q to x,y tworza pare dystrybucyjnie chaotyczna typu 1.
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Wygodne narzedzie

Twierdzenie

Istnieje zbiér nieprzeliczalny I' C {0, I}N taki, ze dla dowolnych x,y € '
istniejg ciagi rosnace {i,}, {Jn} o wtasnosci:

Xin = yin oraz X_I'n # .y_/'n

Dowéd.
@ Z dowolnym « € (0, 1) wigzemy pewien specjalny ciag:
e zaczynamy od rozszerzenia 0 — 1 liczby (jednego z mozliwych)
o = 0.0110111... i definiujemy
w*=0001001100110001101 0011011...

@ Ostatecznie ' = {w® : a € (0,1)}.
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Przyktad R. Pikuty

@ Niech A= {0,¢{} oraz s < t.

@ Punkt okresowy p(5t) = ($E50%)™,

©@ ma wiasnoé¢ 1 ‘p[o 1| <3
ervt):{xe{Ol} Jeshp( )_OtOX,':O}

Q@ C=N2 U2, o/(QE))  gdzie

(1) sf{s,},eN,tf{t},eNCNoraz Z, 1? < 1.
(2] Ilmlﬂook = +00.
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Podsumowanie znanych przykfadéw

Q hip(f) >0,
@ w X brak pary DC1,

© ale X zawiera pare DC2 (a nawet nieprzeliczalny zbiér dystrybucyjnie
chaotyczny typu 2).

o [ J. Smital, M. Stefankova, Distributional chaos for triangular maps.
Chaos, Solitons & Fractals 21 (2004) 1125-1128|.

e [ R. Pikuta, On some notions of chaos in dimension zero, Collog.
Math., 107 (2007), 167-177].
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Podsumowanie znanych przykfadéw

Pytanie otwarte

Czy (f,X) moze mie¢ PTE i jednoczesnie nie zawieraé pary DC27

Piotr Oprocha (AGH Chaos dystrybucyjny Bedlewo 19 /19
p!



	Troche historii
	Twierdzenie Li-Yorka
	Pary Li-Yorka
	Chaos w sensie Li i Yorka
	Dodatkowe zalozenia o zbiorze chaotycznym

	Chaos dystrybucyjny
	DC1-DC3


