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Wprowadzenie

m Rezonans parametryczny: P.L.Kapica(1951), M.G.Krein
(1950), I.M.Gelfand i V.B.Lidskiy (1955), R.Cushman i
A.Kelly (1979), M.Levi (1983), N.N.Nechoroshev,
S.Yu.Dobrochotov i A.B.Valino (1984), V.I.Arnold i
A.B.Givental (2000), M.P.W4jtkowski (1989) i inni.

m Bihamiltonowe ukfady réwnan rézniczkowych: L.M.Lerman i
Ya.L.Umanskiy (1998).
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Wprowadzenie

m Rozszerzenie metod i rezultatow teorii stabilnosci i mocnej
stabilnosci liniowych ukfadéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych i réznicowych uktadéw réwnan Hamiltona na
przypadek liniowych dziatan symplektycznych grup R™ i Z™.

m Zadanie jednoczesnego sprowadzenia skonczonej rodziny
odwzorowan liniowych do postaci " normalnej” -
nierozwigzalny problem (I.M.Gelfand, V.A.Ponomarev (1969)).
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Cel badan

m Okresdlenie warunkéw koniecznych i dostatecznych mocnej
stabilnosci dla liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan rézniczkowych Hamiltona.

m Badanie stabilnosci dyskretnych, liniowych, zupetnie
catkowalnych, autonomicznych uktadéw symplektycznych i
liniowych dziatahn Poissona grupy Z.
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Cel badan

m Okreslenie i udowodnienie kryterium mocnej stabilnosci dla
liniowych, wielookresowych uktadéw Hamiltona z
wielowymiarowym czasem.

m Znalezienie form normalnych dla liniowych polioperatoréw
Hamiltona i liniowych polioperatoréw symplektycznych w
przypadku pétprostym.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

[.V.Gajszun (1983), A.l.Perov, V.G.Zadorozny (1970): warunki
rozwiazalnosci uktadu réwnan

%:ij, (xR t,eR, j=1,....,m) (1)
8tj

gdzie A; — parami przemienne macierze Hamiltona.

Analog twierdzenia Floquet—Lyapunova dla wielowymiarowego,
liniowego, zupetnie catkowalnego réwnania ze wspdtczynnikami
okresowymi.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

A ={A1,...,An} — polioperator Hamiltona, tzn. ciagg parami
przemiennych macierzy Hamiltona.

Dla liniowego, zupetnie catkowalnego uktadu (1) macierz
fundamentalna ma posta¢ exp(A, t) := exp(Ait1 + - - - + Amtm).

Uktad (1) nazywa sie stabilnym, jezeli istnieje takie M > 0, ze
llexp(A, t)|| < M dla wszystkich t € R™.

Uktad ten nazywa sie mocno stabilnym, jezeli istnieje takie € > 0,
ze dla dowolnego polioperatora B = {Bi,...,Bn} € (sp(2n, R))™,
BioBj=BjoB; ||Bi—Ail| <e (i,j=1,...,m), nierdbwnos¢
|lexp(B, t)|| < M jest spetniona dla pewnego M > 0 i wszystkich
te R™.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Warunki dostateczne mocnej stabilno$ci zupetnie catkowalnych,
liniowych uktadéw réwnan Hamitona postaci (1).

A ={A1,...,An} — ciag macierzy prawych stron ukfadu (1).

Twierdzenie 1

Niech ukfad (1) bedzie stabilny i zatézmy, zZe istnieje mocno
stabilny element exp(\A, ty) dla pewnego ty € R™. Wtedy uktad
(1) jest mocno stabilny.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Niech £ bedzie podprzestrzenia przestrzeni C?" z symplektyczna
forma dwuliniowg [-,-]. Méwimy, ze L jest dodatnio okreslona
(ujemnie okre$lona), jezeli dla kazdego niezerowego wektora § € £
spefniona jest nieréwnoé¢ 2 [€,&] > 0 (odp. 3 [£,€] < 0).

Niech S oznacza kompleksyfikacje hamiltonowego lub
symplektycznego operatora liniowego w R?". Wartoé¢ wtasna \
operatora S nazywa sie dodatnio okre$long (ujemnie okreslona),
jesli odpowiadajaca parze (¢, ) podprzestrze wiasna (t.j.
maksymalna niezmiennicza) jest dodatnio okreslona (ujemnie
okreslona).
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Mocna stabilnos$¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Twierdzenie (M.G.Krein)

Stabilny, liniowy, hamiltonowy (lub symplektyczny) operator jest
mocno stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wartosci
wiasne sa okreslonego znaku, tzn. s3 dodatnio lub ujemnie
okreslone.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Wspdlne spektrum: dowolna rodzina parami przemiennych
zespolonych operatoréw liniowych posiada wspdlny wektor wtasny,
tzn. dla dowolnego A = {A1,...,An}, Aio Aj = Ajo A, istnieje
taki wektor h # 0, ze dla wszystkich j =1,..., m i pewnego
A={\,..., Am} € C™ zachodzi réwnoé¢ Ajh = \;h.

Element A nazywa sie wtedy funkcjonatem wtasnym,
odpowiadajgcym wspdlnemu wektorowi wtasnemu h.

Zbidér wszystkich funkcjonatéw wtasnych okresla wspdlne spektrum

o(A).
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Funkcjonat wtasny A € C™* nazywa sie okreslonym, jezeli istnieje
taki element ty € R™, ze exp(A, tp) jest dodatnio okreslona
wartoscia wtasna operatora symplektycznego exp(\A, to).

Twierdzenie 2

Jesli wspdlne spektrum rodziny parami przemiennych operatoréw
Hamiltona jest czysto urojone i okreslonego znaku, to
odpowiadajacy temu spektrum ukfad (1) jest mocno stabilny.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Twierdzenie 3

Niech A = {A1,...,An} bedzie polioperatorem Hamiltona z
wielokrotnymi funkcjonatami wfasnymi

Ay =LA Y — Ay, A = (N iR — Ay,
mz, ..., m, —odpowiadajace krotnosci, a V, — podprzestrzen
przestrzeni (R?")™ odpowiadajaca funkcjonatom wiasnym A, oraz
— A, krotnosci m,. Ponadto, niech A\V, oznacza ograniczenie
polioperatora A na te podprzestrzen. Przy tych zatozeniach
polioperator A jest mocno stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego r ograniczony polioperator A\V, jest mocno stabilny.
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Mocna stabilnos¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

R.Cushman i A.Kelly (1979) wskazali geometryczne kryterium
mocnej stabilnosci liniowego uktadu Hamiltona:

Twierdzenie

Uktad liniowy z macierza A € sp(2n, R) jest mocno stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy centralizator

C(A):={B e sp(2n,R) : [A, B] =0}

w sp(2n, R) zawiera tylko stabilne elementy, tj. pétproste macierze
Hamiltona z czysto urojonymi lub zerowymi wartosciami wfasnymi.

Dowdd tego faktu opiera sie w duzej mierze na teorii normalnych
form macierzy Hamiltona.

Inny dowdd, wykorzystujacy geometrie grupy Liego Sp(2n, R),
podat M.Levi (1983).
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Mocna stabilnos$¢ liniowych, autonomicznych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Pewne uogbdlnienia rezultatéw R.Cushmana, A.Kelly i M.Levi na
przypadek liniowych symplektycznych dziatan grupy R™.

Twierdzenie 4

Jezeli |JiZ; C(Aj) zawiera tylko stabilne liniowe operatory
Hamiltona, to ukfad (1) jest mocno stabilny.

Twierdzenie 5

Jezeli ukfad (1) jest mocno stabilny, to (i

i—1 C(A)) zawiera tylko
stabilne operatory.

Warunki dostateczne twierdzenia pierwszego nie s3 warunkami
koniecznymi, a warunki konieczne twierdzenia drugiego nie sa
dostatecznymi.
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Zdefiniujemy "diagonalne dotaczone” dziatanie m grupy
symplektycznej Sp(2n, R), przestrzeni liniowej sp(2n, R)™ w
nastepujacy sposéb:

7T(g; {A17 A27 cee 7Am}) = {gAlg_lagA2g_17 R 7gAmg_1}'
Stabilizator punktu A = {A;1, Az, ..., Am}T — to podgrupa
Stab(A) = {g € Sp(2n,R) : [Aj,g] =0,/ =1,2,...,m}.

Oznaczymy przez stab(.A) odpowiadajaca podalgebre Liego. Dla
A € sp(2n, R) okreslimy operator liniowy

ada : sp(2n, R) — sp(2n, R), adaB = [A, B] = AB — BA.
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Pochodna czastkowa Dy dziatania

m:5p(2n, R) x sp(2n, R)™ — sp(2n, R)™
w punkcie (e, A) jest réwna

Dim(e, A)U = {ada,U,ada, U, ... ,ada, U} (U € sp(2n, R)).
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Stad wynika, ze jesli wszystkie operatory A1, Az, ..., Am s3
pdtproste, to orbita

orb(A) = {n(g; {A1,A2,...,Am}) : g € Sp(2n,R)}

jest zamknieta i przestrzen styczna do tej orbity w punkcie
A={A1,Az,...,An}T jest izomorficzna (jako przestrzen
wektorowa) z przestrzenia ilorazowa

im ad 4/stab(A)™ := {(ada, U, ... ,ada, U) + stab(A)"

Uesp(2n,R)}
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Dziatanie m zachowuje warunek przemiennosci, dlatego
wprowadzimy zamkniety niezmienniczy podzbiér M C sp(2n, R)™,
jako podzbiér rozwigzan ukfadu [A;, Aj] =0 (i,j=1,2,...,m) w
sp(2n, R)™. Ogodlnie mdéwiac, M ma osobliwosci, dlatego dalej
bedziemy zakfada¢, ze ciag A = {A1, Az, ..., Am} prawych czesci
uktadu (1) zawiera elementy pdtproste, co zabezpiecza
zamknietos¢ orbity tego ciggu i istnienie przestrzeni stycznej do
rozmaitoéci M w punkcie A.

Stwierdzenie 2

Przetrzen styczna do M w punkcie A jest réwna
TuM = {{G, ..., Cn} € 5p(2n,R)™ : ada, C; = ada, G;;
ih,j=1,2,...,m}.
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Na algebrze Liego sp(2n, R) okreslono iloczyn skalarny tr(AB).
Rozszerzamy ten iloczyn skalarny " po wspétrzednych” na
przestrzen sp(2n, R)™, a mianowicie, dla

A={A1,...,An}T, B={Bi1,...,Bn}" €sp(2n,R)™,

okredlamy (A, B) = > tr(A;B;).
j=1
Stwierdzenie 3
CiagC ={C1,Co,...,Cn} T € sp(2n, R)™ jest ortogonalny do
orbity w punkcie A = {A1,As,...,Am}" wtedy i tylko wtedy, gdy

S [Ai, C] = 0.
i=1
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Jesli oznaczymy przez ad 4+ ciag operatoréw liniowych

{adAl, adA2, ce ,adAm},

to mozemy utozsamial przestrzen styczna w punkcie

A € sp(2n, R)™ z im ad 4 /stab(.A)™ & ker ad 4+, gdzie

im ad 4 /stab(.A)™ jest przestrzenia styczna do orbity w punkcie A,
a kerad 4+ jest dopetnieniem ortogonalnym.

Lemat 1 (O otoczeniu "rurkowatym™)

Niech polioperator Hamiltona A = {A1, Az, ..., Am} € sp(2n, R)™
bedzie pétprosty. Wtedy istnieje dyfeomorfizm otoczenia
A € sp(2n, R)™ na otoczenie zera w

sp(2n, R)/stab(A) @ ker ad 4+.
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Whiosek: kazdy ciag B = {Bi, B2, ..., Bm} w sp(2n, R)™
dostatecznie bliski pétprostemu ciagowi A = {A1, Az, ..., An}
mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako przesuniecie przy
diagonalnym dotaczonym dziataniu grupy Sp(2n, R) na sp(2n, R)™
pewnego ciagu C = {C;, Gy, ..., Cp}, ortogonalnego do orbity
elementu A.

Lemat 2 (O adaptowanym "rurkowatym” otoczeniu)

Niech polioperator A = {A1, Az, ..., Am} € M bedzie pétprosty.
Wtedy kazdy operator B € M dostatecznie bliski do A, mozna
jednoznacznie przedstawic jako przesuniecie przy diagonalnym

dofaczonym dziataniu pewnego elementu D € M, ortogonalnego
do orbity.
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Metoda orbit i mocna stabilnos$¢ liniowych, zupetnie
catkowalnych uktadéw réwnan Hamiltona

Gtéwny rezultat:

Twierdzenie 6

Pétprosty polioperator Hamiltona A jest mocno stabilny wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy ciag D € M N ker ad 4+, dostatecznie bliski
do A, jest stabilny.

Jako czedciowe przypadki tego rezultatu mozna wyprowadzi¢
warunki dostateczne mocnej stabilnosci z twierdzenia 4, jak réwniez
warunki konieczne mocnej stabilnosci, okreslone w twierdzeniu 5.
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

Przyktad. Rozpatrzmy polioperator Hamiltona A = {A1, Az, A3}
ztozony z nastepujacych macierzy

i 00 0 0 O i 00 0 00O
00 0 0 0 O 000 O 00O
A1:003i000 A2:000000
000 — 0 0 |’ 000 — 00
00 0 0 0 O 000 0 00O
00 0 0 0 -=3i 000 O 00O
00 0 00 O
00 0 00 O
A3:002i000
00 0 00 O
00 0 00 O
00 0 00 —2
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

W tym przypadku, dla mocnej stabilnosci polioperatora A
konieczne i dostateczne jest, aby wszystkie macierze Hamiltona D,
D,, D3, wystarczajaco bliskie macierzom Aj, Az, Az i spetniajace
réwnosci A1D; — D1A1 + AsDy — DyAy + A3Ds — D3Az = 0,
D1D2 = D2D1, D1D3 = D3D1, D2D3 = D3D2 byJ(y stabilne.
Zastosowanie pakietu Mathematica pozwala znalezé macierze
spetniajace powyzsze warunki, na przyktad otrzymujemy
nastepujacy typ macierzy:

i 0 0 O 0 0
0 0 0 0 (Méa)/xa O
Dy = 0 0 3/ O 0 0
0 0 0 —i 0 0
0 & 0 0 0 0
0 0 0 O 0 —3j
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

W tym przypadku, dla mocnej stabilnosci polioperatora A
konieczne i dostateczne jest, aby wszystkie macierze Hamiltona D,
D,, D3, wystarczajaco bliskie macierzom Aj, Az, Az i spetniajace
réwnosci A1D; — D1A1 + AsDy — DyAy + A3Ds — D3Az = 0,
D1D2 = D2D1, D1D3 = D3D1, D2D3 = D3D2 byJ(y stabilne.
Zastosowanie pakietu Mathematica pozwala znalezé macierze
spetniajace powyzsze warunki, na przyktad otrzymujemy
nastepujacy typ macierzy:

i 00 0 0 0
0 0 0 0 XN O
00 0 0 0 O

D2=19 0 0 i 0 o
0 ya 0 0 0 O
000 0 0 O
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

W tym przypadku, dla mocnej stabilnosci polioperatora A
konieczne i dostateczne jest, aby wszystkie macierze Hamiltona D,
D,, D3, wystarczajaco bliskie macierzom Aj, Az, Az i spetniajace
réwnosci A1D; — D1A1 + AsDy — DyAy + A3Ds — D3Az = 0,
D1D2 = D2D1, D1D3 = D3D1, D2D3 = D3D2 byJ(y stabilne.
Zastosowanie pakietu Mathematica pozwala znalezé macierze
spetniajace powyzsze warunki, na przyktad otrzymujemy
nastepujacy typ macierzy:

0

O O O O o

0
0
0
0

&

0

cooMNoo

0

(baXs)/xa
0

O O O O oo
O O O O o

0
0
0

|
N
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

Odpowiednie formy Jordana maja postaé

- 0 0 0 0 0
0O /+ O 0 0 0

gy = 0 0 -3/ 0 0 0
0 0 0 3i 0 0
000 0 0 —(Vi&)/yxa 0
00 0 0 0 (VAsca)//Xa
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

Odpowiednie formy Jordana maja postaé
00 0 O 0

b

Il
coooo
coooo
oo - oo

o
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

Odpowiednie formy Jordana maja postaé

00 0 O 0 0
00 0 O 0 0
L |00 -2 0 0 0
00 0 2 0 0
00 0 0 —(bavAa)//Xa 0
00 0 0 0 (bav/Aa)/v/Xa
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Zastosowanie pakietu Mathematica do okreslenia mocne;j
stabilnosci liniowych uktadéw Hamiltona

Odpowiednie formy Jordana maja postaé

00 0 O 0 0
00 0 O 0 0

L |00 -2 0 0 0
00 0 2 0 0
00 0 0 —(bavAa)//Xa 0
00 0 0 0 (bav/Aa)/v/Xa

Oczywiste jest, ze ciag D = { D1, D, D3} jest niestabilny,
poniewaz jego spektrum nie jest czysto urojone. Stad wynika, na
mocy twierdzenia 6, ze polioperator A = {A1, Az, A3} nie jest
mocno stabilny.
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