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Wyklad 1

Przyklad 1

Znalez¢ funkcje y = y(x), taka, ze

dy _

dx—w@) (y' = ay).

Rozwiazanie: y(z) = Ce®, dla dowolnej liczby rzeczywistej C.
Jesli zadamy warunek poczatkowy y(z¢) = Co, to Co = Ce®™, czyli C' = Coe **0.

Ogolniej, bedziemy rozpatrywaé¢ rownanie rozniczkowe

y =flx,y) wy€R, (1.1)

tzn. poszukiwaé funkcji rozniczkowalnej y: R — R, takiej aby réwnanie to byto spetnione.

Uwagi:

Réwnanie ma nastepujaca interpretacje geometryczng: styczne do wykresu szukanej funkeji
y w punkcie (z,y(x)) sa nachylone do osi odcietych pod katem o tangensie réwnym f(z,y(x)).
Inaczej méwige, wektor styczny do wykresu, parametryzowany zmienng x: (g—i, j—g) (inne ozna-
czenie: (&,7)) jest réwny (1, f(z,y(z))). Na ogdt kropka oznacza pochodna po zmiennej t,

nazywanej czasem. Jedli t = x to (%,y) = (1, f(z,y)), czyli réwnanie ma postaé uktadu:

{¢=1

y=flz,y)

Problem rozwigzania réwnania sprowadza sie zatem do znalezienia krzywych z(t), y(t), spet-
niajacych dany uktad.

Jesli f(xz,y) = f(y), tzn. f nie zalezy od czasu z, to méwimy, ze réwnanie jest autonomiczne,
W przeciwnym razie, ze jest nieautonomaiczne.

Przyktad 2 (Jak powstaje réwnanie rézniczkowe)

Jesli przez k oznaczymy roczne oprocentowanie, natomiast przez N, - kapital poczatkowy,
to, przy zalozeniu, ze kapitalizacja nastepuje co rok, po T latach mamy kwote Ny(1 + k).
Przypusémy, ze kapitalizacja nastepuje czesciej, w odcinkach czasu %, 7 oprocentowaniem %
Wtedy po T latach mamy kwote No(1 + %)"T Gdy n — oo mamy Np = NyetT, czyli wiecej

niz No(1 + k)T (Zauwazmy, ze 1 + k jest czescig liniows funkcji k — ef w punkcie 0).
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Rysunek 1.1: Réwnanie autonomiczne y' = ay

trajektoria

y

Rysunek 1.2: Réwnanie nieautonomiczne, funkcja f zalezy od czasu t

Do zagadnienia tego mozna podejs$¢ inaczej:
Po czasie At(= 1) mamy przyrost kapitatu

Nt+At - Nt — I{;AtNt

W granicy, dla At — 0 mamy

— = kN, 1.2
dt ts ( )

a to réwnanie rézniczkowe ma rozwigzanie N, = Nge*, jesli w momencie t+ = 0 wartoécia
rozwigzania jest Ny.

Obie metody prowadza do tego samego wyniku. Rozwiazanie réwnania (1.2) mozna za-
tem znalez¢ rozpatrujac kolejne przyblizenia, krok po kroku. Sposéb ten nazywa sie otwartym
schematem FEulera.



Wyklad 1 5

prawdziwa
trajektoria

trajektoria schematu Eulera

Rysunek 1.3: Schemat Eulera

Przyklad 3 (Rozmnazanie bakterii)

Po czasie T mamy Ny(1 + k)7 bakterii, jesli po czasie 1 kazda bakteria dzieli si¢ na k + 1.
Jesli jednak bakterie dziela sie nie wszystkie jednoczesnie, po uptywie catkowitej liczby jedno-
stek czasu, ale kazda w innym momencie, mozna przyjac, ze po czasie % podzieli sie ich %,
zatem bedzie ich No — 20+ Mo(1 4 k) = Ng + 2ok = Ny(1+ £). Stad po czasie T liczba bak-
terii wynosi¢ bedzie No(1 + %)”T Sytuacja jest wiec analogiczna do poprzedniego przyktadu.
Zmiane liczby bakterii w czasie mozna opisa¢ tym samym roéwnaniem.

Przyktad 4 (Efektywnos$é reklamy)
Ponizsze réwnanie opisuje rozchodzenie sie informacji o produkcie.

dx

— =kx(N — x), 1.3
= ka(N — 1) (13)
gdzie = x(t) oznacza liczbe 0séb, ktore po uplywie czasu t wiedza o produkcie, natomiast
N - liczebno$¢ populacji. Oczywiscie 0 < x < N. Z réwnania tego wynika w szczegdlnosci,
ze reklama rozchodzi sie najszybciej, gdy potowa oséb wie o produkcie. Jesli o produkcie wie
niewiele os6b lub prawie wszyscy, liczba poinformowanych wzrasta wolno.

N

x (t)

e

g

Rysunek 1.4: Rozchodzenie si¢ wiedzy o produkcie
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Réwnanie (1.3) mozemy rozwiazaé przez rozdzielenie zmiennych:

1 dz

Catkujac lewa strone przez podstawienie, otrzymujemy:

/mdx:/kdt—l-C’.

(Formalnie mozna bylo od razu napisa¢

dz
z(N — )

/ﬁ://@dﬁa

Catkowanie przez podstawienie jest uzasadnieniem poprawnosci tych napisow. Mozna takze
powolaé sie na jezyk form rézniczkowych).

— kdt,

czyli

Nastepnie, uzywajac rozktadu 171) na utamki proste, otrzymujemy:
/ d:v—l—/ dx) = kt+C,
—x
log |z| +1log |N —z| = Nkt +C.

C oznacza tutaj dowolng stata, dlatego zamiast NC', piszemy C.

W ostatnim réwnaniu mozemy |z| zastapi¢ przez z, gdyz dla 0 <z < N mamy % > 0,
zatem xz(t) jest funkcja monotoniczng rosnaca; jej warto$¢é nie moze spasé ponizej 0. Podobnie
|N — x| mozna zastapié¢ przez N — x (x < N). Jesli nawet w pewnym momencie tg: 2 = N, to
dalej, dla t > ty, x(t) =N, bodlaxz = N: 1 =kx(N —xz)=0.Dlaz > N réwnanie mozemy
uzna¢ za nieokreslone, ze wzgledu na interpretacje fizyczna. Mozna je jednak dookresli¢, np.
tym samym wzorem (1.3). Wowczas x(t) > N, jesli 2(0) < N, nie jest mozliwe, bo dla x > N,

& — kg(N —z) < 0.

-

Zatem
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Stad
C@th
t)=N——FF—.
z(t) 1 4 CeNkt
Stala C' mozna wyliczy¢ z réwnania xz(0) = N HLC

Przyktad 5 (Mechanika)

Zachowanie N czastek w przestrzeni R® opisujg réwnania Newtona:

mi = F(t,z,&), tzn. )
gdzie x = (z1,...,2x5) € RN, 2; € R? oznacza polozenie i-tej czastki, za$ m; - jej mase.
F jest sita, zadang np. przez energie potencjalng:
0 0 0
F(tz,2,)=——U(x) = —(=—U,...,—U 1.6
(t2.8.) = =5-U(e) = ~(5V..... =), (1.6

U oznacza potencjal, ktory moze mie¢ rézna posta¢ w zaleznosci od rozpatrywanej sytuacji,
np.:
m;m,;
U= Z ———7 _ _ potencjal Newtona.
2w~ |

Zbior R3N nazywamy przestrzeniq konfiguracyjng, natomiast zbior {(z, %)} - przestrzeniq fa-

zowq. Przez doltaczenie wspolrzednej czasu, otrzymujemy {(¢,x)} - rozszerzong przestrzen kon-
figuracyjng oraz {(t,z, %)} - rozszerzong przestrzen fazowaq.

Przyktad 6 (Pojedyncza czastka w polu grawitacyjnym)

Zachowanie czastki pod wplywem sit grawitacji opisane jest rownaniem rézniczkowym dru-
giego rzedu:
mi = —mg. (1.7)

Symbol g oznacza przyspieszenie ziemskie. Aby rozwigzaé¢ powyzsze réwnanie, zastepujemy
je uktadem dwu réwnan pierwszego rzedu, poprzez wprowadzenie nowej zmiennej v (oznacza-

jacej predkosé czastki):
T =
muv = —mg.

v=—gt+ Ch,
r=—3t°g+ Cit + Cs.

Otrzymujemy

State ', Cy oznaczaja odpowiednio predkos$é i potozenie czastki w chwili ¢ = 0.

Przyktad 7 (Drgania - oscylator harmoniczny)

T=—x (1.8)

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wprowadzamy zmienng pomocnicza v i zapisujemy
rOwnanie w postaci uktadu
T ="
{ V= —2I.
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Rysunek 1.6: Oscylator harmoniczny

2 2

. . _ x‘ U‘ . . Ve 7 . . V4
Rozwazmy funkcje E(z,v) = % + %. Zauwazmy, ze otrzymany uktad rownan mozna zapisaé
w postaci

. — OF

x o,

o= —9E
or

Tego typu uktady nazywamy ukiadam: Hamiltonowskimi. Funkcja E jest stala na trajekto-
riach uktadu. Mozna si¢ o tym przekonaé rézniczkujac funkcje E(x(t), v(t)):

dE. OF . OFE . OFOE OEOE

E_a_x“%'”:axav ov Or

Funkcje E nazywamy energiq, sktadnik "’“’2—2 - energiqg potencjalng, zas g - energiqg kinetyczng.
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Definicja 2.1 Réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n:
Rownanie
F(t,x, @&, ..., ™) =0, (2.1)

gdzie F: R4 +D) s R oxnacza réwnanie dla krzywej x(t), w przestrzeni R?. Rozwigzaniem
(trajektoria, krzywa catkowa) tego réwnania nazywamy kazdg krzywq x(t) takq, Ze

F(t,z(t),&(t),...,z™(t) = 0.

Uwaga
Réwnanie (2.1) mozna interpretowaé nieco inaczej, traktujac z, &, . . ., 2™ jako zmienne nie-
zalezne. Rozwigzaniem nazywamy wowczas krzywa, (t, z(t), ..., 2™ (t)) w R4+ spetniajaca

(2.1), taka, ze
dv | d"z

— =t),..., —
dt o(t), " dtn

Réwnanie typu (2.1) nazywamy réwnaniem w postaci uwiklanej, natomiast o réwnaniu

= x(")(t).

2™ = f(t,x,..., 2" Y) (2.2)

mowimy, ze ma postac rozwikiang. Takie réwnanie mozna zastapi¢ rownaniem autonomicznym
(tzn. z prawa strona niezalezna od czasu t) rzedu 1, réwnowaznym uktadowi n + 1 réwnan:

i‘n—Q = Tp—1
i‘n—l = f(t,l‘,fﬁl, ---al‘n—l)-

\

Twierdzenie 2.1 (Peano) Oznaczmy K = [to,tg + a] x {||z — x| < b} C R™'. Niech
F: K — R™ bedzie funkeja ciggla, sup ek [|[F(t, 2)|| = M. Wtedy zagadnienie Cauchy’ego,
znalezienia takiej funkcji x(t), Ze

&= F(tx) (2.3)

i spelniony jest warunek poczgtkowy x(tg) = xo, ma rozwigzanie na odcinku [tg,ts + «f,
« = min(a, %) (na kraticach przedziatu [to, to+ «, & oznacza pochodng odpowiednio lewo-, pra-
wostronng).
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Lemat 2.1 Zagadnienie Cauchy’ego (2.3) ma rozwigzanie x(t) réiniczkowalne na odcinku
[to, t1) lub [to, t1] wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie calkowe:

z(t) = xg —|—/t F(s,x(s))ds (2.4)

ma rozwigzanie ciggte
Uwaga: Jesli (2.4) ma rozwigzania ciggle, to z cigglosci F rozwigzania te sq automatycznie
klasy Ct, jako lewa strona réwnania (2.4).

Dowdd lematu

Przypus$émy, ze funkcja x(t) spelnia warunek (2.3). Caltkujac obie strony réwnania
#(s) = F(s,x) w granicach od ¢y do t i korzystajac z x(ty) = zo otrzymujemy:

£(t) — x(to) = / F(s,(s))ds,
czyli

z(t) = o —i—/ F(s,z(s))ds.

to

Aby udowodni¢ druga implikacje wystarczy zrézniczkowaé stronami rownosé (2.4).

Uwaga

Ma sens pytanie o istnienie rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego jesli F' nie jest ciagte, wérod
funkcji x(t), bezwzglednie ciggtych, tzn. speliajacych

n n
Ves 03550V <t <to<ty <...<tn<ts, Zt; — i <d= Z z(t) — 2(t;)] <e.
i=1 i=1

Dla takich funkcji # istnieje bowiem prawie wszedzie oraz ftz & =x(t) — x(ty) (calka w sensie
Lebesgue’a), mozna wiec w szczegdlnosci przej$é do rownania (2.4).

Dowdd twierdzenia Peano

Dla dowolnej liczby naturalnej n definiujemy na przedziale [tg, ty + o funkcje z,(t), kolejno

na odcinkach [ty + £a, tg + ], £k =0,1,...,n — 1, wedlug wzoru:
xn(tO) = Xy,
() (t +/IC )+F(t+k (1t+/IC ) - (¢ (t—i—k ) (2.5)
Tp = I, —a -, T, —a)) - (t — —a)), :
*Tn " " "

dla t € (to + £, tg + “ta]. Ta definicja ma sens jedli ||z, (ty + £a) — zo|| < b. Sprawdzimy te
wlasno$¢ ponizej:

Przypusémy, ze istnieje liczba t; : ty < t1 < tg+a taka, ze ||z, (t1) — x| = bidlaty <t <t
mamy ||z, (t;) — zo|| < b; w szczegdlnosci definicja wzorem (2.5) ma sens dla t < ¢;.



Wyklad 2 11

Rysunek 2.1: Tw. Peano. Rozwiazanie jest granicg tamanych Eulera.

Funkcje x,(t) sa ciagte w sensie Lipschitza ze stata M tzn.

Viveltntorall|2n(t) = za(t)| < M - [t — 1],

gdyz na odcinkach [ty + £a,tg + £a] sa afiniczne z pochodng F(ty + Lo, z,(t + £a)),

a ||[F|| < M. Istnienie #; prowadzi wiec do sprzecznosci, poniewaz

b
Powyzsza metoda mozemy wiec okreslié z,, dlat <to+ait <o+ L. Krzywa (f,z,(t)) bedzie
wowczas zawarta w K.
Jako Lipschitzowskie ze wspoélng stata M, funkcje z, sa jednakowo ciggle, tzn.

va E|(5vnvt,t’

t—t' < 6= |lzn(t) — zp(t)] < e.

Zatem z twierdzenia Arzeli-Ascoliego z ciagu x,, mozna wybraé¢ podcigg jednostajnie zbiezny.
Dla uproszczenia oznaczen mozemy przyjaé, ze sam ciag x, zbiega jednostajnie do pewnej
funkeji z(t). Pokazemy ze funkcja ta jest rozwiazaniem problemu Cauchy’ego. W tym celu, na
podstawie lematu, wystarczy wykazaé, ze jest rozwiazaniem catkowej postaci (2.4) problemu
Cauchy’ego.

Oznaczmy @, (t) = F(tg + Lo, z,(tg + Ea)), dla t € [to + Ea, to + Bl ). Wowezas

a(t) = 20 +/t ®,(s)ds.

to
Zachodzi takze ®,(s) = F(s,z(s)), poniewaz ,(to + £a) =~ 2(ty + £a), a funkcja F jest
jednostajnie ciggla. Zatem
t t

z(t) = lim z,(t) =xo+ lim [ ®,(s)ds = xg —1—/ lim ®,(s)ds = xy + /tF(SU(S))dS.

n—oc n—oc n—oc
to to to

Powyzsza réwnosé¢ konczy dowod twierdzenia Peano.
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Uwagi:

1. Szukanie rozwigzania rownania rozniczkowego powyzszg metoda, przez definiowanie ciggu
T, nazywa si¢ otwartym schematem FEulera. Metoda ta zostata juz wspomniana w wykta-
dzie 1.

2. Kazdy zbiezny podciag ciggu x,, daje w granicy rozwigzanie problemu Cauchy’ego. Udo-
wodnienie jedynosci rozwiazania implikowa¢ wiec bedzie, ze wszystkie zbiezne podciagi
(a zatem takze caly ciag x,) sa zbiezne do x(t).

Twierdzenie 2.2 (Picarda-Lindel6fa)

Jedli, jak poprzednio, F: K — R™ gdzie K = [tg,ty+ a] X {||x — 2] < b} C R™"' oraz
supg ||F|| < M i F jest ciagta oraz ciagta w sensie Lipschitza w kierunku x ze stata L, tzn.:

Vita).per |F(t2) = Fy)l < L-llz =yl

to istnieje dokladnie jedno rozwiazanie problemu Cauchy’ego na odcinku [t,to + '], gdzie
b 7) dla dowolnie ustalonej liczby 0 < 7 < 1.

Rysunek 2.2: Niejednoznacznos¢ rozwigzan problemu Cauchy’ego.

o' = min(a

Przyklad (Rysunek 2)
Rozwazmy nastepujace rownanie rozniczkowe:
t=2°, 0<pB<1, z>0.

Stosujac metode rozdzielania zmiennych otrzymujemy:

oo
B

o ile x # 0, wiec

' = O+t

z(t) = (1=p)r

‘H

(t—C)es

@
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dla t > C (zamieniliémy w oznaczeniach C' na —C'). Dla t = C to rozwiazanie przedtuza sie do
z(C) = 0. Mamy woéwcezas prawostronng pochodng #(C) = 0. Istnieje takze inne rozwiazanie:
z(t) = 0. Zatem dla zadnego ty € R nie ma jednoznacznosci rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego
z warunkiem poczatkowym, z(¢y) = 0.
Dowéd twierdzenia Picarda-Lindelofa
Zauwazmy, ze operator L, zdefiniowany wzorem
t
L(u)(t) =z + / F(u(s))ds
to

przeprowadza przestrzen C funkceji ciagtych z [tg, to + @'], o wartosciach w zbiorze
{l|z — xo|| < b} C R™, takich, ze u(ty) = xo w siebie, gdyz

260 =0l < [ IF(s.u(s)lds < M7 = b

Ponadto L jest kontrakcja. Zaldézmy bowiem, ze mamy dwie funkcje u(t), v(t) € C. Wtedy dla
kazdego to <t < tg+ o':

[£(u)(t) = L0)B)]| = ||/tt(F(U(S))—F(v(S))dSI|

IN

L / Ju(s) — v(s)||ds

< 7o sup Juls) —o(s)]]
to<s<to+a'

Przestrzen C, na ktorej dziata £, jest w metryce sup, ||u(s) — v(s)|| zupelna. Zatem z twier-
dzenia Banacha o odwzorowaniu zwezajacym istnieje dokladnie jeden punkt staty u = L(u).
Funkcja u jest rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego.

O

Uwagi:

1. Istnienie rozwigzania udowodnilismy juz w Tw. Peano. W dowodzie T'w. Picarda-Lindelofa
nowoscig byta jedynos$¢ rozwigzania, prawdziwa dzigki lipschitzowskosci F'.

2. Warunek o/ < Z < 1 jest tylko techniczny. Gdyby so < a (a - stala z twierdzenia Peano)
byt ostatnim czasem, takim, ze Ve, 0] u(s) = v(s), powyzsze twierdzenie zastosowane
dla tg = sg, datoby réwnosé u(s) = v(s), takze w pewnym przedziale [sq, so+¢], co przeczy
definicji sy.
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Definicja 3.1 Zatozmy, zZe funkcja F jest okreslona na obszarze otwartym G C R x R™. Mo¢-
wimy, Ze dla u,v - rozwigzan réwnania & = F(t,z), na odcinkach czasu (otwartych, otwarto-
domknietych lub domknietych) v przedtuza u (piszemy u C v), jeieli wykres u jest zawarty
w wykresie v.

Jest to relacja czesciowego porzadku. Dla dowolnego liniowo uporzadkowanego podzbioru
rozwigzan istnieje rozwiazanie u, zawierajace jego wszystkie elementy (jako u nalezy wziaé
sume teoriomnogosciowa danego podzbioru). Zatem, z lematu Kuratowskiego-Zorna, dla kaz-
dego rozwiazania u, istnieje rozwiazanie v, ktére juz nie da sie przedtuzyé¢ (maksymalne w sensie
inkluzji). Takie rozwiazanie nazywa sie wysyconym.

Mozliwo$¢ rozszerzenia dowolnego rozwigzania u do rozwigzania wysyconego mozemy udo-
wodni¢ takze w sposob czysto analityczny, poprzez przedhuzanie u do rozwigzania takiego, ze
na jego dziedzinie (a,b), dla t — a lub ¢t — b zachodzi u(t) — 0G. Takie rozwiazanie musi
by¢ wysycone, gdyz w przeciwnym wypadku jego dalsze rozszerzenie przechodzitoby przez 0G,
czyli nie bytoby zawarte w G (gdyz z zalozenia G jest zbiorem otwartym).

Uwaga

Poniewaz G jest zbiorem otwartym, dziedzina rozwigzania wysyconego u moze by¢ tylko
przedzial otwarty (a,b), —oo < a < b < oo. Gdyby dziedzina u byt np. odcinek (a,b], to
u(b) € G i uw mozna by przedtuzyé¢ na [b,b + €) z Tw. Peano (to rozumowanie zawarte jest tez
w dowodzie ponizszego Tw. 3.1).

Twierdzenie 3.1 Jesli u jest rozwigzaniem wysyconym na dziedzinie (a,b), to dlat — a, t — b
mamy u(t) — 0G lub t — 00 lub u — oo.

Dowéd twierdzenia 3.1
Przypusémy, ze u jest rozwigzaniem wysyconym. Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej
n zdefiniujmy:

En={(t2) € G: p.((t,2),0G) > ~ i][(t,2)|| < n}.

SIS

o ile OG jest niepusty (p. oznacza odleglosé euklidesowa w R x R™). W przeciwnym przypadku
niech:

B, ={({t,2) : (1, 2)]| < n}.
Oznaczmy sup; . ep, ||F(t, )| symbolem M,,.

vnarnv(t,u(t))GEan t<7<t+71,= (T: U(T)) € En+1-

14



Wyklad 3 15

1
7n+1)

1
n

Za T, mozna wzigC np. —4; o
n

Bez straty ogélnosci mozemy rozpatrywaé jedynie t — b oraz przyjaé, ze b # oo (jezeli
b = o0, to teza twierdzenia jest prawdziwa). Przypusémy, ze dla t — b teza nie zachodzi. Zatem
istnieje ciag rosnacy t, b oraz k, takie, ze dla kazdego n, (t,,u(t,)) € Ei. Dla dostatecznie
duzych N (n > ng) mamy t, —t, 1 < 7,, wiec u(t) € Fyyq dla t > t,,. Stad wynika, ze
u(t) jest ciagta w sensie Lipschitza ze stala My, , zatem przedtuza sie do b w sposob ciagly.
Poniewaz @ = F(t,u(t)) oraz F jest ciagta w u(b) € Eyy1 C G, wiec @ tez jest lewostronnie
ciagta w b. Zatem (Analiza I) u ma pochodna lewostronna w b, réwna lim;_,;, @(t). Z twierdzenia
Peano istnieje rozwiazanie v na [b, b + £] z warunkiem poczatkowym v(b) = u(b). Zatem u U v
przedtuza u, co jest niemozliwe, gdyz u jest z zalozenia rozwigzaniem wysyconym.

OJ

Uwaga

7 powyzszego dowodu wynika nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.1 Jesli u(t) jest rozwigzaniem réwnania u(t) = F(t,u(t)) na (a,b) oraz ist-
nieje granica limy ~, F'(t, u(t)) = F, to u(t) przedtuza si¢ ciggle do t = b i pochodna lewostronna
u(b) = F.

Nastepujaca konstrukcja, wspomniana juz przy dowodzie istnienia rozwiazan wysyconych,
pozwala przedtuzy¢ dowolne rozwigzanie do pewnego rozwiazania wysyconego i pokazuje, ze
dla tego rozwiagzania teza twierdzenia (3.1) zachodzi: Przypusémy, ze u, okreslone na (a,b)
nie jest wysycone, powiedzmy, z prawej strony. Zatem mozemy je przedtuzy¢ przynajmniej
do (a,b]. (Nie musimy korzysta¢ z Stw. 3.1, tzn. z rozumowania dajacego przedtuzalnosé do
(a, b], bo te przedtuzalnosé zatozylismy.) Zbior {(t, u(t)) : b — e < t < b}, jako zbiér zwarty, jest
zawarty w FEj, dla pewnego k. Dopoki krzywa jest zawarta w Ej, przedtuzamy krokami 75 na
[b,b+ 7], [b,b+ 27%], ... Po opuszczeniu Ey, znajdujac sie w Ey. 1, przedtuzamy krokami 74,1,
itd. W ten sposéb mozemy przedtuzyé rozwiazanie na pewien przedziat (a,b’). Jesli b’ # oo, to
z konstrukeji istnieje ciag t,, AV, taki, ze (tn,,u(ty,)) € Ex \ Ex—i. Poniewaz b < oo, mamy
tn, — tn,_, — 0, wigc dla kazdego ustalonego ko, krzywa (¢, u(t)) dlat,, <t <t dla duzych
k, nie przecina Ey,. Zatem, dla t — b’ mamy (¢, u(t)) — 0G lub (¢, u(t)) — oo.

Nk+1

Uwaga

Okazato sig, ze tatwiej udowodni¢ przedtuzalno$¢ niewysyconego rozwigzania do wysyco-
nego, spetniajacego teze Tw. 3.1, niz dowodzi¢ te teze dla dowolnego, z géry danego rozwiazania
wysyconego; nie potrzeba wtedy Stw. 3.1.
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Przyktad

i = a?
Jednym z rozwigzan jest x = 0. Policzymy inne. Mamy:

d 1
—f:dtwigc ——=t-C.
x x

Zatem 1
)= ——.
2(t) = 5
Dlat A~ C mamy z(t) / oo, dla t N\, C' mamy z(t) \, —oo0. Chociaz F okreslone jest na
calym R x R, rozwiazania sg wysycone na p6tprostych (—oo,C), (C,00) dlaC € R. Dlat /~C
mamy ucieczke do co w ,skonczonym czasie”.

Rysunek 3.1: & = z? - dziedzinami rozwigzan wysyconych sg polproste.

Lemat 3.1 (Gronwall - wariant calkowy liniowy) Niech K > 0, C > 0, ty < t;. Jesli
funkcja ciggla rzeczywista, nieujemna v: [ty,t1] — R spelnia nierdwnodé:

v(t) < C+ /tK v(s)ds (3.1)

dla wszystkich t € [ty, 1], to, takze dla wszystkich t € [ty,t1] spelnia nieréwnosé:
v(t) < Cekl-to), (3.2)

Dowdd lematu Gronwalla

Zat6zmy najpierw, ze C' > 0. Oznaczmy U(t) = C + j;'; K - v(s)ds. Poniewaz K,v > 0,
mamy U(t) > 0. Zachodzi takze U'(t) = K - v(t). Zatozenie (3.1) méwi, ze v(t) < U(t). Zatem

(logU(t))" = % < K, co oznacza, ze:

log U(#) — log U(ty) = /t(log U(s))ds < K(t —to).

to
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Stad
v(t) < U(t) < Ulty)e 1),

Jesli C = 0, to mozemy je zastapi¢ dowolnym C; > 0. Wtedy
t
v(t) < Cy +/ K -v(s)ds,
to

zatem na mocy juz udowodnionej czesci lematu v(t) < C1e %), Z dowolnosci C; otrzymujemy
v(t) < CeKlt=t) =0,

OJ

Uwaga

Dla K < 0 lemat jest falszywy. Dla przyktadu rozpatrzmy funkcje stala v: [0,1] — R,
v(t) = % Funkcja ta spetnia zatozenia lematu Gronwalla dla C' =1, K = —1, gdyz

1 t
v(t) == < 1——t:1—/ v(s)ds,
2 0

DN | —

dla t € [0,1]. Jednak dla ¢ = 1 mamy

v(t)==>e"

Jedli (3.1) zastapimy analogiczna nieréwnosciq rézniczkowg, to lemat Gronwalla prawdziwy
bedzie w ogdlniejszej wersji:

Lemat 3.2 (Gronwall - wariant rézniczkowy) Zalézmy, zZe F': G — R jest funkcjg cig-
gla, okreslong na zbiorze G C R X R, a v: [ty,t1] = R - funkcjg rézniczkowalng, spelniajgcq
nierownosc:

0(t) < F(t,v(t)) dla wszystkich t € [tg, t1] oraz (3.3)
U(to) S ZIo.

Niech z(t) bedzie rozwigzaniem problemu Cauchy’ego:

z(t) = F(t,x(t)) dlat € [to, 1],

z(tg) = .

Wowczas, jesli zachodzi jednoznaczno$é rozwigzar problemu Cauchy’ego (lokalna, tzn. dla
kazdych x,t istnieje zbior K, jak w twierdzeniu Picarda-Lindelofa, na ktorym zachodzi jedno-
znaczno$é dla warunku poczgtkowego x(t) = x, np. gdy F jest lipschitzowska wzgledem x ), to:

v(t) < x(t)

dla kazdego t € [to, t1].
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Dowdd

Dla uproszczenia zatézmy, ze v jest klasy C'' (dowdd tylko przy zatozeniu rézniczkowalnosci
jest nieznacznie trudniejszy). Podobnie jak w dowodzie twierdzenia Peano definiujemy funkcje
T, (t), jednak zamiast ustalonego a priori ciagu 7; = to + =, definiujemy 7; indukcyjnie. Majac
dane 7;, bierzemy 7,1 =7, + A,, o ile

(1) + (F (15, 20(73)) +20)(t — 73) > 0(t) (3.4)
dla kazdego t: 7; <t <7, + A,, gdzie ciagg &, jest dowolnie ustalony, tak, zeby &, \, 0, np.
En = % Jesli nierownosé (3.4) nie zachodzi, to 7,41 definiujemy jako najmniejsze ¢, dla ktérego
w (3.4) jest réwnosc¢. Jesli state A, sa dostatecznie mate (w szczegblnosci A, \, 0; zaleza od
£n), to ta druga sytuacja zachodzi nie czesciej niz dla co drugiego j. Zatem w skonczonej liczbie

krokéw dojdziemy do t1, korica przedziatu. Z konstrukeji mamy x,,(t) > v(t) oraz x,(t) = z(t),
wiec z(t) > v(t).

OJ

Uwaga

Bez zalozenia jednoznacznosci otrzymujemy powyzej, podobnie jak w dowodzie T'w. Peano,
istnienie rozwiazania z(t) > v(t), jako jednostajnej granicy podciagu x,(t).

v(ty)
Rysunek 3.2: Ilustracja dowodu rézniczkowej wersji lematu Gronwalla

Uwaga

Wersja catkowa lematu Gronwalla wynika tatwo z wersji rézniczkowej, przy czym funkcja
liniowa x — K -x w wersji catkowej moze by¢ zastapiona dowolna ciagta funkcja F (¢, x), rosnaca
ze wzgledu na .

Dowdd

Oznaczmy, jak w dowodzie Lematu 3.1 U(t) = C' + ftz F(v(s))ds. Po zrézniczkowaniu otrzy-
mujemy U(t) = F(v(t)). Stad, korzystajac z zalozenia v(t) < U(t) i monotonicznosci F', otrzy-
mujemy U(t) < F(U(t)) wiec z Lematu 3.2 U(t) < z(t), a stad v(t) < x(t), gdzie z(t) oznacza
rozwigzanie problemu Cauchy’ego jak w Lemacie 3.2 dla C' < x(ty).

O

Twierdzenie 3.2 (Ciggta zaleinos$é rozwigzan problemu Cauchy’ego od warunku
poczgtkowego) Jesli F' jest okreslona na G C R x R™ i lipschitzowska ze wzgledu na x € R™,
natomiast ¢(xg,t) = u(t) jest rozwigzaniem problemu Cauchy’ego dla u(ty) = xo, na [to,t1],
a ¢(y",t) = vn(t) sq rozwigzaniami problemu Cauchy’ego dla y™ — xg, wysyconymi na (t,,t),
to liminft! > t1 oraz v,(t) = u(t) dla to <r <ty.
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Dowdd twierdzenia 3.2

Zatézmy, ze v, jest okreslona na [ty,t;]. Mamy:

t
[[on(t) = u(®)]| < [lon(to) — ulto)] +/ Lljon(s) — u(s)]|ds,

to

gdzie L to stata Lipschitza funkcji F' w kierunku zx.
Funkcja v(t) = ||v,(t) — u(t)|| spelnia zalozenia Lematu Gronwalla, wariantu catkowego
liniowego:
¢
v(t) < v(ty) +/ L -v(s)ds.
to
Zatem
o (t) = u(@®)]] < €7 [va (to) — ulto) |

wiec ||vn(to) — u(to)|| — 0 implikuje V;||v, () — u(t)|| — 0. Dla zakonczenia dowodu wystarczy
pokazaé, ze dla v, (ty) dostatecznie bliskich u(ty), v, istnieje na przedziale [ty,t;]. Oznaczmy
e = dist((¢, u(t)), 0G). (Mozna przyjaé, ze G # 0; w przeciwnym razie istnienie v, na [tg, t]
wynika bezposrednio z Tw. Picarda-Lindelofa.) Przypusémy, ze rozwiazanie v, () nie przedtuza
si¢ na [to, t1]. Wtedy istnieje t, € [tg, 1], takie, Ze dist((t2,v,(t2)),0G) < 5, (wynika to z Tw.
3.1; nie moze by¢ u * oo z lipschitzowskosci F'). Zatem |[|v,(t2) — u(t2)|| > 5. Mozemy zatozyc¢,
ze dlat:ty <t <ty [|va(t) —u(t)]] < 5, mozemy wiec skorzysta¢ z wykazanej w pierwsze;
czesci dowodu nieréwnosci

lon(t2) — u(ta)|| < "7 uy (to) — ulto)]].

Prawa strona dla duzych n, czyli ||v,(t)) — u(to)|| matych jest mniejsza niz 5, co daje
Sprzecznosc.

O

Rysunek 3.3: Ilustracja dowodu twierdzenia 3.2
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Inny dowdd twierdzenia 3.2

Przypomnijmy sobie dow6d twierdzenia Picarda-Lindelofa, gdzie rozwiazanie réwnania roz-
niczkowego znajdowane byto jako punkt staty operatora £, dziatajacego na przestrzeni funkcji
ciagtych u: [to, t1] — R™, u(to) = uy.

Uzyjemy teraz podobnego operatora, dla kazdego warunku poczatkowego y, bliskiego ;.
Zalozmy, ze F: K — R™, K = [to. t1] x {||z — zo|| < b}, [t — to] < 5L, gdzie M = supg ||F||
it1 —to] <TL', 7 < 1loraz |y — zl| < 3b. Zdefiniujmy na przestrzeni C funkeji ciggtych h(t),
przeprowadzajacych [to,t1] w R™, h(to) = 0, z metryka p(hi, ha) = sup, <<, [h1(t) — ha(t)],
przeksztatcenia: .

LY () (t) :/ Fls,y + h(s))ds.
to

Podobnie jak w twierdzeniu Picarda-Lindel6fa mozna pokazaé, ze LY sa kontrakcjami ze
stalta 7 < 1. Mamy wiec parametryzowang przez y rodzine przeksztatcen zwezajacych prze-
strzeni zupelej metrycznej C. Rozwigzania #(y,t) z warunkiem poczatkowym y to hy(t) + v,
gdzie funkcja hy, to punkt staty dla £Y. Ciggla zaleznosé hy (t) + y = ¢(y,t) od y wynika z ciggle;
zaleznosci punktu statego od przeksztatcenia zwezajacego, opisanej przez nastepujacy lemat:

Lemat 3.3 Niech Ly, Ly bedg przeksztalceniami zwezajgcymi ze stalg A < 1 przestrzeni me-
trycznej zupelnej (X, p). Zalozmy, ze:

Veexp(Li(z), Lo(7)) < a.
Wowczas, dla punktow py,ps € X, statych odpowiednio dla L1, Lo mamy:

a
< —.
plpr1p2) < 7

Dowdd lematu 3.3

p(p1,p2) < p(L1(p1), L1(p2)) + p(L1(p2), L2(p2)) < Ap(p1.p2) + a,

WiQC
( ) a
P\P1;P2) = 1=\

Przeksztatcenia LY spekniaja:
t
Vil [ L7 (h) () = L2 (h) @) = | / F(s,y1+h(s)) = F(s,y2 + h(s))ds|| < (t —t0) - L - [[y1 — w2
to
Zatem na mocy lematu (3.3) odleglo$¢ punktéw stalych szacuje sie przez

tl - t(] . L y—x
sup [16(.1) — oz, 1) < ¢ ; Iy ==
to<t<ty =

wiec
y—x= sup |é(y,t) — ¢z, )| = 0.

to<t<ty
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Yn

Rysunek 3.4: Ciggla zalezno$¢ rozwigzan od warunku poczatkowego.

Uwaga

Wprawdzie udowodnilismy ciggtos¢ tylko dla ¢y <t < t;, jednak mozna to dalej kontynu-
owaé, krokami, az do dowolnego t < tpeq, gdzie ¢(x,1), tg <t < timae jest rozwigzaniem wysy-
conym z prawej strony (rys. 3.4). UdowodniliSmy nawet lipschitzowska ciagta zaleznosé ¢(y, t)
od y.
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Zajmiemy sie teraz gladkq zaleinoscig rozwiazan ¢(z,t) od x, przy zatozeniu, ze funkcja F'
jest gladka. Zeby wiadomo byto do czego dazymy, policzmy najpierw % (x,t),7=1,...,m,
zaktadajac, ze te pochodne czastkowe istnieja.

Rownania:
0 0 0
dladi, k=1,...,m daja:
0 0 B L 0,
3t o, 1) = Z 5 Fu(1, 000, 0) 52 (0,0), (4.1)

gdzie t, z oznaczajg zmienne w G C R x R™.
W postaci macierzowej to rownanie wyglada nastepujaco:

0

5 Dod(@,t) = D:F(t, ¢(,1)) 0 Dad(2, 1), (4.2)
Zatem funkcja t — D, ¢(z,t) o wartoSciach w zbiorze macierzy m x m, spelia réwnanie

rozniczkowe, nazywane rownaniem w wariacjach:

% At) = D.F(t, $(a, 1) A(t). (4.3)

Jest to nieautonomiczne liniowe rownanie rozniczkowe, na przestrzeni liniowej macierzy
m x m, dla trajektorii ¢(x,t).

Réwnanie (4.3) mozna tez interpretowaé (po podziataniu obiema stronami na dowolny wek-

tor v € R™ i spostrzezeniu, ze (2A(t))v = 2 (A(t)v) jako réwnanie liniowe w R™:

0
av(t) = D,F(t, ¢(x,1))v(t),

v(t) to obraz wektora v pod dzialaniem A(t) = D,¢(z,t) - r6zniczki przeksztalcenia ¢, okreslo-
nego na otoczeniu punktu z € R™ i wartosciach w R™.

Twierdzenie 4.1 (O C' zalezno$ci) Jesli F jest ciggla, rézniczkowalna w kierunku z i po-
chodne czqstkowe sq ciggle ze wzgledu na zespél zmiennych (t,2) € G, to ¢(x,t) jest klasy C!
ze wzgledu na zespél zmiennych (x,t).

22
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Dowdd

Rozwazamy uktad réwnan rézniczkowych:

92— P(t,2(t)) (4.4)

& = D.F(t,2(t)A(t).

Poniewaz D, F' istnieje i jest ciagta, F' jest lipschitzowskie w kierunku z na zwartych pod-
zbiorach G (¢éwiczenie). Gdybysmy zatozyli, ze D, F jest lipschitzowskie w kierunku z, to mie-
libySmy z twierdzenia Picarda-Lindelofa istnienie i jednoznacznosé rozwiazan problemu Cau-
chy’ego z rownaniami (4.4) i na mocy poprzedniego twierdzenia, ciagla zaleznosé rozwiazan od
warunkéw poczatkowych ¢(tg), A(to). Nie wiemy jednak ciagle czy istnieje D,¢(z,t) oraz czy
dla warunku poczatkowego A(ty) = I, rzeczywiscie A(t) = D,¢(x,t) (oczywiscie trzeba przyjaé
warunek poczatkowy A(ty) = I, bo D, ¢(x,t) w t =ty to macierz I, gdyz ¢(z, o) jako funkcja
zmiennej x to identyczno$é).

Nalezy wiec udowodni¢ dwie rzeczy (bez zalozenia lipschitzowskosci D, F'):

1. Istnienie i ciagta zalezno$¢ rozwiazan ¢(x,t), A(x,t) problemu Cauchy’ego (4.4) od wa-
runku poczatkowego z (warunek poczatkowy dla A(x,t) jest ustalony A(x,ty) = I).

2. Istnienie D ¢(x,t) i réwnosé A(x,t) = Dyo(z,t).

Ad. 1.

Okazuje sie, ze wystarczy jedynie lipschitzowska cigglosé¢ przeksztatcenia
(2,H)+— D,F(t,z) o H

w kierunku H. Lipschitzowska ciggtos¢ w kierunku z nie jest potrzebna.
Drugie rownanie uktadu (4.4) jest liniowe. Mamy wiec na zbiorze macierzy: H = {H : ||H|| < 2},
oznaczywszy Fy = Fy(t,2) = D,F(t,2) :

| Fy o Hy — Fy o Hy|| < || B3| - ||Hy — Hy|

oraz
sup |y o H|| < 2 | By
HeH

Mozemy zalozy¢, ze:

h—to < s—7=71
2supy,, || Fll

oraz
t—to < 7+ (sup||Fl)) "
t,z

dla 7 < 1. Stad wynika, ze dla kazdej funkcji z(t) takiej, ze (¢, z(¢)) nalezy do dziedziny F' dla
to <t < ty, spelnione sg zatozenia twierdzenia Picarda-Lindel6fa dla drugiego z rownan (4.4).
Istnieje wigc, doktadnie jedno, rozwiazanie A(t), A(ty) = I, oczywiscie zalezne od z(t).

Oznaczmy przez C' przestrzen funkcji ciggtych na [to, ] o wartosciach w H i wartodci [
w punkcie #. Zatem dla zq i dla y blisko o mamy na przestrzeni C' operatory:

E?,f(xo’t)(H)(t) =14+ | D,F(s,¢(xg,s))o H(s)ds

to
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oraz

t
2 () (1) =T+ / D.F(s,6(y.5)) 0 H(s)ds, to<t<t

bliskie sobie. Faktycznie:

1L 500 (H) () = L3, 5 (H)(B)]] < /t ID-F (s, ¢(xo,5)) = D.F(s, ¢y, s))l| - [|1H(s)[|ds,

a to jest male, bo z ciaglej zaleznosci ¢ od warunku poczatkowego ¢(xg, s) jest blisko ¢(y, s),
za$ D, F jest ciggta w kierunku z z zatozenia. Zatem punkty state tych kontrakeji tez sa bliskie,
tzn. A(y,t) jest bliskie A(xg,t).

NT )
Q H
I . : :
il .
: 7 H H
yi E,/’ (p(yat)
—= 00, 1)
X t -

Rysunek 4.1: Trajektoriom réwnania odpowiadaja trajektorie réwnania w wariacjach.

Ad. 2.
Zamiast operatorow L*(h)(t) = ft F(s,z+ h(s))ds, bedziemy uzywaé operatorow:

to

t
LE(h)(t) =x +/ F(s,h(s))ds (4.5)
to
na przestrzeni C, funkeji ciggtych z [to, t] w R™, h(to) = x. (W drugim dowodzie twierdzenia
o ciagtej zaleznosci rozwiazan ¢(xz,t) od x, Wyktad 3, uzylismy operatoréw L* tylko po to, zeby
dzialaly wszystkie na tej samej przestrzeni C, gdzie byto h(ty) = 0).
Mamy dla ¢y (z,t) = x i Hy(z,t) = I:

Dz¢1(x: t) = Hl(x: t)
dla wszystkich z bliskich x.
Zatézmy, ze sa juz zdefiniowane ¢, (z,t) i H,(x,t), takie ze:
Dz¢n(l‘7 t) = Hn(lE, t)'

Niech ,
Gpi1(x,t) = —|—/ F(s, ¢n(z,s))ds
to
oraz

Hyor (2,1) ::1+/ Fo(s, én (1, )) 0 Ho(s)ds

to



Wyktad 4 25

dla ty <t < t;. Wtedy:

t

Dybpi1(z,t) = I+ | D,F(s,¢n(x,8)) 0 Dypoy(x,s)ds

to

= I+/ Fy(s, ¢n(x,5)) o Hy(z, s)ds

to

— Hn+1(x,t).

Jedli pokazemy, ze V; H,(z,t) jest jednostajnie zbieznym ciagiem funkcji zmiennej z, to
z faktu: ¢, (7,t) = ¢(x,t) wyniknie, ze ¢(x,t) jest funkcja klasy C! od x, a jej rézniczka jest
granica rozniczek Dy¢,(x,t) = H,(x,1).

Pokazemy, ze faktycznie H,(z,t) = A(x,t), poprzednio opisanych funkcji statych wzgledem
operatoréw L™, 1. Dotychezas, aby méc rézniczkowaé po x, pracowaliSmy ze wszystkimi x
rownoczesnie. Teraz mozemy juz pracowac z kazdym x oddzielnie.

Lemat 4.1 Niech (X, px), (Y, py) bedg metrycznymi przestrzeniami zupelnymi o ograniczo-
nych srednicach. Niech ®: X XY — X XY bedzie przeksztatceniem cigglym, postaci

®(z,y) = (f(2),9(x,y)),

gdzie f jest kontrakcjg na X :

px (f(w1), f(22)) < Apx(z1,22), A <1,

natomiast g - kontrakcjg na widknach {x} x Y':

py(g(ﬁ,yﬂ,g(ﬁ,yg)) < )\pY(yla?JQ)-

Wiedy istnieje dokladnie jeden punkt staly (xg,y0) € X XY dla przeksztalcenia ®. Ponadto
dla kazdego (x,y) € X XY, cigg kolejnych obrazéw przy ®, tzn. ®"(x,y), zbiega do (xg,yo)
(szybkosé zbieznosci zalezy jedynie od A oraz klasy jednakowej cigglosci funkcji, do ktorej nalezy

g)-

Cwiczenie: Znalez¢ przyktad ®, spetniajacego zatozenia lematu i nie bedacego kontrakcja.

Dowdd lematu 4.1

Wiemy juz z twierdzenia Banacha o punkcie statym dla kontrakcji, ze istnieje punkt staty
to € X dla przeksztalcenia f oraz punkt staly yo € {zo} XY dla g[(z)xyv (® przeprowadza
z definicji widkno {z} x Y, we wtdékno {f(x)} x Y, czyli na ogét wtékno w inne wtékno. Wy-
jatkiem jest wiokno nad punktem statym xg, ktére ® przeprowadza w siebie).

Zatozmy, ze jesli
px (z,10) < €,

to

sup py (9(z,y), g(zo,y)) < 0(¢), gdzie f(e) — 0 przy e — 0.
yey
Niech 2y = z, 4y = y oraz k1 = f(T0), Yns1 = 9(Tn, Yn), tzn. (2, yn) jest trajektorig ®"(z, y)
przy dziataniu . Mamy
px (Tn, xg) < A" - diamX
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oraz

Py (Yns1:%0) < oy (9(Tns Yn), 9(Tn, Y0)) + oy (9(Tn, v0), 9(7,90)) < Aoy (Yns o) + O(px (75, 70)).

Jesli oznaczymy 0(N"diamX) przez a,, to mamy a, — 0 i problem sprowadza sie do udo-
wodnienia, ze jesli dla ciagu k, > 0 zachodzi k, 1 < Ak + an, A < 1ia, N0, to k, = 0 (¢wi-
czenie).

Uwaga:

Poniewaz k1 = py (y, yo) < diamY’, szybko$¢ zbieznosci nie zalezy od (z,y).

Mozemy teraz dokonczy¢ dowdd twierdzenia (4.1). Wystarczy w lemacie podstawié:

X=0C, Y=

F(h)(8) = L(h)(2),
g(h, H)(t) = LI (H)(t).

Sprawdzmy jeszcze ciagtos¢ g. Przy dowolnym x blisko zy mamy:
t
L7, (H)/(8) = L7, (H) (1) < / [F2(s, b (s) = Fa(s, ha(s))[| - [[H (s) | ds,
to

a to jest male jesli hy jest blisko ho, niezaleznie od x i zwigzanych z nim przestrzeni i opera-
torow. Zauwazmy w koncu, ze jedynym punktem stalym, o ktorym mowa w lemacie, jest dla
kazdego x, znaleziony wczesniej (¢(x,t), A(x,t)), zalezacy w sposéb ciagly od x.

Udowodnili$my juz, ze D,(¢(x,t)) istnieje 1 jest funkcjy ciagla z. Ciaglosé ze wzgledu na
zespot zmiennych (x,t) wynika z jednakowej ciaglodci (przy parametrze x) ze wzgledu na t,
wynikajacej z przedstawienia:

Du(d(z.1) =1+ / D.F(s, 8(x. 5)) o Duo(a. 5)ds (4.6)

i wspoélnej ograniczonosci macierzy pod catka. Wreszcie ciagtosé %¢(m, t) wynika z ciagtosci F
oraz ¢.

O

Twierdzenie 4.2 (O C" zaleznos$ci rozwigzan od warunku poczatkowego) Jesli F' jest
ciggle ze wzgledu na zespol zmiennych (t,z) € G oraz istniejg pochodne czgstkowe rzedu r > 1

w kierunkach z, ciggle ze wzgledu na zespdél zmiennych (t,z), to dla kazdego t, ¢(x,t) jest
klasy C" ze wzgledu na x. Wiecej, pochodne czgstkowe rzedu r w kierunkach x (a o #lw.d)

1 Tm s
x0T,

T+ 4y, = 1) sq ciggle ze wzgledu na zespdl zmiennych (x,t).
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Dowdd

Nalezy wypisa¢ r kolejnych réwnan w wariacjach. Przez indukcje (k= 1,...,r) widzimy, ze
punkty state zaleza od x w sposéb ciagty. Faktycznie do £k = r — 1 mamy nawet lipschitzow-
skosé, wiec punkty stalte znajdujemy z twierdzenia Banacha. Dla k = r uzywamy lematu (4.1).
Punkty state sa zbudowane z pochodnych czastkowych rzedu k (k < r) A% (z,t).

Twierdzenie 4.3 (O C" zaleznosSci rozwigzan od warunku poczatkowego i czasu)
Jesli istniejg pochodne czgstkowe F(t, z) w kierunku z, do rzedu r > 1 oraz pochodne czqstkowe
0

w kierunkach t, z, gdzie przynagmniej jeden raz rézniczkuje 5;, do rzedu r — 1 oraz te pochodne

sq ciggle ze wzgledu na (t, z), to ¢(x,t) jest klasy C™ ze wzgledu na zespdl zmiennych (x,t).

Dowdd

Indukcja ze wzgledu na r. Rézniczkowanie po t, jeden raz, po k-krotnym rozniczkowaniu
w kierunku z, z wzoru analogicznego do (4.6), da ng)F(s,¢(:c, s)), k=0,1,...,7r—1. Jesli
zatozymy, ze ¢ € C"~', to zlozenie jest klasy C"~ *1) zatem istnieja, i sa ciagle wzgledem z, t,
pochodne czastkowe rzedu k+ 14 (r — (k+1)) = 7.

OJ

Twierdzenie 4.4 (O C" zaleznosSci rozwigzan od warunku poczatkowego i parametru)
Zatozmy, Ze rownanie rozniczkowe zalezy od parametru w, tzn.

t=F(tz,w,),

gdzie F jest ciggle o cigglych ze wzgledu na (t, z,w) pochodnych czgstkowych w kierunkach z, w,
rzedu r > 0. Jesli r = 0, to zaktadamy tez lipschitzowsko$¢é F' w kierunku z. Wtedy rozwigzania
é(x,t, w) zalezg C* od warunku poczgtkowego x, czasu t i parametru w (tzn. pochodne rzedu r
po x, t sq cigglymi funkcjami x, t, w)

Dowé6d

Nalezy dopisa¢ rownanie w = 0 i powotac¢ si¢ na poprzednie twierdzenia, zastepujac tam
zmienng z przez (z,w).

O
V4
w d
X
t
to
X >
t
X >

Rysunek 4.2: Parametr mozemy traktowaé jako dodatkowa zmienna.
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Twierdzenie 5.1 (Lokalne twierdzenie o prostowaniu, wersja nieautonomiczna) Jesli
F:G— R™, G C R Xx R™ jest funkcjq cigglg i ma ciggle pochodne w kierunku R™, to dla do-

wolnego (tg, z9) € G istnieje C' - dyfeomorfizm ® otoczenia (tg, zo) na otoczenie (ty, o), zacho-
wujgcy t, taki, ze ®(tg, x9) = (to, xo) oraz trajektorie (t, ¢(x,t)) przechodzq przy ® na ,poziome”
proste ¢(x,t) = x. Réwnanie rézniczkowe z = F(t, z) w nowych wspélrzednych ma postaé z = 0.

D(t) %)

(t5,%0) o

Rysunek 5.1: Trajektorie przechodza na ,poziome” proste.

Dowdd

Definiujemy:

U(t,x) = (, o(z,1)).

Mamy macierz rézniczki w (g, 2¢)

1|0 0
D\Ij(t(], ZEU) = ) I y
ot
przy czym
96 £
— = . t
at : ( 05 l‘O)a
Fn
natomiast
99 _
81‘ (to,xo) ’

gdyz ¢(z, 1), traktowane jako funkcja x, to identycznosé.

28
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Zatem DV (ty, xq) jest odwracalne, czyli ¥ oraz ® = U~ ! sg C''- dyfeomorfizmami otoczenia
(to, z0) na otoczenie (tg, xo). Ponadto dla kazdego x, ® przeprowadza krzywa catkowa (¢, ¢(z, 1))
na prosta (¢, x). Skorzystali$my z C'-zaleznodci ¢ od (x,t).

O
Twierdzenie 5.2 (Lokalne twierdzenie o prostowaniu, wersja autonomiczna)

Jesli F: U — R™ jest klasy C* na U - otoczeniu xg € R™ oraz F(xq) # 0, to na pewnym oto-
czeniu V- C U punktu xq istniejg wspolrzedne ®: V. — R™, takie, Ze trajektorie ¢(x,t) rowna-

nia rézniczkowego z = F(z) przechodzq przy ® na réwnolegle proste, np. i, ..., T, 1 = const
we wspotrzednych xy,...,%,. Inaczej mowige w nowych wspélrzednych réwnanie ma postac
z2=(0,...,0,1).

N—_——

m—1razy
Dowéd

Niech I': R™~! — R™ parametryzuje hiperplaszczyzne w R™, przechodzacy przez xg, pro-
stopadta do wektora F'(xq) oraz niech I'(0) = z,. Zdefiniujmy na otoczeniu punktu (0, ¢5) prze-
ksztatcenie W, wzorem

U(z,t) = o(T(x),1).

F(xy) =
/
ms1
Dr(ijl F(R )
Rm—l
Rysunek 5.2: Prostowanie
Mamy:
0 .
DY (0,ty) = (D,po DT, a—qts(xo,tg)) = (DT, ¢),

poniewaz D,¢ = I dlat = t, (mamy bowiem ¢(z,ty) = z). DI jest (m — 1) x m macierza (m—1
kolumn, m wierszy) rzedu m — 1, natomiast wektor qﬁ jest z zatozenia prostopadty do jej kolumn,
rozpinajacych hiperplaszczyzne T'(R™'). Zatem rzad macierzy (DT, ¢) jest réwny m, czyli
DW(0,ty) jest odwracalne, zag ® = U~! jest C'- dyfeomorfizmem otoczenia xy na otoczenie
(0,...,0,ty). Ponadto ¥ przeprowadza ,pionowe” linie

——

m—1
{21,...,2m_1 =const} CR™=R™'x R

w trajektorie U(zy, ..., xm 1,t) = ¢(T'(z1, ..., 2m 1),t), czyli przeksztalcenie odwrotne ® prze-
prowadza trajektorie w ,pionowe” linie.

O



Wyklad 5 30

Zajmiemy sie teraz blizej trajektoriami autonomicznych réwnan rézniczkowych.

Lemat 5.1 Jesli F(t,z) = F(z) nie zalezy od t, to dla trajektorii réwnania rézniczkowego
z2 = F(z) o warunku poczgtkowym o oraz czasach poczgtkowych tq, to + So, mamy réwnosé:

QS(I‘O,to,t) = ¢(=T[];t[] + 30,t+ S[]).

Dowdd

W sytuacji ogoélnej, niekoniecznie autonomicznej, mamy:

¢(IEO, to, t) = F(t, QS(,I‘O, to, t))

oraz

¢(z0, to + S0, t + 80) = F(t + 50, d(w0, Lo + 50,1 + 50)).

Jesli F' nie zalezy od czasu, to obie krzywe spetniaja to samo réwnanie rézniczkowe i maja
ten sam warunek poczatkowy x, dla t = t,, wiec sa réwne (formalnie druga krzywa jest zadana
rownaniem:

¢(1‘07t0 + 50, S) = F(t + S0, ¢($0,t0 + 50, S)),

ale zrobiliSmy podstawienie s =1t + sy, zeby obie krzywe byly parametryzowane tym samym
odcinkiem, od ty, dzigki czemu mozna je poréownac; skorzystaliSmy jeszcze z tego, ze pochodna
tego podstawienia jest réwna 1).

(W ogdlnosci, jesli F' zalezy od czasu, chociaz obie krzywe maja te sama wartosé oy w punkcie
tg, dwa rownania rozniczkowe podane na poczatku dowodu, ktére te krzywe spelniajg, moga
by¢ rézne. Zatem krzywe tez moga byé rézne).

O

Whniosek

Dla autonomicznego rownania rézniczkowego ¢ (g, to, t) zalezy tylko od xq it — to.
Powyzszy fakt jest motywacja dla wprowadzenia nastepujacego oznaczenia:

¢'(x) := p(x,0,t) = d(, 0, + 50)
dla dowolnego sg, dla autonomicznego réwnania rézniczkowego.

Twierdzenie 5.3
¢ (x) = ¢* 0 ¢ ()

Mamy wiec homomorfizm grupy addytywnej R, w grupe dyfeomorfizméw ze sktadaniem.

Dowdd

Korzystajac z powyzszego lematu mamy dla dowolnych tg, t1, t oraz ¢ = t; — tg, so =ty — 11

¢sl+52(x) — ¢(:I:,t0,t2) = qﬁ(qﬁ(;p,to,tl),tl,tg) = ¢S2(¢51(1‘)) = ¢ o ¢51($).
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Uwaga

W powyzszym twierdzeniu trzeba zatozy¢ przedtuzanie rozwiazan dlat € (—oc, 00). W prze-
ciwnym razie mamy homomorfizm ,lokalny” (tam gdzie nasze obiekty sa zdefiniowane).

Definicja 5.1 Przestrzeri topologiczng M nazywamy C'- rozmaitoscia (inna nazwa: rozmaitosé
rézniczkowa), jesli mozna jg przedstawié w postaci sumy M = Ujej Uj, podzbioréw otwartych
Uj, takich, ze is.tmej@ homeomor’ﬁzmy1 ¢;: Uy = V; T R™ dla pewnej liczby naturalnej m, oraz
dla dowolnych jy, jo funkcja ¢j, 0 ¢35 jest funkcjg klasy C* z ¢5, (Vi N'Vj,) na ¢y, (V;, NV,).
(Zbior indeksow J moze bycé nieprzeliczalny.)

R

171 2

2 1 2

Rysunek 5.3: Atlas i mapy.

Uwagi:

1. Mozna zatozy¢, ze wszystkie V; to kule jednostkowe w R™.

2. Mozna zatozy¢, ze M to tylko zbior, a topologie wprowadzi¢ poprzez baze otoczen do-
wolnego punktu: B(z) = ¢, '(A(¢;(x))), gdzie A to otoczenia ¢;(x) w V; (trzeba jednak
zalozy¢, ze ¢;, (U;, NU,,) jest otwarte w V).

3. ¢; sa homeomorfizmami oraz ¢,, o qﬁj’ll sa klasy C'', zatem ¢, o qﬁj’ll sg dyfeomorfizmami.

4. ¢; nazywamy mapami, a rodzing {¢,};cs atlasem.

5. W powyzszej sytuacji méwimy, ze na M mamy C'- strukture. W analogiczny sposéb

mozemy na M przenosi¢ inne struktury, o ile ¢;, o ¢J‘11 majg okreslong wtasnosé, np. sa:
afiniczne, holomorficzne (przy m = 2), klasy C", ciagte. Méwimy wowczas, ze odpowied-
nig strukture mamy na M. Méwimy tez odpowiednio, ze M jest rozmaitoscig afiniczna,
holomorficzng, C", topologiczng. O strukturze decyduja wlasnosci ¢;, o ¢j’11, »przejscia
z mapy do mapy”.
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6. Na ogot zaklada sie, ze atlas jest lokalnie skonczony. To pozwala na rézne konstruk-

cje, np. rozbicie jednosci: 1 =) eV, gdzie ¥; to nieujemne funkcje rzeczywiste oraz
79j|M\Uj =0.

7. Rozwaza sie czasem rozmaitosci M nieosrodkowe, zbiér indekséw J, (czyli liczba map ¢,
w atlasie), musi by¢ wtedy nieprzeliczalny.

Dla dalszych definicji motywacja jest nastepujace spostrzezenie: Jesli mamy rownanie r6z-
niczkowe & = F(t,z) gdzie x, F € R™, to we wspo6trzednych y = ¢(x) réwnanie to przybiera
postaé

¢ = Dé(z)i = D(F(t,z)),
czyli = Do(F(t, ¢~ (y))).

Definicja 5.2 Dla rozmaitosci rozniczkowej M oraz dowolnego x € M, definiujemy przestrzen
wektorow stycznych do M w x, T,M (przestrzen styczna). Przestrzen tg mozemy zdefiniowaé
np. biorgc rozlgezng sume przestrzeni stycznych | Ty, )V = U jweu; R™ 1 utoZsamiajgc
Fj € T¢j1(9ﬁ)v}1 oraz Fj, € T¢j2 () Vi, jesli

D(¢j1 © qu_;)F]é = Fjl'

jizeU;

Rysunek 5.4: Przestrzen styczna to zbior klas réwnowaznosci wektorow.

Uwagi:

1. Wektor styczny w x do M mozemy zdefiniowa¢ takze jako klas¢ rownowaznosci krzywych
rézniczkowalnych w 0, v : [—¢,¢] = M, v(0) = z. (Méwimy, ze vy jest rézniczkowalna w 0,
jesli ¢; o v ma pochodng w 0. Dzigki rézniczkowalnosci ¢, o ¢j_21 definicja ta nie zalezy od
J.) Przyjmujemy, ze vy, ~ v, (71 réwnowazne 73), gdy w punkcie 0 zachodzi

d(djom) _ d(¢jo)

dt dt
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(¢ moze by¢ dowolne, zalezne od krzywej). Definicja tej relacji jest poprawna (nie zalezy

od j), gdy#
d(¢j1 © ’75)

d(¢j2 © fys) )
dt

= D(4;, 0 67 (Z 22
dla s =1,2.

2. T, M ma naturalna strukture przestrzeni liniowej, przeniesiong z R™. Ta struktura nie
zalezy od j, bo utozsamienie D(¢;, o ¢,)') jest liniowe.

Rysunek 5.5: Przestrzen styczna mozna tez uzyskac jako zbiér klas rownowaznodci relacji ~.

Definicja 5.3 Polem wektorowym na M nazywamy funkcje F: M — J, . ToM, takq, Ze
F(z) € T,M. Sume U, e TeM nazywamy wigzkq styczng i oznaczamy przez TM.

Pole F' nazywamy ciagglym, C', C", itp., jesli rozmaito$¢é ma odpowiednig strukture (topo-
logiczna, C'', C") oraz Fj, reprezentant F' w mapie ¢;, jest funkcja ciagta, C', C, ... dla kazde;
mapy ¢;.

Méwimy, ze krzywa v: (to,t1) — M spelia réwnanie rézniczkowe

jesli

20) = Fy (6 01(1).

Ta definicja, na mocy wczesniejszych rachunkéw, nie zalezy od j.
W jezyku drugiej definicji wektora stycznego, ¥(t) = F((t)) oznacza, ze dla kazdego to
krzywa zmiennej s & 0 : (g + $) nalezy do klasy réwnowaznosci krzywych F w punkcie v(tg)).
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Dalsze uwagi:

1. Na ogét zaktada sie, ze M, jako przestrzenn topologiczna, ma wlasno$¢ Hausdorffa (od-
dzielania punktéw), tzn. dla dowolnych z,y € M, x # y istnieja zbiory otwarte roztaczne
U, Uy, zawierajace odpowiednio z i y. Bez tej wlasnosci réwnania rézniczkowe moga mie¢
egzotyczne wtasnosci. Dla przyktadu rozpatrzmy rozmaitosé M, sktadajaca sie z otwartej
pétprostej ly: (—oc, 0) oraz dwdch polprostych [0,00): [; 1 ly. Zbiory otwarte zdefiniujmy
jako zbiory otwarte w standardowej topologii w prostych Iy U [y, o Uly oraz ich sumy.
Wtedy punktow p; i pso, poczatkéw prostych [y i [y nie da sie oddzieli¢ para roztacznych
zbiorow otwartych. Réwnanie rozniczkowe © =1 ma jednoznaczne rozwigzanie w oto-
czeniu kazdego = € M, ale nie ma jednoznacznosci rozwiazan (globalnie). Rozwiazanie
z warunkiem poczatkowym w [y moze bowiem wejs¢ zaréwno w ly, jak i [s.

lo

lo

lo
Rysunek 5.6: Niejednoznacznos¢ rozwigzan przy braku warunku Hausdorffa.

2. Jesli M jest rozmaitoscia zwarta to kazde réwnanie rézniczkowe Z = F(z2), (F - pole ciagte)
jest zupelne, tzn. dziedzing wszystkich rozwiazan wysyconych jest (—oc, oc), istnieje wiec
(globalny) potok dyfeomorfizméw (jesli F' jest C').

Dowdd

Dla kazdego zy € M istnieje W, - otoczenie xz, oraz t,, > 0 takie, ze dla kazdego x € W,
istnieje rozwiazanie z(t) réwnania rézniczkowego Z = F'(2), z warunkiem poczatkowym
2(0) = z, okredlone dla t € (—ty,,ts,). Wynika to z twierdzenia Peano; wystarczy wziaé
mape ¢;: U; = Vi, j = j(xg), taka, ze xy € U;, oraz wybraé pare zbioréw otwartych
Wy, Wy, takich, ze zg C Wy, C clW,, C W, C W, CUj.

Mozna wreszcie zdefiniowaé b = dist(¢;(Wy,), R™ \ ¢;(W, ). Twierdzenie Peano zastoso-
wane do réwnania z = F(z) we wspélrzednych ¢; da rozwiazania dla
b

t] <ty =ty =
’ ’ SUPg; (wy,) ||FJ||

(Zmniejszajac V; mozemy zalozy¢, ze F} jest na nim funkcjg ograniczona.)

Dzieki zwartosci M mozna wybra¢ skonczone pokrycie W zbioru M zbiorami W, i wziac¢
a = min{t,, : W,, € W}.

Wtedy rozwiazania mozna przedtuzaé krokami co najmniej o do dziedziny (—o0, 00).
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Przyktad:

M = T? = R?/Z? - dwuwymiarowy torus. R? jest grupa addytywna, dzielimy ja przez pod-
grupe Z2. Przeksztalcenie faktoryzacji R? — R*/Z?* oznaczmy przez P. Jako zbiory U; mozemy
wzig¢ np. P(V;), gdzie V; o kota w R? o promieniu 5. Wtedy mozna wzia¢ ¢; = P~'|y, (dowolnie
wybrane galezie).

Rozpatrzmy na R? stale pole wektorowe F(z) = (1,a). Pole to przenosi sie przez ¢j_1, czyli
przez P, na pole F na torusie T2.

Jesli a jest niewymierne, to wszystkie trajektorie F' sg geste w T2. Jedli a = % (p, q - wzglednie
pierwsze liczby naturalne), to wszystkie trajektorie na T? sa okresowe z okresem ¢, przy czym
g obiegom wzdtuz osi x towarzyszy p obiegow wzdhuz osi y.

Rysunek 5.7: Trajektoria réwnania rézniczkowego na torusie.

Uwaga

Przypu$émy, ze na rozmaitosci M z atlasem {¢;} dziala grupa dyfeomorfizméw G w spo-
sob catkowicie nieciggly, tzn. dla kazdego x istnieje zbiér otwarty U > x taki, ze dla kazdego
dyfeomorfizmu g € G, g # Id, zbiory ¢g(U) i U sa roztaczne. Jedli F' jest polem wektorowym
na M, takim, ze Dg(F) = F dla kazdego g € G, to M/G (utozsamiamy wszystkie orbity G,
tzn. x ~y, jesli Jpeqg(r) =y) jest rozmaitoscia i P: M — M/G przenosi pole F' na M/G.
Faktycznie, mozna wzia¢ jako mapy zlozenie galezi P~! na P(U) z ¢;, dla U tak malych, ze te
gatezie istnieja.

Dla dowolnych dwéch gatezi P=': hy i hy, mamy hy o h,' € G, wiec klasy C! (doktadniej
¢j0hiohy og,! =¢; 0906, €C") oraz D(hiohy')(F) = F.P przenosi wigc F naM/G

Szczegblnym przypadkiem tej konstrukeji jest opisane wezesniej R™ — T™ = R™/Z™. Ele-
ment g € Z™ dziala na R™ przez x — x + g (podgrupa dziala na grupie).

e
/

Rysunek 5.8: Mapami dla rozmaitosci M/G s zlozenia lokalnych galezi P~! z mapami ¢;.
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Zajmijmy sie teraz nastepujacym zagadnieniem na plaszczyznie R%:
Opisa¢ (znalezé réwnania) krzywe, dla ktoérych

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, (6.1)

gdzie P i Q to funkcje rzeczywiste klasy C' na R? (lub otwartym podzbiorze). Przez (6.1)
rozumiemy, ze krzywe (t) = (2(t), y(t)) spelniaja réwnanie:

P(x(t),y(1)x(t) + Q(=(t), y(t))y(t) = 0. (6.2)

Zagadnienie to nie ma jednoznacznosci rozwigzan, w tym sensie, ze rozwigzanie y ze zmie-
niong parametryzacja tez jest rozwiazaniem. Dla ¢ = ¢)(s) - zmiany parametryzacji,

G(s) (P(x(t), y(t)) - & (1) + Qa(t), y (1) - (1)) =0,
daje:
P(a(1(s)), y(()) - #(0(5))d(s) + Q((1h(s)), y(1(5))) - (1(5))ib(s) = 0, cayli

Pl () D) 1 s (ws) 2Lt — .

Jesli @(t) # 0, dla t =ty (tzn. nie zachodzi Q(x(t),y(t)) =0, P(z(t),y(t)) # 0), to mozna
zazadac, zeby ‘Z—f = 1, wtedy mamy w otoczeniu ty, zaktadajac @) # 0,

d P(x
dz Q(z,y)
W tej postaci mamy juz jednoznaczno$é rozwiazan, bo ustaliliSmy czas.
Moglismy jednak ustali¢ czas inaczej i napisac:
@ = —P(zy)
4 ’ 6.4
{ L~ Q. (64)

(Zauwazmy, ze réwnanie (6.1) nie zmieni sie, jesli zastapimy je réwnaniem

p(z,y) Pz, y)dr + p(z,y)Q(z, y)dy = 0,

dla funkcji p # 0. Ta zmiana da jednak inne réwnanie (6.4) i inny wybér czasu).

36
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Bedziemy szukali takiej funkeji rzeczywistej H(x,y), zeby:

on _
or

OH

P =@ (6.5)

Taka funkcja bedzie stala na trajektoriach, rozwiazaniach (6.1), bo:

d(Ho~(t)) O0OHdx 0OHdy
—_— =+ ——= = Pgx ) = 0.
dt Ox dt + dy dx +Qy
Zatem trajektorie sa postaci H = const.
Funkcja stata na trajektoriach nazywa sie catky pierwszg. Znalezienie takiej funkcji dla
r.r. postaci (6.1), ktéra nie jest stala w otoczeniu zadnego punktu mozna uwazaé za rozwiazanie
rownania.

Uwaga

Dla dowolnej rzeczywistej funkcji @ klasy C' na obszarze w R?, w kazdym punkcie (z,y)
w dziedzinie ® wyrazenie d® mozna interpretowaé jako funkcjonat liniowy na przestrzeni wekto-
réw stycznych do R? w (z,y). Dla v € T, 4 R? d®(v) = D,® (pochodna ® w kierunku wektora
v). W szezegdlnosei dla @(z, y) = i ®(x, y) = y mamy odpowiednio D, ® = vy, D,® = vy, przy
v = (v1,v2). Poniewaz D,® = $2v; + %—fvg, réwnanie (6.5) daje:

dH = Pdx + Qdy. (6.6)

Jesli Pdx + Qdy da sie tak zapisa¢, méwimy, ze jest rézniczkq zupeing. Uktad réwnan (6.4)
ma wtedy posta¢ ukiadu hamiltonowskiego:

dz  _  OH
dt 0

{ dy _ w (6.7)
. Ox °

Takie uktady rozwaza si¢ tez dla x, y € R™, gdzie m jest dodatnig liczba naturalna, porownaj
przyktad z Rozdziatu 1.

Analogicznie do pola wektorowego, ktére kazdemu punktowi z obszaru przyporzadkowuje
wektor styczny w tym punkcie, element przestrzeni stycznej T,, d® lub kombinacja liniowa ta-
kich wyrazen przyporzadkowuje kazdemu z funkcjonal liniowy na 7T,. Takie przyporzadkowanie
(ciagte, C") nazywamy 1-forma rézniczkows (ciagta, C''). Réwnanie (6.6) oznacza wiec réwnosé
form rézniczkowych. Posta¢ w = Pdx + (Qdy oznacza zapisanie 1-formy w bazie dz, dy.

Twierdzenie 6.1 Warunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia H, spelniajgcego (6.5)
na obszarze jednospojnym jest réownosc

)

i (6.8)
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Dowdd

Konieczno$é (dla dowolnego obszaru):
oP 0 (0H\ 0 (0H\ 0Q
— | = ) =

dy oy \ oz o ox

Dostateczno$é (dla dysku lub calej plaszczyzny):

Rysunek 6.1: Ustalony punkt taczymy tamanymi z pozostalymi.

Niech (zg,yo) bedzie $rodkiem dysku. Definiujemy:
(zo.91) (z1,91) (z1.90) (z1,91)
H(zq,11) :/ Qdy+/ Pdx :/ Pd:r—l—/ Qdy.
( ( ( (

x05y0> x05y1> x05y0> xlsy[])

Sa to calki po odcinkach laczacych w R? punkty wypisane przy catkach. Réwnoéé definiu-
jacych wyrazen wykazemy p6zniej. Zauwazmy teraz, ze z pierwszej postaci H wynika rownos¢:
881;[ = P(21,91),
rozniczkuje sie bowiem tylko druga catke, pierwsza nie zalezy od x.

Analogicznie z drugiej postaci H:
oH

8—y = Q(z1,11).

Zatem (6.5) jest speione.
Udowodnimy teraz réwnos¢ w definicji funkcji H:

(z0,y1) (z1,91)
/( Qeo y)dy — / Qr, y)dy =

xOsyO) xlsyO

_/yo </: aa—de> = /yl /l’1 —dxdy

Ponadto
(z1,90) (z1,91)
/ P(z,yo)dx — / P(xz,y1)dx =
(z0,90) (z0,91)
1 v Hp z1 Y1
UG = ) e
v \Jyo OY
Zatem z zalozenia %P BQ wyrazenia te sa réwne.
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(x,,,) (,y) () (x,,¥)

(x,.¥) L) ey (x.,y,)

Rysunek 6.2: Réwnos¢ catek wynika z twierdzenia Fubiniego.

Uwaga dla os6b znajacych formy rézniczkowe

Warunek (6.8) oznacza, ze dw = 0, bo:

dw = d(Pdz + Qdy) = a—de/\dx—i-@dx/\dy: oP _9Q dy A dx = 0.
oy o0x Jdy  Ox

O formie w, dla ktérej dw = 0, méwimy, ze jest zamknieta.

7 twierdzenia Stokes’a wynika, ze w obszarze jednospéjnym U 1-forma zamknieta jest do-
ktadna, tzn. jest postaci dH. Wtlasnie to udowodniliémy dla 1-formy w, rozpatrujac, podobnie
jak w sytuacji ogblnej, H = f7 w, gdzie v to dowolna krzywa w U taczaca (xg,y0) 1 (21, y1)

Czynnik catkujacy.

Jesli Pdx + Qdy nie jest rézniczka zupelna, to szukamy funkcji u(z,y) # 0, takiej, zeby
i+ Pdx + p - Qdy byto rézniczka zupetna. Takie p nazywa si¢ czynnikiem catkujgcym. Dla funk-
¢ji pu spelnione musi by¢ réwnanie:

Op-P) _0p-Q)

oy or

czyli

pot _ 08 _ (9Q 9P
oy or or Oy )’

Jest to rownanie rozniczkowe czgstkowe 1 rzedu. Wystarczy znalez¢ przynajmniej jedno jego
rozwigzanie p, co czasem jest tatwe.
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Zbierzmy poznane dotychczas na wyktadach i éwiczeniach metody catkowania (roz-
wigzywania) réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

1. Rozdzielone zmienne:

Piszemy

/ﬁdy:/f(x)dx-l-C

i catkujemy. Otrzymujemy réownos¢ miedzy funkcjami zmiennych y i z, ktéra czasem da
sie rozwiktaé¢ otrzymujac wzér na y(z).

2. Rownanie jednorodne

Podstawiamy z = ¥, otrzymujac;

(zz)' =2z +2=f(2)
i dalej catkujemy metoda rozdzielania zmiennych.

3. Czasem dla réwnania rézniczkowego niejednorodnego, podstawienie y = w™ daje rownanie
jednorodne.

. <a1x+b1y+cl>
4 asx + boy + ¢

Jesli
a; by
det < a4y by ) #0,

to podstawienie

|
L
|

gdzie k, [ speiaja:

a1k+b1l = (1,
a2k+b2l = (9,

sprowadza rownanie do jednorodnego. (Srodek uktadu wspoétrzednych z,y to punkt prze-
ciecia prostych ayxz 4+ biy + ¢4 = 01 asw + by + ¢o = 0).

det(a1 bl)zO,
a9 bQ

ax + by =z

Jesli

to podstawienie

daje rownanie postaci
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Pdx + Qdy =0

Metoda catkowania polega na znalezieniu catki pierwszej H:

dH = Pdx + Qdy,

(o ile %—P = Z—Q). Wtedy krzywe catkowe opisane sa rownaniem H = const. Jesli %—P ‘Z—Q,
Y z Yy T

to szukamy czynnika catkujacego p(z,y). Czasem udaje sie znalezé p = pu(x), p = u(y),

= p(ry), p=p (%) Roéwnanie czastkowe na p sprowadza sie wtedy do tatwego rownania

rozniczkowego zwyczajnego.

6. Rownanie liniowe jednorodne

y =a(z) -y (6.9)
Wtedy
y(z) = Celao 21 (6.10)
7. Rownanie liniowe niejednorodne
y' =a(x) y+b(z). (6.11)

Rozwiazujemy najpierw rownanie jednorodne (6.9). Nastepnie zamiast C' piszemy C(z),
otrzymujac proste réwnanie rézniczkowe na C(z). Jest to tzw. metoda uzmienniania sta-
tej.

Ostatecznym wynikiem jest:

y(x) = C - g(x) + y(a) / "L (s)ds,

o y(s)

gdzie y to rozwiazanie réwnania jednorodnego (6.9). (Rozwiazanie jest suma rozwiazania
ogblnego réwnania jednorodnego i rozwigzania szczegdlnego rownania niejednorodnego. )

8. Réwnanie Bernoulliego
y' = a(@)y+bx)y", n#0,1
Po podstawieniu z = yn%l otrzymujemy réwnanie liniowe.
9. Réwnanie Riccatiego
y' = a(@)y +b(x)y’ + c(z)

Jesli znamy jedno rozwigzanie §, to przez podstawienie y = § + z otrzymujemy na z
rownanie Bernoulliego.
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Zajmiemy si¢ teraz rozwigzywaniem uktadéw réownan liniowych. Przypomnijmy, ze rozwia-
zaniem liniowego réwnania rézniczkowego:

Tt =a(t)r+0b(t), z,a,b€ R (7.1)

o zmiennych wspotczynnikach, niejednorodnego, jest:
t
z(t) = Cet) 4 A0 / e~ 4C)p(s)ds, (7.2)

gdzie

Wszedzie jako dolna granice catkowania mozna napisa¢, np. 0, zmiany poczatkéw odcin-
kow catkowania wplywaja jedynie na wspotczynnik C| czyli nie wpltywaja na ogdlna postac
rozwigzania. Jesli warunkiem poczatkowym jest x(ty) = C, to jako dolng granice catkowania
przyjmujemy to.

W (7.1) z(t) jest sumg szczegdlnego rozwiazania réwnania @ = a(t)x + b(t), et j:; e~ A)b(s)ds
oraz ogdlnego rozwiazania réwnania jednorodnego & = a(t)z, postaci Ce”®.

Zajmiemy sie teraz uktadem réwnan liniowych, tzn. x(t) € R™.

Definicja 7.1 Dia A, macierzy m X m (mozna jg tez interpretowaé jako przeksztalcenie li-
niowe A: R™ — R™) definiujemy

o< A”
=T+ = (7.3)
Przed udowodnieniem poprawnosci powyzszej definicji przypomnijmy pojecie normy macie-
IZy:
Definicja 7.2 Normg macierzy A nazywamy liczbe

[A]] = sup [[Av],

[oll=1

gdzie v oznacza wektor nalezgcy do R™, natomiast ||v]| = \/v? + ...+ v2, - jego norme eukli-
desowq.

42
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Uwagi:
1.
) = sup 201,
w0 ||l
co wynika z réwnosci || Aw|| = |Al]|w]| ( ‘| w definicji mozna zastapié¢ przez H?‘E\/\T‘)”, gdzie
A=lofI7h).
2.
[A o Bl < [|A]l - |B]],
gdyz
[Ao Bl _ |ABY)|  [IB|
loll 1Bl el
3.

A+ B[l < [[All + 1Bl
poniewaz dla wektoréw v # 0

(A + Byl _ [lA@I B

[ (] o]

4. W przestrzeni liniowej M macierzy (przeksztalcen liniowych) wprowadzamy odlegtosé

p(A, B) = ||A — B||. Przestrzen (M, p) jest zupelna. Ciagg Cauchy’ego A, jest zbiezny, bo
dla kazdego v, A,(v) jest zbiezny, dzieki zupetnosci R™. Latwo sprawdzié¢, ze w granicy
otrzymujemy przeksztalcenie liniowe.

7 ostatniej uwagi wynika, ze szereg definiujacy e” jest zbiezny (tzn. ciag sum czesciowych
jest zbiezny) dla kazdego A. Definicja (7.1) jest wiec poprawna.

Lemat 7.1 Jesli A i B komutujg (tzn. AB = BA), to TP = eAeP
Dowod

o

S B =3y et =S S

n=0 n=0 k=0
Szczegoly zwigzane ze zbieznoscia mozna potraktovvac jako ¢wiczenie.

Whniosek

etA-I—sA — e(t—l—s)A

Twierdzenie 7.1 Rozwigzaniem réwnania rozniczkowego lintowego jednorodnego o statych wspot-
czynnikach
T = Az,

(gdzie A jest macierzg m X m) z warunkiem poczgtkowym x(0) = xg € R™ jest

z(t) = ety
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Dowod
6(t+h)Al‘0 _ EtAl‘O B 6tA(6hA _ I 1 i 1
h N h N h —~ n!
tA tA . 1 nin—2
e Ao + e h()  —A"h" 7)o — Ae' g,
n!
n=2

dla h — 0.

Wydaje sie, ze policzenie e jest trudne. Na szczedcie tak nie jest.

Twierdzenie 7.2 Jesli \ jest rzeczywistq wartoscig wltasng macierzy A, a & odpowiadajgcym

jeg wektorem wiasnym, to:
6tA — 6”‘6.

Dowdd

etAg Z tnAng i tn)\n
0]

Twierdzenie 7.3 Jesli A, A to para nierzeczywistych wartosci wlasnych macierzy A, natomiast
&, € - para odpowiadajgcych im wektorow wlasnych w C™, kompleksyfikacji R™, to:

etAg _ et)‘ﬁ, etAg: et?\g

(gdzie A, e rozpatrujemy jako macierze zespolone, przeksztatcenia liniowe w C™, wszystkie
poprzednio wprowadzone dla R™ definicje przepisujq sie). Ponadto dla rzeczywistych wektoréw
_E+¢ _€-¢

N=—F U2= )

2 21

A=oatiw

zachodzi

eu; = (' costw)v, — (€ sin tw)vy,

ey = (e sin tw)v, + (€' cos tw)vs,

Inny zapis: dla w = a1v1 + asve mamy w bazie vy, vy
‘A ton costw  sintw a,
efw=ce . )
—sintw costw a9

Dowé6d

ey = ;( g 4 ePE) = e Re(e™€) = €' ((cos tw)vy — (sin tw)us),

gdyz & = vy + ivs.
Podobnie:

ey = %(et’\f eE) = e Im (™€) = e'®((cos tw)vs + (sin tw)uv,)
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Uwaga

Wprost z definicji funkcji e? wynika, ze jesli A,B,K sa m x m macierzami oraz K jest
odwracalna i A = KBK™!, to:
e = KeP KL,

Majac dang macierz A, szukamy bazy (&1,. .., &), w ktorej A ma postaé Jordana (zespolong):

* 0 0 0
0« 0 O

B = ,
00 .0
0 0 0 =«

gdzie 0 oznacza klatki samych zer i gdzie kazda klatka * ma postac:

Al 0
Al
Al :
1
0 A
gdzie A\ to warto$¢ wlasna.
Rozwazmy macierz przejécia K dla bazy (&i,...,&n):
K:(fla"'agm)a (74)
gdzie wektory ; ustawione sg pionowo:
§1,j
& = :
gm,j
Wektor a1& + ... + an& zapisuje sie w wyjsciowej bazie ey, ..., e, jako:
ai
K
am

Wtedy wektor zie; + ...+ xpen,, warunek poczatkowy, zapisuje sie w bazie §; jako:

T
K—l
Tm
Jesli &, ..., &, jest bazg, w ktérej operator, zapisany jako macierz A w standardowej bazie
e1,...,en w R™ ma posta¢ Jordana A7 oraz K jest macierzg zdefiniowang przez réwnoéé (7.4),

to A= KATK™!, e = KeV K.
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Twierdzenie 7.4 Jesli B ma postac klatki Jordana

Al 0
Al
A1 :
1
0 A
*
to 1,42 1 gk—1
1ot 3t it
0
tB _ A
e =e 10 5t
) - ;
0 0 1
Dowéd
B =\ + N,
gdzie
01 0
01
N = 0 1
1
0 0

N jest macierza nilpotentna, tzn. istnieje j, takie, ze N/ = 0 (w przypadku macierzy N,
J =k jest najmniejsza liczbg naturalng o tej wlasnoscei). Zatem szereg > Bn—:z jest skonczony.
Doktadniej:

1B — GtINN) _ AN
Poniewaz
001 0 00 01
00 1 0 0 0
N2 — 0 0 1|, ..., N1z 00
0 0
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(dla wektoréw bazowych &, ..., & zachodzi & —V &_1 =V ... =V & =V 0) mamy:
01 0 0 01 0
01 00
el =™ | T+t 0 1 b 00 1T | +...+
2
0
0 0 0 0
0 0 . 0 1
o 0 0 0
T 0 0
0
0 0
[
Whniosek
Macierz et mozna tatwo policzyé, gdyz jest iloczynem Ke'A' K1, gdzie '’ sklada sie

AJ 7/\1)) (A7 —2I)

z klatek postaci e (el , A to wartodci wlasne, za$ szeregi definiujace e’
skoniczone, jak w twierdzeniu (7.4).

to sumy

Twierdzenie 7.5 Niech A bedzie macierzq (przeksztalceniem liniowym) A: R™ — R™), X
(1 <1<k jej rzeczywistymi wartosciami wtasnymi, v, ich krotnosciami, oy +iw; (1 <1<'s)
zespolonymi (nierzeczywistymi) wartosciami wtasnymi, p, ich krotnosciami. Wéwczas rozwig-
zania rOwnania:

= Az, x € R"™

5¢ postaci:
z(t) = (x1(t),...,2m(t)),
k s
z;(t) = eMipy (1) + Z e (qy () coswyt + rp(t) sinwyt),
1=1 1=1
dlaj=1,...,m, gdzie pj, q;, r; to wielomiany stopni mniejszych niz odpowiednio vy, ., ju,

0 wspotczynnikach rzeczywistych.

W tym zapisie wydaje sie, ze jest m X (v1 + ... + Vg + 2p;1 + ... + 2p,) = m? parametréw.
Faktycznie jest ich doktadnie m, tzn. miedzy parametrami powyzej wystepuja zaleznosci, tyle
ile wynosi wymiar przestrzeni warunkéw poczatkowych, jak w Tw. 7.1.

Dowé6d

Wobec udowodnionych poprzednio twierdzen, do petnego dowodu brakuje rzeczywistego
przedstawienia klatek macierzy et dla nierzeczywistych wartosci wtasnych A = a + iw. Niech
&1, ..., & beda wektorami w C™) takimi, ze operator A w podprzestrzeni liniowej rozpietej przez
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&1, ..., & ma postac klatki Jordana:

Al 0
Al
Al :
1
0 A
Woéwezas w podprzestrzeni rozpietej przez &, ..., &,, A ma postaé
Al 0
A1
Al
0 A

Mozna wige dobra¢ dla postaci Jordana baze taka, ze przy bazie &1, . .., ,, odpowiadajace]
A, mamy baze &, ..., &,, odpowiadajaca A. Niech

:’U%:Lj_g], ]:1,,k

, , Ny ,
oI J_ & fj) i :
21

2 2

Ta baza jest rzeczywista, wiec macierz przejscia K Jest macierzg rzeczywista. Kazda pod-
macierz 2 X 2 macierzy et odpowiadajaca wektorom &, & oraz &, & jest postaci (patrz Tw.

7.4):
et Lt 0
< 6 e’_\ti,t“ ) ’

r > s,u=r—s. Zatem w bazach v{, v3, v}, v podmacierz ta ma postac:

lt“ gto (€08 tw  sintw
u! —sintw costw /)’

O

Procedura szukania ogdlnego rozwigzania jednorodnego liniowego réwnania réz-
niczkowego o statych wspoétczynnikach

1. Znajdujemy wartosci wtasne i ich krotnosci jako zera wielomianu charakterystycznego

W) = det(A — AI).

2. Szukamy podprzestrzeni odpowiadajacych tym wartosciom wtasnym:
Ly =ker[(A — \)™],

gdzie ry to krotno$¢ A. Wybieramy w nich dowolne bazy & », ..., &,  (tak, zeby w przy-
padku nierzeczywistych sprzezonych wartosci wlasnych wybraé bazy sprzezone). Na ogot
najpierw znajdujemy wektory wtasne ker(A — AI), potem ker(A — \I)?, itd.
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3. Piszemy rozwiazanie w postaci

Z Zar/\ A )‘I) gr)\))

liczymy (A — AI)7&, 5
4. W przypadku wystapienia pary nierzeczywistych wartosci wlasnych A, A, grupujemy
et/\ar,)\(A - )‘[)jgr,/\ + etj\ar,;\(A - )\I)jgr,)\-

Poniewaz te wektory sg rzeczywiste, mamy a, 5y = @, . Otrzymujemy zadane kombinacje

J A JA
vy, vy

5. Jesli szukamy rozwigzan szczegdlnych, o zadanym warunku poczatkowym z(0), to mozemy
przedstawi¢ z(0) w bazie &, ..., &y, jako

K_lfﬁ(()) = Z ar,)\gr,)\a
gdzie K = (&,...,&n). Lepiej jednak od razu zapisaé¢ x(0) jako sume a)§), dla pewnych
&\ € Ly i szukaé jak wyzej rozwigzania postaci

-1

(2 t J
Ze (Z a)\ﬁ(A - )\I) f)\)

A j=0
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Przyktad (Wahadlo z tarciem)
Rozwazmy réwnanie liniowe rzedu 2:

r=—x—kzx

Rysunek 8.1: Wahadto

Jest to uproszczone réwnanie wahadta (w rzeczywistosci zamiast sity —z, mamy — sin z, jed-
nak powyzsze réwnanie, opisujace oscylator harmoniczny jest liniowym przyblizeniem wahadta
w otoczeniu punktu réwnowagi x = 0).

Réwnanie to sprowadza sie do ukladu réwnan w R%:

ZEll = X2
.CEIQ = —I1 — kl‘Q, ’
czyli:
. . 0 1
= Ax, gdzie A—<_1 —k>'
Wielomian charakterystyczny to:
N4+ EX+1=0,

50
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A=k>—4.

Oznaczmy pierwiastki tego wielomianu przez A;, Ay Z wzoréw Viete’a mamy det(A) = A Ay = 1,
tI'(A) == )\1 + )\2 = —k.
Rozpatrzmy nastepujace przypadki:

1. k> 2 (silne tarcie). Wowczas A > 0, istnieja wiec dwa rézne pierwiastki rzeczywiste.
Z wypisanych powyzej wzorow Viete’a wynika, ze sa one ujemne. Bez straty ogolnosci
przyjmijmy, ze Ao < A. Jesli & = (£1,£?) jest wektorem wlasnym odpowiadajacym Ay,

to:
—A1 1 &
-1 k=X & )
tzn.
_)\1511 + 5% = 07
czyli
&
— = Al
g 7
Podobnie dla & = (£}, £2), wektora wlasnego odpowiadajacego Mg, zachodzi:
&
5—21 = )\2.

Poniewaz Ay < Ay < 0, mozna wziaé &, & w Il ¢wiartce.
& - kierunek silniejszej kontrakeji, jest na prawo od &, jak na rysunku.

Zatem dla k > 2 wahadto (hustawka) bez oscylacji dochodzi do stanu réwnowagi x = & = 0,
przechodzac przez r = 0 najwyzej 1 raz. W takiej sytuacji stan rownowagi nazywamy we-
zlem stabilnym.

ghe

tA,

Rysunek 8.2: Wezel stabilny (w bazie wektoréw wlasnych)

2. Dla k = 2 mamy réwniez wezel stabilny. Wektorem wlasnym (jedynym z dokladnoscia
do skalarnego czynnika) dla wartosci wlasnej A = —1 jest £ = (—1,1).
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Rysunek 8.3: Wezet stabilny w bazie standardowe;j

RN

3

Rysunek 8.4: Wezel stabilny (k = 2)

3. 0 < k < 2 (stabe tarcie). Mamy

k 2
A=atiw=—==+ —) =1
a+iw 5 Tl \(2) |
Mozemy zalozy¢, ze w > 0. Wtedy w bazie
IRSEES & —&
1= y U2 = -
2 2

mamy obroét w prawo
costw  sintw
—sintw costw )’
zlozony z kontrakcja, tzn. mnozeniem przez e'®, przy t > 0. Dla

& = (La+iw),
52 = (La_iw)a
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manmy

v = (1,«),
ve = (0,w).

Ta baza ma orientacje zgodng ze standardowsg orientacja ptaszczyzny, gdyz

det(1 a>:w>0,
0 w

zatem w bazie wyjsciowej tez mamy ,obrot” w prawo. Taki stan rownowagi nazywamy
ogniskiem stabilnym.

eAt

Rysunek 8.5: Ognisko stabilne

4. Jesli k=0, to a =0. Mamy zatem obrot, bez ztozenia z kontrakcja. Stan réwnowagi
nazywamy centrum.

Rysunek 8.6: Centrum

Uwaga

W bazie vy, vy dla ogniska lub centrum, réwnanie ma postac:

¢ = Bz, dla pewnej macierzy B.
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Te macierz tatwo policzy¢ nastepujaco: Rozniczkujac znang juz nam postaé¢ rozwiazan

x(t)—em< cos tw sintw)

—sintw costw

otrzymujemy

YR o [ —sintw  costw _ 0 -1
Bzx(t) = #(t) = ax(t) + we < coste  — sinfw ) = az(t) +w < 10 z(t),

0 —1
B—al—w<1 0 )

Mozna to réwnanie, wprowadzajac na R? strukture zespolong, zapisaé jako

czyli

z = Az,
(pochodna po zmiennej rzeczywistej t), bo mnozenie przez macierz

0 -1

1 0
to mnozenie przez i. Rozwiazania sa postaci z(t) = et . a, gdzie a € C' to warunek po-
czatkowy.

5. Dla k£ < 0 mamy sytuacje analogiczne, tj. ognisko lub wezel niestabilny.

e&t

Rysunek 8.7: Ognisko niestabilne

Uwaga
Jezeli nie zaktadamy, ze wartosci wtasne macierzy A sa tego samego znaku, to dla réwnania
T = Az,

gdy detA < 0, pojawia sie jeszcze jedna sytuacja, tzw. sitodto. Przykltadowym rownaniem jest

IE.1 = T
IE.Q = —T9.
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¥

Rysunek 8.8: Wezet niestabilny
&

.
=

Rysunek 8.9: Siodto

Przyklad (Dwie pary sprzezonych, nierzeczywistych wartosci wlasnych)

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe

gdzie z,y € R?, (x,y) € R* oraz

_ 0 w1 _ 0 W9
Bl_(—wl 0)’ BQ_(-CUQ 0>

Dla kazdego z rownan mamy pare nierzeczywistych wartosci wtasnych, odpowiednio 4iw,
oraz tiwy.

Trajektorie e™?, e™2! (zapis we wspoirzednych zespolonych w R? x R? = C x C) sa zawarte
w torusach |z| =1, |y| =1y dla ri,r9 # 0 (lub sa okregami r; =0 lub ro = 0). Dla wy, wy
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niewspotmiernych sa to tzw. obmotki w tych torusach; wszystkie trajektorie w nich zawarte sa
w nich geste. Poréwnaj Wyktad 5.

Rysunek 8.10: Figury Lissajous

Rozwazmy dwa oscylatory harmoniczne:

r = -—ar,

= _bya

gdzie x,y € R, a,b > 0. Réwnania sprowadzaja si¢ do powyzszego uktadu dla:

0 1 0 1

w1 = Va, w2:\/5.

Dla wy, we wspotmiernych rzuty trajektorii na plaszczyzne konfiguracyjng x,y to tzw. figury
Lissajous.

czyli
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Jedno réownanie rozniczkowe rzedu n, liniowe, o statych wspotczynnikach:

™ = a2V + . +a, 2 +a,x (9.1)
sprowadza si¢ do uktadu réwnan liniowych dla zy =z, zy =2/, ..., 2,1 =2}, _,
! _
T = 1
Th_y = @Tp_1+ ...+ apT.

Macierza tego uktadu jest

0O 1 0 0
O 0 1 0
A=
0 0 1
Qn, ay
Dla z = (xg,...,Tp_1), © = Ax.

Wielomian charakterystyczny ma postac
det(A— M) = (=1)"MNap +an A +...+a A" )+ (=1)"A" = (=1)"(A\" —a; \"' — ... —a,),
co tatwo sprawdzié¢, rozwijajac det(A — AI) wzgledem ostatniego wiersza. Rozwiazanie ogélne

ma, postac:
Uy— 1

x(t) = Z Z ay jt'e™. (9.2)

Rézniczkujac mozna wypisaé¢ (przyjmujac ay,, = 0)

UA—l

2 ()= (Aax; + axa(j +1)te
A j=0

i dalej pochodne z"(t), ..., 2"V (t), co da rozwigzanie x¢(t), ..., 7,1 (t) uktadu & = Ax.

o7
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Powstaje pytanie czy kazdy uktad zespolonych wspotczynnikéw ay ; daje jakies rozwigzanie
zespolone. Rozwiazania rzeczywiste dla rzeczywistych A musza mie¢ wspotczynniki ay rzeczy-
wiste. Dla par nierzeczywistych wartosci wlasnych A = a £ iw musi by¢ aq4iwj = Ga—iw,; dla
rzeczywistych rozwigzan.

Jesli zapiszemy te funkcje w postaci

vy—1 va—l
z(t) = Z Z (baw it €' COStW + Coy jt? €™ sin tw) + Z Z axt’e”, (9.3)
atiw j=0 AER j=0

to powstaje pytanie czy kazdy uktad wspotczynnikéw a, b, ¢ daje rozwigzanie. Okazuje sie,
ze tak faktycznie jest: Przestrzen I' rozwiazan x(t) jest przestrzenia liniowa wymiaru n, bo
przeksztatcenie

R" > (xg,..., 1) — z(t) € {funkcjef: R — R"},

takie, ze 2(0) = zq, ...,z (0) = x,_1, jest izomorfizmem liniowym (kazdemu warunkowi po-
czatkowemu z(0), ..., 2("Y(0) odpowiada rozwigzanie, réznym warunkom odpowiadaja rézne
rozwiazania). Przestrzen liniowa funkcji zapisanych wzorem (9.3) zawiera [, ale jej wymiar jest
niewiekszy niz n, bo wspolezynnikéw a, b, ¢ jest > vy = n. Przestrzen funkcji speliajacych
(9.3) jest wiec réwna T

OJ

Przy danym warunku poczatkowym (ky, ..., k,) mozna ay; wyliczy¢. (9.2) i dalsze wzory
na ', ...,z Y daja przy t = 0

ki
[Macierz] | ay; | = :
kn

Przypomnijmy jeszcze raz, ze wszystkie wyrazenia t/e*,j = 0,...,vy — 1 we wzorze (9.2)

na ogoblne rozwigzanie sg potrzebne; inaczej przestrzen rozwigzan miataby zbyt maty wymiar.

Oznacza to, ze z kazda wartos$cia wlasna zwigzana jest tylko jedna klatka Jordana, tylko jeden
wektor wtasny. Inaczej, mielibySmy w Z;’igl zamiast vy, maksymalny wymiar klatek Jordana
odpowiadajacych A, ktory bytby mniejszy niz vy bo suma wymiaréw tych klatek jest rowna
nuy.

To, ze kazdej wartosci wtasnej A odpowiada tylko jeden wektor wtasny wida¢ zreszty bez-
posrednio z postaci macierzy A. Jesli

&1
€n
jest wektorem wtasnym dla A, to
&2 £,
A() = : L AT = :

€n
angl + ...+ algn

Poniewaz A7(£) = M(£), mamy & = M~'&, czyli & wyznacza caly wektor £.
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Przyktad
Zalozmy, ze wszystkie wartosci wtasne sg rzeczywiste, jednokrotne. Rozwiazanie ma wtedy
postac:
o(t) = Yo me™
D) = T ad e

Zatem przy warunku poczatkowym (2(0), ..., 2""1(0)) = (ky, ..., k,), mamy (podstawiajac
t=0):

DY)
1 n —
)\';l—l )\.n.fl (7% kn
Stad
Y
J V’

gdzie V' - wyznacznik Vandermonde’a:

1.1
Vedet| M 0 M =T =),
Nt )

a V; jest wyznacznikiem macierzy powstatej przez zastapienie j-tej kolumny macierzy

1 ... 1 iy
Mo A

przez wektor

AL e Fin

n

Nieautonomiczne jednorodne réwnania rézniczkowe liniowe

Zajmiemy sie teraz réwnaniami (uktadami réwnan liniowych) postaci
T = A(t)x,

gdzie x € R™, A(t) jest ciagta funkcja o warto$ciach w zbiorze macierzy m x m.
Jednoznaczno$é rozwiazan (przy zadanym warunku poczatkowym) wynika z lipschitzowsko-

Sci funkeji ¢ — A(t)z (tam gdzie A(t) jest ograniczone, czyli lokalnie).

Uwaga

Dziedziny rozwigzan wysyconych to (—oo, o).
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Dowdd

Rozwiazanie z(t) spelia rownanie:

z(t) = x(to) -l-/t A(s)x(s)ds,

wiec dla t > ty, przy oznaczeniu
sup [[A(s)[| = Kty s,

to<s<t

mamy .
|z (@)[] < [lz(to)]| +/)Kto,t||fv(8)||d8-
to

7 nierownosci Gronwalla
z(t)]| < ettt ||z (ty)].

Zatem nie ma ucieczki rozwiazania do oo w skonczonym czasie. Z Tw. 3.1 wynika, ze prawym
koncem dziedziny wysyconego rozwigzania jest +o00.

Dowdd, ze dla t <ty rozwiazanie przedtuza sie¢ do —oo jest podobny. Mozna tez zamienié¢
A na —A i skorzystac z pierwszej czesci dowodu.

OJ

Uwaga

Dla dowolnego przedziatu (otwartego, otwarto-domknietego lub domknietego) I, zbiér roz-
wiazan x(t) : I — R™ jest przestrzenia liniowa nad ciatem R. Oznaczmy ten zbior przez I';.

Definicja 9.1 Ukltadem fundamentalnym rozwiazan nazywamy dowolng baze w T';.

Uwaga

Dla dowolnego ¢y € I, przeksztatcenie Jy,

R™ >z i8 z(t) €Ty, z(ty) =

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.

Dowdd

Przeksztalcenie Jy, jest dobrze okreslone z jednoznacznosci rozwigzan. Ro6zne warunki po-
czatkowe daja rozne rozwigzania. Kazdemu rozwigzaniu odpowiada warunek poczatkowy w g,
wiec Jy, jest ,na”. Liniowos¢ wynika z liniowosci réwnania & = A(t)x.

OJ

Whniosek

Odwzorowanie ¢(x,t) = .J, ' o.J,,, przyporzadkowujace warunkowi poczatkowemu (w o)
punkt na trajektorii rozwiazania po czasie ¢, to izomorfizm liniowy R™ w R™.
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Uwaga

Uktad fundamentalny ®(¢) spetnia réwnanie macierzowe:

(tutaj zalozenie liniowej niezaleznosci rozwiazan w ®(t) nie jest potrzebne)

Dowé6d

Faktycznie, kazda kolumna x(t) macierzy ®(t) spetnia & = A(t)z z zalozenia.

Il
Definicja 9.2 Jesli ®(t) jest ukladem fundamentalnym, to wyznacznik
det ®(t) = W (t)
nazywamy wyznacznikiem Wronskiego (wronskianem,).
Uwaga
Dla réwnania rézniczkowe rzedu n, liniowego, o zmiennych wspotcezynnikach:
2™ = a; ()2 4 4 anoy (D)2 + ap(t)z (9.4)

za uktad fundamentalny przyjmuje sie na ogdt baze w przestrzeni liniowej rozwigzan, funk-
c¢ji #(t) : R — R (lub I — R). Nie potrzeba formalnie do x(t) dopisywaé '(t), ..., z(" =1 (t)
(chyba, ze interesuja nas warunki poczatkowe). Wtedy wronskian dla uktadu fundamentalnego
x1(t), ..., z,(t) ma postaé

x1(t) zn(t)
W —det| T 2 (1)
) a8

Przyktad

W przypadku réwnania rézniczkowego rzedu n o statych wspotczynnikach i parami roz-
nych rzeczywistych wartosci wlasnych Ay, ..., \,, uktadem fundamentalnym rozwigzan jest np.
rodzina funkcji z;(t) = . Wtedy

11
W(t) = efutt3) et | M A
DU

(znowu pojawil sie wyznacznik Vandermonde’a).

Twierdzenie 9.1 (Liouville) Jesli ®(t) to uklad fundamentalny rozwigzari réwnania

T = A(t)x,
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a W (t) = det ®(t) jest jego wronskianem, to W (t) spelnia réwnanie rézniczkowe

gdzie a(t) = trA(t), czyli
W(t) — W(tg)effo a(S)ds.

Wzor ten jest czasami nazywany wzorem Liouville’a-Ostrogradskiego.

Uwaga

Czasem réwnanie rézniczkowe & = A(t)x nie daje sie rozwiazaé (w kwadraturach). Funkcja
el A5)ds moze nie byé rozwiazaniem, jedli macierze A(s) nie komutujg dla réznych s. Jednak
podobne wyrazenie dotyczace wronskianu jest rozwigzaniem.

Dowdd twierdzenia Liouville’a

W(t+h) = det(P t+h))‘

Il
oL
o O
= =+

Oznaczmy A(t) = (a;;(t))7%-,- W wyznaczniku

1+ han(t) c. P halm (t)

det(I + hA(t)) = det hai (1)
hai,j (t) )

ham (t) e cor T+ hagmm(t)

macierzy (I +hA(t)) = (by)7%—, jedynym sktadnikiem nie dzielacym si¢ przez h? jest iloczyn
wyrazow na przekatnej: [~ bii = [ [~ (1 + hai;) (kazdy inny sktadnik zawiera bowiem co naj-
mniej 2 czynniki spoza przekatnej w iloczynie [ [ b; »(¢i), gdzie o to nietrywialna permutacja liczb
(1,...,m)) (o(i) # i implikuje o(o(i)) # o(i)). Mamy teraz

i=1 i=1
zatem
det(I + hA(t)) = 1+ htrA(t) + O(h?).
Stad

W(t+h)=W(t)(1+ ha(t)) + o(h) = W(t) + ha(t)W(t) + o(h),

zatem W (t) spelnia réwnanie rézniczkowe:

co daje teze.
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7 powyzszego twierdzenia wyptywa nastepujacy wniosek:
Twierdzenie 9.2 (Liouville’a o zachowywaniu miary Lebesgue’a) Jesli dla
&= F(z),

gdzie x € R™, F = (Fy,..., F,), dywergencja

divF = Z 6:1: 0,

to dyfeomorfizmy potoku ¢' rozwigzujgcego to réwnanie réziniczkowe

d¢*(x) _ t 0 _
S P ), () = 2

zachowujg miare Lebesgue’a, tzn. dla kazdego zbioru mierzalnego A € R™ oraz kazdego t € R
zachodzi:

Leby, (¢'(A)) = Leb, (A),

gdzie Leb,, oznacza miare Lebesque’a w R™.

Dowdd

Przypomnijmy, ze dla trajektorii ¢'(z) zachodzi réwnanie w wariacjach:

2|52, ] - proor-[(%57),)

od ] ;
[a—] = Dat

gdzie

to macierz pochodnych czastkowych.
D, ¢! to uklad fundamentalny rozwigzan réwnania w wariacjach

£(t) = D.F(¢'(2))E(t), £(1) € R™

(geometrycznie £(t) nalezy do przestrzeni stycznej do R™ w ¢'(x)).

Dla t =0, D,¢! = I, wiec det D¢ = 1.
det D,¢' to jakobian dyfeomorfizmu ¢! w punkcie z (ozn. J,(¢!)). Jest to zarazem wroriskian
naszego uktadu fundamentalnego.

Mamy $lad ¢r(D,F) = divF = 0, zatem z twierdzenia (9.1):

Ju(f) = @) 1
Stad
Leb,, (¢'(A)) = / J.(¢")dLeb,,(z) = Leb,,(A).
A
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Przyktad
Uktad hamiltonowski
g = 22
{ C sy k=1,...,m (9.5)
Pk = 3
spetnia zalozenia twierdzenia Liouville’a, poniewaz:
_OH OH 0OH OH N0 0H ~ 0 ([ 0H
e I Bp /L geCY Oy
Op1 Opm I Im —~ Oqp Opr = Opx \ O
N PH  ~ 0°H
S pice A
1 0q1 Opy 1 OOy,

Zatem potok hamiltonowski ¢!, zwigzany z tym uktadem réwnan, zachowuje miare Lebesgue’a.

Przypomnienie z Wykladu 1
Uktad hamiltonowski daja réwnania Newtona:

o U
= 9,
T oqr my;’ (9.6)

gdzie U jest energia potencjalng uktadu cial (my to masa k-tego ciata, jesli m = 3N, czyli mamy
N cial w R?, to kazde my, pojawia si¢ w tym zapisie 3 razy). Dla pedéw py = myqy, oraz funkcji

m 2

P
H(p,q) =) —inzk +U(q),
k=1

réwnanie (9.6) ma faktycznie postaé (9.5). Wielkos¢
Pi _ Z myd;
2mk 2

to energia kinetyczna, U(q) to energia potencjalna.
Dzigki zachowywaniu miary Lebesgue’a, do uktadéw z mechaniki klasycznej mozna stosowac:

Twierdzenie 9.3 (ergodyczne Birkhoffa) Jesli i jest miarg skoriczong zachowywang przez
dyfeomorfizmy potoku ¢' oraz h € L'(u, X), to dla prawie kazdego x € X istniejq granice

fim = [ (@ @) = R0

Jim = [ hana = b
hy(x) = h_(x).

Jesli potok @' jest ergodyczny, tzn. nie istnieje A C X niezmiennicze (V; ¢'(A) = A, z doktad-
noscig do zbioru miary 0), takie, ze pu(A) # 0, u(X\A) # 0, to

ho(z) = ﬁ/}(hdu.
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Uwaga

Miara g w tym twierdzeniu nie musi by¢ miara Lebesgue’a; wazne jest jednak zalozenie, ze
jest skonczona. Leb,, na R™ jest nieskonczona, wiec Twierdzenia ergodycznego Birkhoffa bezpo-
srednio nie mozna stosowac¢. Mozna jednak to twierdzenie stosowac jesli F' na R™ jest okresowa,
tzn. np. F(x) = F(r 4+ w) dla calkowitoliczbowych w. Wtedy mamy réwnanie rézniczkowe na
torusie R™/Z™ i faktor Leb,, jest na tym torusie miara skoniczong.

Twierdzenie 9.4 (o ergodycznosci obmotki) Jesli & = w jest rownaniem rézniczkowym na
torusie T™, w = (wy, ..., wy,) (wektor staly), wy ..., wy, sq niezalezne nad ciatem liczb wymier-
nych, to potok ¢'(x) = x + tw dla tego réwnania jest ergodyczny dla faktora miary Lebesgue’a.

Wskazéwka do dowodu: Rozwinaé¢ h = x4 w szereg Fouriera i zobaczy¢, ze nie moze by¢
h = h o ¢' dla wszystkich ¢ jednoczesnie.

O



Wyktad 10

Dla réwnania liniowego jednorodnego ze zmiennymi wspotczynnikami mozna probowaé szu-

ka¢ rozwigzania w postaci szeregu potegowego.

Twierdzenie 10.1 Jesli dla réownania:

T+pt)t+q(t)r=0

(10.1)

funkcje p, q sqg analityczne, o promieniach zbieznosci wokél ty rownych co najmniej ro > 0, to
rozwigzania tez sq analityczne wokdl ty, o promieniu zbieznosci nie mniejszym niz ro. Wspot-

czynniki ¢; rozwiniecia Taylora sq zadane wzorem
(Z + 2)(2 + 1)Ci_|_2 = — Z ai—j(j + 1)Cj_|_1 + bi—jcj,
j=0
gdzie

o0

p(t) = Zai(t—to)i,

1=0

q(t) = Zbi(t — )",

Dowdd

Zalozmy, ze to = 0. Szukamy x(t) = Y .o, ¢;t'. Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

o0

I(t) = Z(Z.—i-l)CiJrlti,
=0

Bt) = D (i+2)(i+ D)eiat’

i=0
Stad

o

p()i(t) = Z(Zaiﬁ(jﬂLl)Cﬁl)ti;

o

gz(t) = D O bije)t,

i=0 j=0

66
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wiec po wstawieniu do (10.1) otrzymujemy dla wspotezynnikéw ¢;,i = 0, 1, ... réwnania (10.2).
Te réwnania pozwalaja obliczy¢ je rekurencyjnie, przy zadanych dowolnie ¢y, ¢;.

Mamy
1

limsup, .. /]an’

o
(ro —&)m

dla dowolnego £ > 0 i dla odpowiednio duzych n. Analogiczne nieréwnosci zachodza takze dla b,,.

ro <

wiec
|an| <

Dla dowolnych 7 < r < rg, A = % < 1, przy zaltozeniu

M M
|an| S T_n, |bn| S ’I“_n,
dlan =0,1,... oraz zatozeniu indukcyjnym
M.
lex] < s
Tk

dla k =0,1,...,7+ 11 pewnej liczby M;,; > 0 szacujemy:

1 (Z M(j+1) My, | M Mi+1)

‘Ci+2‘ <

= (+2)(i+1) pimi Pt i i

Jj=0

MM LG4+ DN
G20+ D) (Z T

My P M L) L M
< — A
- 72 ((z‘+2)(z‘+1) (;(]Jr ) ) +i+2)

M. M R B G =) )
- . ——(i+1) + - :
2\ (i +2)(0+1) 1-A i+ 2

Oznaczmy wyrazenie w duzym nawiasie przez A; i zdefiniujmy M;,; = M,; max{1, A;}.
Wryrazenie A; jest rzedu const -i~!, wiec mniejsze niz 1 dla i dostatecznie duzych. Stad dla
duzych ¢ mamy M; o = M, i otrzymujemy

Mo

|Cita] < ——.
Ti+2

Zatem, z dowolnosci 7 promien zbieznosci szeregu potegowego o wspotezynnikach ¢;, wynosi
co najmniej rg.
0J

Przyklad (Réwnanie Hermite’a)

T — 2tz +2pr =0
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Dla tego réwnania mamy a; = —2, a; = 0 przy ¢ # 1 oraz by = 2p, b; = 0 dla i # 0. Rownanie
rekurencyjne na ¢; ma wiec postac:
—2icz~ + 2pci . 2(]9 — Z)

T IDGr2) (rDir2)

Mozemy wypisa¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania, dla ¢y =1, ¢; = 0 oraz dla ¢y = 0,
cp = 1:
_ 2p,,  2p(p—2),4 2°p(p—2)(p—4)
z(t) = 1-— gt + 1 t — Gl
2(p—1 22(p—-1)(p—3
(=1 Z-Dp-3)
3! 5!

4. ..

A

l‘Q(t) = t-—

Zauwazmy, ze jesli p jest liczba naturalna, to jeden z tych szeregdéw jest wielomianem (tzw.
wielomian Hermite’a H,).

Uwaga o réwnaniu Schrodingera

Réwnania Hermite’a i wielomiany Hermite’a pojawiaja si¢ np. przy szukaniu rozwigzania
rownania Schrodingera

oy R

gdzie m jest masa czastki, h stalg Plancka, natomiast funkcja zespolona i to tzw. funkcja
falowa czastki; [1)|? to gestoéé rozktadu prawdopodobienstwa jej polozenia w R™ (1) ma sens
fizyczny jesli [, [v* = 1).

Z prawej strony mamy operator liniowy H(v)) = —%Aw + U(x)v, szukamy rozwigzan
takiej postaci jak dla liniowych réwnan rézniczkowych o statych wspotezynnikach:

P =le it

Po podstawieniu otrzymujemy rownanie
AP + (B - U)y° =0

na wartosé wtasng E i funkcje wlasng 1)° operatora H. Jest to tzw. drugie réwnanie Schrodingera.
Ograniczmy sie do przypadku z € R'; mamy wtedy:
d>)  2m
—+—=(E-U)y=0
a2 T B

CI2 . .
i otrzymujemy dla U = C - 2%, po podstawieniu ¢ = ¢e~ 2 gdzie ¢ > 0 zalezy od C > 0,
i zmianie x na y = y/cx, rébwnania Hermite’a dla funkcji ¢. Rozwigzania sg wiec postaci:

const - e 2" H(\/cx).

Tylko dla wielomianéw Hermite’a H = H, (szczegblne p przy szczegélnych E) powyzsze
funkcje odpowiadaja czastkom (ich rozktadom prawdopodobienstwa ). Inne funkcje tej postaci
maja kwadraty modutow niecatkowalne.
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Przyklad (Réwnanie Bessela)

1 2 2

“—p
i e r=0p>0
; 2 p >

W t =0 wspdtezynniki przy &, r majg bieguny. Rozwigzania sa szeregami, tzw. funkcjami
Bessela

W zwiazku z Twierdzeniem 10.1 prawdziwe jest

Twierdzenie 10.2 Jesli dla
t=F(tz), z€R™

F jest funkcjq analityczng w (to, xg), tzn. skladowe F rozpisujq sie w otoczeniu (ty, o) w szereg:
Fe(ta) = 3 gt —t0) (1 = 20, . (0 — m0m)™ k=1,...m,
iajl:"':jm
to x(t) - rozwigzanie problemu Cauchy’ego z warunkiem poczgtkowym x(ty) = xq, jest anali-
tyczne w otoczeniu ty.
O rozwigzywaniu réwnan jednorodnych ze zmiennymi wspélczynnikami rzedu 2
Jesli jedno rozwigzanie xy(t) réwnania

i=a(t)i+bt)r, =€ R (10.3)

jest znane oraz x1(t) # 0 dla kazdego ¢, to mozna wyliczy¢ rozwiazanie x4 (t), liniowo niezalezne

od x,(t), a zatem znalez¢ rozwigzania ogdlne, jako kombinacje liniowe Cyz1(t) + Coxa(t).

Faktycznie, z twierdzenia Liouville’a mamy wronskian
xl(t) T2 (t) > [Ea(s)ds
det | . . = (Clelo ,
< a1 (t) (1)

czyli

l‘l(t) efg a(s)ds
H+ocE—
a2V

To jest jedno liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe, na ktérego rozwigzania znamy wzor:

@wzmmq+4w@rw@@»

gdzie
21(s)

¢(t) — efg mds — efg %logzl(s)ds — xl(t)
Zatem szczegblnego rozwiazania, niezaleznego od x4 (t), szukamy w postaci (C; =0, C = 1)
% a(r)dr
2
t) = t ——ds).
rlt) = (0 [ G

Jedli state nas nie interesuja (byle C' # 0), mozna napisaé, jak wyzej, calki nieoznaczone.
Napisatem [*a(7)dr tylko po to, zeby zaznaczy¢, ze to funkcja zmiennej s.
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Metoda obnizania rzedu

Inna metoda upraszczania réwnania
2™ =a ()" Y 4+ an(t)x (10.4)

przy znanym rozwiazaniu x;(t) jest tzw. metoda obniZania rzedu réwnania rézniczkowego.

Piszemy z(t) = x1(t)2(t) (Jest to metoda wariacji stalej: w rozwiazaniu postaci Czy(t) pré-
bujemy zastapi¢ stata C' przez funkcje z(¢)) Po podstawieniu mamy réwnanie dla funkeji z(¢),
rzedu n, gdzie nie wystepuje funkcja z(t), wystepuja tylko jej pochodne. Mozna wiec podstawié

(1) = ult).

Faktycznie, z wzoru Leibniza mamy:
KN
:U(k)(t) - Z ( ) xgl)(t)z(k*i)(t)
i
i=0

dla k£ =0,...,n i po podstawieniu, z lewej strony (10.4) otrzymujemy z(t) tylko w sktadniku

2 ()2(t), a z prawej w a; ()2 Vz(t) + ...+ an(t)z1 (£)2(t). Poniewaz z1 () jest rozwiazaniem

(10.4), wyrazenia te redukuja sie.
Uktad réwnan liniowych, niejednorodny
Dane jest rownanie rézniczkowe:
T =A(t)x +b(t) b(t),z(t) € R™. (10.5)
Rozwiazania szukamy w postaci
x(t) = g'(C(1)) = 2()C(2), (10.6)

gdzie g'(z) = ®(t)x to rozwiazanie réwnania & (t) = A(t)z(t), z warunkiem poczatkowym z(0) = z.
®(t) to uktad fundamentalny spelniajacy

1 0 ... 0
a0) = | U

: .0

o ... 0 1

Szukanie rozwiazania postaci ®(¢)C(t) to znowu metoda wariacji stalej rozwiazania réwna-
nia jednorodnego & = A(t)x(t), postaci z(t) = ®(t)C, C € R™.

Liczymy:
_d
Cdt
Chcemy mieé¢ & = A(t)z + b(t), czyli

T

(D()C(t)) = DC(t) + BC(t) = ADC(t) + C(t) = A(t)x(t) + (t)C(t).

wiec
Ccit)=C +/ O 1(s)b(s)ds.

Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie postaci:

z(t) = ®(t)(C +/ O 1(s)b(s)ds).
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Uwaga

To, ze otrzymamy rozwiazanie postaci (10.6), zapisane powyzszym wzorem, mozna byto
zobaczy¢ geometrycznie, bez rachunkéw. We wspotrzednych (¢, y) — (¢, (¢!)~'(y)) trajektorie
¢'(x) réwnania jednorodnego to poziome proste (poréwnaj Tw. o prostowaniu, wersja nieauto-
nomiczna). W punkcie (¢, C'(t)) w nowych wspotrzednych, gdzie C(t) = (¢') ' (z(f)), mamy wek-
tor styczny w R™! do tej krzywej, jako obraz przy rozniczce wektora (1, A(t)x(t) + b(t)). Ale
z definicji ¢! obraz wektora (1, A(t)z(t)) to wektor (1, 0), zostaje wigc tylko (') ~'b(t) = @' (¢)b(t)
(skorzystaliémy z faktu, ze (¢!)~!, jako przeksztalcenie liniowe, dziala tak samo na przestrzeni
R™ jak i na wektorach stycznych), zatem C/(t) = &' (£)b(t), czyli C(t) = C + [ &~ (s)b(s)ds i
po przeniesieniu do wyjéciowych wspétrzednych przez ¢!, mamy

z(t) = ' (C + /t d1(s)b(s)ds).

i

C(t)

(1,(¢") ()

Rysunek 10.1: Geometryczny dowdd wzoru (10.6).



Wyktad 11

Jeszcze o ré6wnaniu Schrédingera. Przypominam (poprzedni Wyktad), ze réwnanie ma

postaé
o
h— =H
i = H()
gdzie .

H(Y) = — 5 A+ U () (2).

Dla z € R i kwadratowego potencjatu U(z) = C - 2? istnieje cigg wartoéci wlasnych E = E,,

oraz funkcji wlasnych ¢, = e=¢*"/2H,, operatora H. Funkcje ¢ = ¢, "Et/" spelniaja réwnanie:
o
h— =F
? at wﬂ

(E nazywa sie catkowitq energiq czqstki; w tym zwyczajnym rownaniu rézniczkowym zastepuje
operator energii H réwnania Schrodingera).
Napiszmy
o 1
— = —ih™ E.
ot 4

Roéwnanie to dla kazdego ustalonego z jest zwyklym réwnaniem oscylatora harmonicznego
3= —ih 'Ez,

czyli
i +iy = —ih 'E(z +iy),

lub réwnowaznie
it = h By
y = —hl'Eux.

Czestotliwo$¢ drgan w = A~ 'E, natomiast wartosci wlasne to A\ = Fiw.

Definicja 11.1 Trajektorie ¢(x,t), ¢(x,tg) = x, réwnania rézniczkowego & = F(t, ) nazywamy
stabilng w sensie Lapunowa, jesl:

va>036>0vy: dist(m,y)<6vt2to diSt(¢(!E, t)a ¢(y, t)) <ég,

gdzie ¢(y,t) to trajektoria z warunkiem poczgtkowym ¢(y,ty) =y Trajektorie ¢(x,t) nazywamy
asymptotycznie stabilna, jesli jest stabilna w sensie Lapunowa i ponadto

550 Vy: dist(zy)<s dist(d(z, 1), d(y,t)) =0, dla t — oo.

72
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Definicja 11.2 Punkt xy, w ktérym F(xo) =0, dla autonomicznego réwnania rézniczkowego
& = F(x) wobszarze w R™ (lub w rozmaitosci rézniczkowej), nazywamy stanem lub potozeniem
rownowagi.

Definicja 11.3 Jesli liniowe réwnanie rézniczkowe
& = DF(xg)z,

dane czescig lintowg F' w xq, poloZeniu rownowagi, ma wiasnosc

Re)\ < 0 dla kazdej wartosci wlasnej X operatora liniowego (rézniczki) DF (xq), to mdéwimy, Ze
xo jest Sciekiem.

Jesli ReX > 0 dla kazdego A\, to mowimy, zZe xy jest zrodiem.

Jesli ReX # 0, to punkt xy nazywamy punktem hiperbolicznym.

Przestrzeni, po obcieciu do ktérej DF (xg) ma tylko wartosSci wlasne, spelniajgce Rel < 0, na-
zywa sie stabilna, przestrzen, gdzie Re\ > 0, nazywa sie niestabilna.

Uwagi:
1. Scieki i zrodta sg, zgodnie z tymi definicjami, punktami hiperbolicznymi.

2. W przypadku wymiaru m=2 $ciekami sg wezet stabilny i ognisko stabilne, zrodtami sg
wezel niestabilny i ognisko niestabilne. Punkt hiperboliczny dla ktérego Ay < 0 < Ay
nazywamy stodtem.

Twierdzenie 11.1 Jesli zq jest Sciekiem, to trajektoria ¢(t) = xo jest asymptotycznie stabilna.

W dowodzie potrzebna bedzie nastepujaca

Definicja 11.4 Funkcja ciggla rzeczywista, okreslona na otoczeniu xy nazywa sie funkcja La-
punowa, jesli L(xg) = 0 oraz L(x) > 0 dla x # x¢ i L jest monotoniczna malejgca wzdiuz kazdej
trajektorii ¢(t). Jesli L jest rézniczkowalna, to te monotonicznosé zapisujemy jako DpL(x) <0
dla kazdego © w otoczeniu xy (DrL oznacza pochodng L w kierunku F).

Twierdzenie 11.2 (lemat Lapunowa) Jesli w otoczeniu polozenia réwnowagi istnieje funk-
cja Lapunowa L, wowczas polozZenie to jest stabilne w sensie Lapunowa. Je$l spetnione jest
wiecej: L jest $cisle malejgce wzdtuz kazdej trajektorii z wyjgtkiem ¢(t) = xg (lub dla L rézZnicz-
kowalnej DpL(x) < 0 dla x # xy — to jest silniejsze od $cistego malenia), to xy jest asympto-
tycznie stabilne.

Dowé6d

Niech U bedzie zwartym otoczeniem z(, na ktérym okreslona jest funkcja L. Oznaczmy
Ay ={r € U: L(x) < n}. Przy n — 0, mamy A, — zo (tzn. sup,ey, [y — 20 — 0).
W przeciwnym razie [, ., A, zawieratby y € U dzigki zwartosci U 1 y # xo oraz L(y) = 0,
Sprzecznosc.

Zatem dla kazdego € > 0 istnieje n > 0 takie, ze A, C B(xg,¢). Zbiér U, = {x € U : L(x) < n}
zawiera T 1 jest otwarty. Istnieje wiec 6 > 0 takie, ze B(xg,0) C A,. Dla z € B(z0,6),t > 0
mamy ¢(z,t) € A,, gdzie ¢(z,0) = xo.

W przeciwnym razie ¢(x, 1) € 0A, dla pewnego czasu t;. Ustalmy, ze ¢, > 0 to pierwszy taki
moment. Wtedy ¢(z,t) € A, C U dla wszystkich T': 0 < ¢ < ¢y, gdzie L jest okre§lone. Mamy
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L(z) < niL(¢(x,t1)) =mn, co przeczy zalozeniu, ze L wzdtuz ¢(z,t) nie rosnie. W konkluzji
o(x,t) € A, C Bz, €).
Jedli L jest $cisle malejaca wzdtuz trajektorii ¢(z,t) i wzdtuz pewnej trajektorii

Jim L((z, 1)) = Lo > 0,

to znajdujemy ciag t, — oo iy € U takie, ze lim,_,o ¢(z,t,) — y. Wtedy dla kazdego ¢t > 0
mamy L(é(y,t)) = lim, oo L(P(x, t, + 1)) = Lg. To przeczy Scistemu maleniu L wzdtuz ¢(y, t).

o(x,t)

Poziomice funkcjiL

=

Rysunek 11.1: Tlustracja dowodu lematu Lapunowa

Dowd6d Twierdzenia 11.1

Zbadajmy najpierw réwnanie liniowe & = DF(xq)(x — z¢). Oznaczmy dalej DF(zy) przez
A i przyjmijmy dla uproszczenia oznaczen xg = 0. W tym przypadku mozna skonstruowaé¢ L
jako forme kwadratowa. Nalezy wzigé¢

gdzie z; to wspolrzedne w takiej bazie, w ktorej klatki Jordana maja postac

A e ... 0
0 )
: -
0 ... ... A

Wypisanie wzoru na D 4, L(z) pozostawiam Czytelnikowi; jesli € jest dostatecznie male, to
D, L(z) < 0dla z # .
Dla & = Az + G(x), gdzie |G(z)| = o(|z|), mamy

Dr(L)(2) = DayL(z) + DeL(2).

Widaé, ze |D,L(z)| > C|z|* dla C > 0 jedli € jest dostatecznie mate. Mamy tez G = o(|x])
zatem DgL = o(]z|?). Stad w malym otoczeniu 0 (zy przed uproszczeniem oznaczen) mamy
DrL(z) < 0 dla x # .
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Uwaga

Jesli dla liniowego réwnania rozniczkowego wszystkie wartosci wlasne spetniaja Rel < 0,
a te dla ktorych zachodzi rownos¢ maja klatki Jordana 1 x 1, to 0 jest stabilne w sensie Lapu-
nowa.

Dowé6d

Trajektorie rozktadaja sie¢ na sumy trajektorii: w przestrzeni Re) < 0, gdzie jest nawet
stabilno$¢ asymptotyczna oraz Re\ = 0, gdzie sktadniki w 2-wymiarowych przestrzeniach to
ruchy po elipsach.

O

Twierdzenie 11.3 (Hadamard-Perron) Niech x bedzie punktem statym (réwnowagi) hi-
perbolicznym réownania rozniczkoweqo:

t=F(x), x=€R™

Niech T,, = E* @ E" bedzie rozkladem przestrzeni stycznej w xy na przestrzenie stabilng i nie-
stabilng (odpowiadajgce ReA < 0, ReA > 0 dla réwnania rézniczkowego liniowego & = DF(xg)x,
F € C'). Wtedy istnieje § > 0 takie, Ze zbiory

Wi(zo) = {z : Yizo ¢'(x) € By(xo,0)},

Wi(zo) = {z : Vico ¢'() € Bu(xo,0)},
gdzie Bg(xg,0), By(x0,0) oznacza kule o $rodku xo i promieniu § odpowiednio w E*, E*, to C!
rozmaitosci, wykresy funkcji E* — E" oraz E" — E° odpowiednio, styczne w xo do E*, E",
wymaarow takich, jok E*, E*.
Dila x € W§(xg) ¢'(x) — x9 pray t — oo.
Dla x € W (xg) ¢'(x) = x9 pray t — —oc (zbieznosé wykladnicza).

ES

=

e e

N

WS

Rysunek 11.2: Rozmaitosci stabilna i niestabilna.
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Szkic dowodu

Kroki dowodu twierdzenia Hadamarda-Perrona sa takie same jak w przypadku twierdzenia
o C'-zaleznodci rozwigzan réwnania rézniczkowego od warunkéw poczatkowych

1. Niech X oznacza przestrzen funkcji z kuli B,(0,d) C E* w E®, stycznych do E" w 0, ze
stata Lipschitza nie wieksza niz 1.

2. Na przestrzeni X dzialta przeksztalcenie @
(W) = 6" (W),

gdzie ¢! oznacza ¢' przy t = 1 (utozsamiamy tutaj funkcje W z jej wykresem). W jest
hiperpowierzchnig w przestrzeni stycznej do R™ w punkcie xy, utozsamionej w otoczeniu
0z R™ 7z otoczeniem xy. Przyjmijmy xq = 0. Formalnie ¢' (W) ma dziedzine (jako wykres)
wieksza niz B,(0,9) C E*, trzeba wiec jeszcze dziedzine obciaé do B, (0,d).® okazuje sie
by¢ kontrakcja na X, ma wiec punkt staty Wj.

J

ES
— —
.
" B(0) ' T B00) e
W
Rysunek 11.3: Przeksztatcenie ®.
— l —
P T
W W)
0 0
. o)
W

Rysunek 11.4: ® jest kontrakcja. Wzdtuz E° (E™) mamy nieliniowe sptaszczanie (rozciaganie).

3. Niech Y oznacza przestrzen funkcji z B,(0,0) C E* do zbioru przeksztalceri liniowych
z E* w E*® o normie nie wiekszej niz 1.
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4. DlaW € X,V €Y definiujemy ¥ (W, V) jako funkcje przyporzadkowujaca kazdemu
x € B(0,0) C E" przeksztalcenie liniowe o wykresie

D' (graph V),

gdzie graphV to wykres V(r"¢~'((xz, W(x))) w przestrzeni stycznej Ty-1((uw(x))(R™)
(m* to rzut na przestrzen E").

D @y-txwoon(V)

0
X W)
V(y)
Do

Rysunek 11.5: Ilustracja definicji przeksztatcenia W.

Vl
Do (V)
D
Do (V;)
v, '

Rysunek 11.6: D¢ zmniejsza kat.

Przeksztatcenie H: (W, V) — (®(W), ¥(W,V)) jest kontrakcja na ,wtéknach” Y:
(W, V1) = U(W, Vo)[| < A[Vi = Vel A<

Podobnie jak w przypadku twierdzenia o C'!-zaleznoéci pokazujemy zbiezno$é do punktu

statego H"(W, V') — (W, V).

5. Jesli startujemy z W oraz V.= DW np. W =0,V =0 to dla (W, V},), obrazéw (W, V)
przy H", takze zachodzi V. = DW. Z ®"(V) — Vj oraz zbieznosci rézniczek do Wy wy-
nika, ze Vj jest klasy C!, z rézniczky W.
Uzyskalismy wiec niezmiennicze Vy, klasy C*, ¢~ (V) C V4. Nietrudno pokazaé, ze ¢ "(x) —
dla z € Vj oraz ¢ "(x) ucieka z B(zg,d) C R™ dla x ¢ Vj.

6. Nie jest trudno sprawdzi¢, ze Vj spelnia takze wlasnosci Wy' dla wszystkich ¢ < 0, nie
tylko dla catkowitych.

OJ
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Réwnania liniowe z okresowymi wspétczynnikami
Zajmiemy sie teraz jednorodnym liniowym réwnaniem rézniczkowym z F(t,x) okresowo

zaleznym od t. Zalézmy, ze okresem jest T > 0.

Uwaga

&(xo,t0,t) = P(xg, to+ T, t +T), (11.1)

gdzie ¢(xo, So, ) oznacza rozwigzanie réwnania rézniczkowego

8 s t) = Flt 0501,

z warunkiem poczatkowym
¢(wo, S0, S0) = To-

Uwaga powyzsza byta juz uzasadniona w rozdziale 5, gdzie pokazatem, ze jesli F' nie zalezy
od t, to
¢(ZE[], th t) = Qs(an t[] + S0, t + SO)

dla dowolnego sg. Podam jednak uzasadnienie jeszcze raz, w nieco innej formie:
Oznaczmy f(t,x) = (t + T,x), f: R™™ — R™'. Z zalozenia okresowosci F' (utozsamiajac
przestrzenie styczne z R™*!, mamy:

Dfa (1 F(t,2)) = (1, F(t + T, z)).

Zatem f przeprowadza trajektorie ¢(xo,to,t) na ¢(xg,to + T, ¢t +T).

Skorzystalidémy tu z nastepujacego faktu, ktéry byt juz (w nieco innej postaci) wprowadzony-
przed definicja 5.2 w Wykladzie 5):
Fakt

Jesli f € C! jest dyfeomorfizmem z U; C R™ do Uy C R™ (lub ogdlniej dla rozmaitosci
rézniczkowych Uy, Us) oraz F jest polem wektorowym na Uy, Fy: Uy — R™, natomiast

Fy(z) = Df(F(f7'(2))),

to przeniesienie tego pola na Uy, wéwczas jesli (t) jest trajektorig réwnania rézniczkowego

¥(t) = Fi(v(1)),

to f(vy(t)) jest trajektoria réwnania rézniczkowego danego polem Fy.

Dowé6d

df ((1))

o = DhHwi(t) = Die(Fi(v(1) = Ba(f(v(1)))-
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Uwaga

Z powyzszego faktu korzystaliSmy np. rozwiazujac liniowe réwnanie rozniczkowe & = Az we
wspotrzednych danych przez baze postaci Jordana, gdzie rownanie ma postac

i=K '(A(K(z))) = Az
i biorge obraz rozwigzania v(t) = €4’ mianowicie
Ke K~ (z)

w wyjsciowych wspotrzednych.

Dla F(t,z) o okresie T > 0 oznaczmy ¢(z,0,T) = ¢(z,T) = ¢*(x) = Bz, ¢T jest liniowe,
B jest wiec przeksztalceniem liniowym (w ustalonej bazie mozna B uwazaé za macierz).

Twierdzenie 11.4 Rozwaimy réwnanie réiniczkowe w R
t=F(t,x) = A(t)z,

gdzie A(t) ma okres T > 0. Zalézmy, Ze det B =1. Jesli |trB| < 2, to 0 jest rozwigzaniem
stabilnym w sensie Lapunowa.

Dowdd

1:detB:)\1-)\2

dla wartosci wtasnych A;, Ay macierzy B. Nier6éwnosé¢ |trB| < 2 implikuje, ze jest to para
sprzezonych liczb nierzeczywistych, gdyz dla A # 0, rzeczywistych mamy:

1
A4+ = > 2.
| +A\_

Aq

Ao

Rysunek 11.7: Wartosci wtasne macierzy B.

Zatem B, w odpowiedniej bazie, jest obrotem, stabilnym w sensie Lapunowa (patrz uwaga
po twierdzeniu (11.2)). UdowodniliSmy zatem czes¢ twierdzenia nie zwiazana z réwnaniami
rozniczkowymi, o stabilnosci 0 dla iteracji przeksztatcenia B. Latwo jednak wida¢, ze implikuje
to stabilnosé 0 dla potoku ¢!, rozwigzania réwnania rézniczkowego @ = F'(t, x). Skorzystalismy
tu z faktu wynikajacego z réwnosci (11.1), ze:

¢"T(z) = o(... ((¢(x,0,T),T,2T), 2T, 3T) ..., nT) = ¢(... 3(¢(z,T),T), ..., T) = Bz,
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poniewaz
¢y, nT, (n+1)T) = ¢(y,0,T)

oraz z faktu, ze w odcinkach czasu t € (nT, (n + 1)T), rozwiazanie nie moze sie oddali¢ od 0
(ciagta zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych).

OJ

Whniosek

Jedli det B =1, |trB| < 2 dla przeksztalcenia liniowego B plaszczyzny R? w siebie, za$ B
jest przeksztatceniem liniowym dostatecznie bliskim B, w klasie przeksztatcen o wyznaczniku
réwnym 1 (tzn. zachowujacych miare Lebesgue’a), to 0 jest stabilne w sensie Lapunowa dla
iteracji B".

Dowé6d

Wystarczy, zeby trB < 2, co jest spetnione dla B blisko B, z otwartosci tego warunku.

OJ

Uwaga

Bez zatozenia det B = 1, ten wniosek nie bytby prawdziwy. Dla B = aB, gdzie a > 1, bli-
skie 1, mozna straci¢ stabilnos¢, uzyskaé zrédto.

A * M=ak;

U
A2 ° }\22 a)\2

Rysunek 11.8: Jesli det B # 1, moze nastapié utrata stabilnoci.

Jesli det B = 1, to zeby straci¢ stabilnoé¢ trzeba zaburzajac przej$é z A, A przez 1 lub —1.

Rysunek 11.9: Utrata stabilnosci w klasie macierzy o wyznaczniku 1.
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Przyktad
Rezonans parametryczny

Rozwazmy réwnanie
i=—w?(1+ea(t))a,

gdzie a(t) jest funkcja okresowg z okresem T (np a(t) = cos(t) dla T' = 2m; réwnanie nazywamy
wtedy rownaniem Mathieu).

Dla ¢ = 0 uktadem fundamentalnym rozwiazan jest:

cos wt L sin wt
— w
(1) < —wsinwt coswt ) )

Mamy staty wronskian W (t) = det ®(t) = 1. W szczegblnosci det B = det ®(T") = 1 Ponadto
|trB| < 2, a jedynymi w, T, dla ktérych |trB| = 2 sa
nm
w=—.
T
Zatem tylko dla takich w, T, zaburzenie sktadnikiem ea(t) moze spowodowaé niestabilnosé.
Liczbe w nazywa sie czestoscig (kgtowq) wlasng oscylatora (Podzielona przez 2w jest liczba,
niekoniecznie catkowita, obiegéw oscylatora w jednostce czasu).
Liczba 2;" to okres drgari wlasnych. Jeslhi v, czesto$¢ zmian parametréow, tzn. funkcji a(t),

jest zdefiniowana przez

2
ToT (dla réwnania Mathieu v = 1),
v

to utrata stabilno$ci moze zajs$¢ tylko przy Tw = nm, n catkowite, czyli

2T w
— =nm, — = —.
v v 2
Inaczej
2T n 2w
PR

czyli okres zmian parametréw, okres a(t), jest krotnoscia pétokresu drgan wtasnych.

Uwaga

Jest to zgodne z do$wiadczeniem na huétawce. Zeby sie rozhustaé, nalezy zmieniaé a(t), tzn.
w(1 + a(t)), czyli np. dtugoé¢ hustawki | (przy & = —w?z, mamy w? = Const - 1), z okresem
bedacym krotnoscig potokresu hustania bez zmian dlugosci.
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Przyktad (Nieliniowe réwnanie rézniczkowe)

Zajmiemy si¢ teraz prostym przykladem nieliniowego uktadu réwnan rézniczkowych:

T o=y
y = —sinux,

Mozna ten uktad rozpatrywaé na S' x R (iloczynie kartezjanskim okregu i prostej), bo pole
jest okresowe wzgledem z, S = R/27Z. Uklad pochodzi od réwnania rzedu 2

I = —sinx

i jest rownaniem wahadta matematycznego. Przyjmuje, ze stata przed sinx zwigzana m. in.
z dtugoscia wahadta jest rowna 1. Réwnanie oscylatora harmonicznego, rozpatrywane m. in.
na koncu poprzedniego wyktadu byto liniowym przyblizeniem tego réwnania blisko 0. Funkcja
sin z byta zastgpiona przez x.

niestabilny punkt rownowa

stabilny pukt rownowagi

Rysunek 12.1:

Sa dwa punkty réwnowagi: p = (0, 0) oraz ¢ = (m, 0). Czesci liniowe pola F'(z,y) = (y, —sinx)

w tych punktach, to
0 1 01
10 oraz L

82
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ich wartosciami wlasnymi sg
+: oraz =1,

te punkty wiec to odpowiednio centrum (def.: otoczenie jest suma orbit okresowych) oraz siodto.
Rozpatrywane réwnanie jest postaci hamiltonowskiej

) {
r = 8—y,
. 0H
y_ _ax7

gdzie energia (hamiltonian) H = % — cosz. Dla takiego ukladu H jest calka pierwsza (por.
Wyklady 6 1 9).

Jak tatwo zobaczy¢, obraz fazowy wyglada jak na rysunku (12.2)

separatryse

separatrys

Rysunek 12.2: Obraz fazowy dla rownania wahadta.

Punkt p jest stabilny w sensie Lapunowa, natomiast punkt ¢ nie. Zbiér

Wé(q) ={z€S'xR:¢'(z) = gdlat — oo} = U¢_t(W55)

>0

(patrz poprzedni Wyklad) nazywamy rozmaitoscig globalnie stabilng. Podobnie definiuje sie
rozmaitosé globalnie niestabilna. W#(q) (podobnie W*(q)) sktada sie¢ z ¢ i dwdch trajektorii,
tzw. separatrys stabilnych. Dla naszego przyktadu separatrysy stabilne sg réwne separatrysom
niestabilnym.

Jezeli bedziemy teraz zmienia¢ troche site, w zaleznosci od czasu, ale okresowo, powiedzmy
z okresem 1, to obraz fazowy dla ¢" jest zwiazany z nastepujacym rysunkiem.

Rysunek 12.3: Tu bedzie rysunek

W2(q) i W¥(q) definiuje si¢ dla ¢ = ¢' tak jak wyzej, tylko ¢! zastepuje sie przez ¢". Teraz
W3(q) 1 W"(q) moga sie przecina¢ transwersalnie (w punktach przeciecia maja rézne kierunki
styczne), sa bowiem sumami trajektorii ¢"(z), ciagéw punktéw. (Trajektorie jako krzywe wy-
stepuja po zastapieniu réwnania, réwnaniem autonomicznym w S* x R x R/Z. Ostatnie R to
czas; jest podzielony przez Z z uwagi na okresowo$¢ zaburzenia sity.) Te punkty przeciecia
Ws(q) N W*(q) nazywamy punktami homoklinicznymi. Sa one przyczyna ,chaosu”.
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Twierdzenie 12.1 (KAM (Kolmogorow, Arnold, Moser)) Dia odpowiednio matych za-
burzen okresowych, z okresem 1, prawej strony réwnania & = —sinz (i ogélniej typowego réw-
nania hamiltonowskiego wokdl centrum w R? ), takich, ze ¢' zachowujg miare Lebesgue’a w R?,
niezmiennicze dla ¢' krzywe zamknigte majq dodatniq (w sumie) miare Lebesque’a (im blizej
p, tym procentowo wiekszq, zbiegajgcq do 100%). W szczelinach mamy punkty okresowe, wokdl
ktorych znowu istnieje wiele krzywych zamknietych niezmienniczych. W szczelinach sytuacja sie
powtarza, itd. Punkt p jest stabilny w sensie Lapunowa.

Problem na XXII wiek:

Czy uzupekienie zbioru tych krzywych niezmienniczych ma dodatnia miare Lebesgue’a?
Opisa¢ ,chaotyczne” zachowanie ¢ na tym uzupelnieniu.

Przy zaburzaniu znikajace krzywe zamkni¢te niezmiennicze rozsypuja si¢ w niezmiennicze
zbiory Cantora, najodporniejsze na to zjawisko sa te, na ktérych sredni ,obrét” ¢ (przed zabu-
rzeniem), doktadniej ,kat obrotu” «, jest wolno aproksymowany przez liczby wymierne:

C
_2.

p
vp,q€Z|O‘ - ;‘ > 7

W wymiarze 2m powstaja wokdét punktu rownowagi m-wymiarowe torusy niezmiennicze
(z ruchem prawie okresowym, obmotki), po zaburzeniu wypetniaja zbiér dodatniej miary. Po-
niewaz jednak nie rozcinajg R*™, nie zapewniajg stabilnoéci Lapunowa. Moze nastapi¢ ucieczka
od punktu réwnowagi. To zjawisko nazywamy dyfuzjg Arnolda. Takie ,niecatkowalne” uktady
powstaja w mechanice, juz w tzw. problemie trzech cial.

Przejdzmy na chwile do mechaniki, do prostszych przyktadow:

Ruch ciata w polu sit centralnych

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe:

gdzie U: R3\{0} — R, to gtadka funkcja, zalezna tylko od r = |z|, tzw. potencjal.
Przestrzen fazowa jest tutaj 6-wymiarowa:

(1)er

(W przypadku n ciat jest 6n-wymiarowa).

Definicja 12.1 Iloczyn wektorowy:
M = [z, %]
nazywa sie momentem pedu

Twierdzenie 12.2 (Prawo zachowania momentu pedu) M jest staty na trajektoriach.
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Dowéd
d - oUu
poniewaz %—g jest réwnolegte do =, gdyz jest to pole sit centralnych, zatem wektor
oUu
— = grad U,
ox

prostopadty do {U = const}, jest prostopadty do sfer {|x| = const}.

Uwaga

W biegunowym uktadzie wspoétrzednych x = r - cos ¢, y = r - sin ¢ mamy:
vyl N 7 COSQ 1 COS @ r COS ¢ —rsinqﬁ-qlﬁ _ 9
M|—det(x,x)—det<rsin¢ fsinqﬁ) +det<rsin¢ reosé- é =0+7"¢.

Wykorzystalismy tu fakt, ze ruch odbywa sie w plaszczyznie (ozn. x,y), prostopadtej do
wektora M. Dalszy rachunek daje:

: oUu
.09 -
P — ¢ r o
Mamy tez, dla M = |M]
=5
Zatem
. oUu N M?
F=——4—F
or 3’
czyli
ov M?
=—— dla V=U+—.
" or e * 212
Uwaga
M = r2é to predko$¢ polowa, zatem ruch w polu sit centralnych zachowuje predkos¢ polowa
(dla potencjatu Newtona U = —f fakt ten nazywany jest Il prawem Keplera).
V(r) nazywa sie efektywng energiq potencjalng. Dla réwnania
. ov
F=——
or

mamy energie catkowita (hamiltonian):
1
E= §f2 +V(r).

E jest kolejna (czwarta juz) calka pierwsza (trzy byty dane przez moment pedu).

Przy danym E, wzdluz trajektorii mamy V (r) < E| co czesto ogranicza obszar r, z ktérego
trajektoria nie moze wyjsc.

Dla U = —T%, (0<a<2,k>0)oraz U =ar® (o >0, a>0) istnieja minima potencjatu
V.

Twierdzenie 12.3 Dla potencjatow U = —% iU = ar? istnieje pigta calka pierwsza. Wszystkie
ograniczone orbity sq zamkniete. Dia U = —f sq to elipsy.
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Rysunek 12.4: U(r) = _k

ra

Rysunek 12.5: U(r) = —ar®

Przyktad (Réwnanie van der Pola)

r =Y
y = —z+ey(l—a?)
lub réwnowaznie

i=—z+ei(l - 2?).

Dla ¢ = 0 punkt 0 jest centrum; mamy réwnanie oscylatora harmonicznego, istnieje catka pierw-
sza.
Dla £ > 0 punkt ten traci stabilnos¢, jest zrédlem (niestabilnym ogniskiem), bo czesé liniowa

ma, postac:
0 1 €
(_1 5)’ RB)\1’2:§>0.
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Mozna pokazaé, ze dla € > 0 istnieje, blisko okregu o promieniu 2, orbita (cykl) okresowa,
przyciagajaca (asymptotycznie stabilna).
Mozna rozpatrywaé¢ réwnanie

i=—z+i(e— 127,

Dla & > 0 powstaje ono z powyzszego przez zmiang¢ zmiennych y = y/ez. Orbita okresowa
dla ¢ — 0 dazy teraz do 0, jest blisko okregu o promieniu /. Dla e = 0 ta orbita ,znika” w 0.
Punkt 0 stabo przyciaga. Dla ¢ < 0 0 przyciaga mocno (jest ogniskiem przyciagajacym).
Zjawisko to nazywa sie bifurkacjg Hopfa. Mowimy, ze gdy ¢ przechodzi z liczb ujemnych do
dodatnich, zachodzi w 0 miekka utrata stabilnosci. Trajektoria punktu blisko 0 nawija sie na
orbite okresows.

Latwiejszym modelem dajacym bifurkacje Hopfa jest réwnanie:

z=z(—i+e—z22).
Tu orbita okresowa przyciggajaca jest doktadnie okregiem o promieniu /.
Czasem pojawia si¢ bifurkacja o modelu
Z=z(—i+e+22).

Wtedy dla e < 0 0 jest ogniskiem przyciagajacym (okrag o promieniu /2 jest orbitg okresowa
odpychajaca), ale dla £ = 0 punkt 0 odpycha. Trajektorie punktéw blisko 0 uciekaja od niego
daleko; tak jest tym bardziej dla ¢ > 0 . Méwimy , ze mamy bifurkacje Hopfa z ostrg utratq
stabilnosci.

Przyktad (Réwnanie Lorenza)

Rysunek 12.6: Atraktor Lorenza

Roéwnanie to zwigzane jest z ruchami atmosferycznymi, prognoza pogody.

= —ax +ay
Yy = —yz+rr—y
z = xy— bz,
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gdzie a,b,r >0

Zmieniamy parametr r. Gdy r < 1 punkt 0 jest Sciekiem. Gdy r > 1 punkt 0 staje sie
punktem hiperbolicznym. Powstaja dwa nowe Scieki py, po do ktérych zbiegajg separatrysy
niestabilne zera. Gdy r przechodzi przez pewng wartos¢ r,, w p; i ps wystepuje ostra utrata
stabilnosci, bifurkacja Hopfa w pewnych 2-wymiarowych powierzchniach zawierajacych py i ps.

Trajektorie uciekajace od p; daza do pewnego ,dziwnego atraktora”, zwanego atraktorem
Lorenza (Ten atraktor powstaje juz dla r mniejszych, po przejsciu r przez pewna wartos¢ ).
Czytelnik znajdzie szczegolty w pieknej ksiazce C. Robinson ,,Dynamical Systems” CRC Press,
2nd edition 1999.



Dodatek A

RRZ, egzamin pisemny, maj 2000.

A. Zadania

1. Cialo ostyglo w ciagu 10 min. z temperatury 100° do 60°. Temperatura otoczenia utrzy-
muje sie na poziomie 20°. Po jakim czasie cialo ostygnie do temperatury 25°7 (Nalezy
przyjac, ze szybkos¢ stygniecia jest wprost proporcjonalna do réznicy temperatur ciata
i otoczenia.)

2. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne (dla z > 0) r.r. Riccatiego

2
3y + 1y + 5 =0
(Wsk.: Zgadnaé¢ najpierw jedno rozwigzanie.)

3. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne (rzeczywiste)

y(4) —y=0.
4. Sprawdzi¢ czy rownanie ponizej jest réwnaniem dla rézniczki zupetnej. Jedli tak, to znalezé
catke pierwsza, jesli nie, to znalez¢ czynnik catkujacy.

e Ydr — (2y +ze ¥)dy = 0.

B. Pytania

1. Dla jakich warunkéw poczatkowych krzywe catkowe réwnania w zadaniu A3. zbiegaja do
0, a dla jakich uciekaja do oo ? Czy 0 jest stabilne w sensie Lapunowa ?

2. Prosze podaé przyktad r.r. y' = f(y), y € R, f wielomian, takiego, zeby wszystkie rozwia-
zania wysycone y(z) miaty dziedziny ograniczone z prawej strony i nieograniczone z lewej
(tzn. byty postaci (—o0, a), gdzie a < 0o, zalezy od trajektorii).

3. Czy dla r.r. dy/dx = —z/y istnieje rozwigzanie y(z) takie, ze y(0) = —1,y(\/1/2) =
/1/27 Czy dla réwnania zdz + ydy = 0 istnieje krzywa catkowa taczaca punkty (0, —1)

i (V1/2.1/1/2)?

89
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C. Pytania z teorii

1. Naszkicowa¢ dowdd twierdzenia Peano o istnieniu rozwigzan roéwnania rézniczkowego, za
pomocg tamanych Eulera.

2. Naszkicowaé¢ dowdd twierdzenie Liouville’a (o zachowywaniu miary Lebesgue’a przez po-
tok fazowy r.r. z dywergencja 0).

3. Co to wezel, ognisko (stabilne i niestabilne), centrum, siodto. Podaé¢ odpowiednie przy-
ktady r.r. liniowych w R2. Dla ktérych z nich 0 jest stabilne w sensie Lapunowa, dla
ktorych asymptotycznie?

RRZ, egzamin pisemny, wrzesien 2000.

A. Zadania

1. Kawalek metalu o temperaturze a zostal umieszczony w piecu, ktérego temperatura w
ciaggu godziny rownomiernie podnosi si¢ od a do b stopni. Zakladamy, ze przy roéznicy
temperatur pieca i metalu rownej T, metal nagrzewa si¢ z szybkosciag kT stopni na minute.
Jaka bedzie temperatura metalu po uplywie 1 godziny?

2. Znalez¢ czynnik catkujacy i catke pierwsza réwnania

(% — 1>d:r—|— (% + 1>dy — 0.

3. Poda¢ rozwiazanie ogdlne uktadu rownan

¥ =2r—y—2
y =2z —y—22

2 =—x+y+22

(Ag3=1)

Napisa¢ rozwiazanie z warunkiem poczatkowym z(0) = 0,4(0) = 1, 2(0) = 0.
B. Teoria

1. Jakie funkcje moga sie pojawi¢ jako rozwiazania rrz, liniowego, jednorodnego, ze sta-
tymi rzeczywistymi wspotezynnikami, rzedu n 7 Naszkicowaé dowod. Jakie sg konieczne
i dostateczne warunki dla stabilno$ci asymptotycznej w punkcie 0, a jakie dla stabilnosci
Lapunowa?

2. Co to jest hamiltonowski uktad rrz ? Poda¢ przyktad z mechaniki klasycznej. Pokazaé,
ze potok hamiltonowskiego pola wektorowego zachowuje miare Lebesgue’a (sformutowaé
i wykorzysta¢ Tw. Liouville’a). Pokazaé¢, ze hamiltonian jest staty na trajektoriach.
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3. Dla kazdego z ponizszych warunkéw podaj przyktad autonomicznego rrz =/ = f(x),
x(t) € R, f : R — R funkcja ciagla, ktére ten warunek spehia:

a) wszystkie rozwigzania x(t) maja ograniczone dziedziny;
b) wszystkie rozwiazania wysycone maja dziedziny ograniczone z prawej strony i nieogra-
niczone z lewej;

¢) nie ma jednoznacznosci rozwiazan w punkcie z = 0.

Czy mozliwe jest spelnienie wtasnosci jednoznacznosci rozwiazan dla kazdego warunku
poczatkowego i jednoczesnie brak ciagtej zaleznosci rozwigzan od warunku poczatkowego
w jakims punkcie z ? Podaj przyktad lub udowodnij, ze to nie jest mozliwe.



