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1. Stany réwnowagi

Lemat (Skonczona zasada wariacyjna)

Rozwazmy dowolne liczby ¢1, ..., ¢k € R. Istnieje doktadnie jeden
uktad liczb nieujemnych aj,j =1, ..., k taki, ze ) aj = 1 oraz
— > jajlogaj+ > ;ajp; osiagga maksimum.

Faktycznie, powyzsza entropia 4+ —S$rednia energia, jest réwna

exp ¢; a; exp @;
E ajlog p 1 < log E g7 5 1 = log § exp ¢; = P(¢).
j J ! i

J

Réwnos¢ ma miejsce doktadnie wtedy, gdy wszystkie wyrazenia
eXW’ sa sobie réowne, doktadniej, dla j =1, ..., kK mamy

aj = Cexp¢j, gdzie CT1/>7, 4 kexp¢,.

Méwi sie, ze przy ustalonym C, stan rownowagi maksymalizuje
entropie, a majac ustalona entropie, stan réwnowagi minimalizuje
srednia energie > aj(—¢;), dla potencjatu (lokalnej energii) —¢;.
D. Ruelle (?) nazwat P cisnieniem, fizycy wolna energia.

Bada sie potencjat —f3¢, gdzie 1/5 = T temperatura.



2. Model Isinga

Niech K = {—1,1}. Na przestrzeni konfiguracji spinéw  := KZ?
dziata grupa Z2.
Niech lokalna energia dla konfiguracji w bedzie zdefiniowana przez

—¢(w) == —B(=Po(wo) + D (Pi(wo,we;) + Pr(wo,w—e))),

i=1,2

gdzie e; to wersory, a potencjaty zasiegu 0 i 1 to Py = B stata
(zewnetrzne pole magnetyczne) i P1(a, b) = ab.

Warto zauwazyé, ze ¢ jest Z>-niezmiennicza, tzn.

d(w) = ¢p(wo (4y)), doktadniej: ¢ nie zmienia sie jesli konfiguracje
72 3> x — w(x) zastepujemy konfiguracja w(x + y) dla dowolnie
ustalonego punktu y € Z?2.



Definiujemy formalny Hamiltonian

H(w) = Z d(w + x)

XEZ2

Rozktad prawdopodobienstwa exp H(w), jak w Lemacie
Podstawowym, nie ma sensu z uwagi na rozbiezno$¢ H. Robimy
wiec nastepujaco: Dla ustalonego skonczonego zbioru

No{(i,J) o |i] < n,|j| < n} warunkowy Hamiltonian

H(wla,
ustalone poza A, (tzw. warunek brzegowy!). Otrzymujemy rozktad
prawdopodobienstwa na konfiguracjach spinéw nad A, wg

72\ N\,) gdzie przy sumowaniu bierzemy konfiguracje w

72\ N,), a dla n — oo graniczny rozktad

exp H(w|a,
prawdopodobienistwa Gibbsa. Czynnik normalizujacy to suma po
wszystkich konfiguracjach w nad A,, tzw suma statystyczna.



Jesli wezmiemy potencjat ¢ dla B = 0 i 3 dostatecznie duzym
(niskiej temperaturze T = 1/f3) i wszedzie + na Z2 \ A,, to przy
minimalnej $redniej energii na A, beda dominowa¢ plusy (spin up).
Podobnie minusy przy - na zewnatrz (spin down). Mamy wiec dwa
stany réwnowagi, przejScie fazowe przy B zmieniajacym znak.

To jest tzw. ferromagnetyk Isinga preferujacy zgodne spiny (bez
minusa w definicji lokalnej energii, bytby tzw antyferromagnetyk).

Typowa konfiguracja. Czarny kolor to plusy, biafy: minusy



3. Przeksztatcenia rozciagajace — expandingi.

Istnienie standéw réwnowagi stosuje sie dla Z, czyli kraty
1-wymiarowej. Wtedy na przestrzeni ciagéw {0, 1}Z dziata grupa
Z, generowana przez przesuniecie w lewo: o((Xj))n = Xn41.
Celowe jest rozpatrywanie przesuniecia w lewo tylko na przestrzeni
ciagdw jednostronnych {0, 1}Z+.

Jedli f 1 K — K jest przeksztatceniem otwartym i rozciagajacym
(expandingiem) na przestrzeni metrycznej zwartej K, tzn. istnieja
a> 0, > 1 takie, ze jesli p(x,y) < ato p(f(x),f(y)) = Ap(x,y),
to mozna przestrzen podzieli¢ na d komérek i je ponumerowaé Kj,
i rozwazaé kodowanie x — (jp), tak, ze f"(x) € Kj,. Wtedy (f, K)
niewiele sie rézni od o oznaczajacego przesuniecie w lewo na
przestrzeni ciagdw, przy czym dopuszczalnos$é kolejnych jp, jnt1
jest rbwnowazna temu, czy w odpowiedniej d x d macierzy M
zero-jedynkowej mamy M, ; = =1 (topologiczny fancuch
Markowa).

Czasem zbidr z przeksztatceniem rozciagajacym nazywa sie
zbiorem hiperbolicznym.



Twierdzenie (klasyczne: Sinai, Ruelle, Bowen)
Jesli f : K — K jest rozciagajace i topologicznie tranzytywne, i
¢ : K — R jest ciagte Holdera, to istnieje miara probabilistyczna

Gibbsa,
1e(gx (B(f"(x), ro))
exp(Snep(x) — nP(9))

gdzie Spp(x) == Zj’-’;ol #(f/(x)), a gl oznacza gataz f~" taka, ze
gl (B(f"(x), n) zawiera x.
Istnieje doktadnie jedna taka miara niezmiennicza i jedna miara

konforemna tzn z Jakobianem exp —(¢ — P).

<! (1)

Na przestrzeni {1,, ...,d}Z+, o~ to przesuniecie w prawo, a kazda
gataz g to dopisanie z lewej strony ustalonego symbolu.

Liczba exp nP odpowiada sumie statystycznej nad A, w modelu
Isinga. Dla kazdego xg € K zachodzi:

P=lim Tlog Y expSi()(x)

xef~"(xp)



W wymiarze 1 (K C R lub K c C i f holomorficzne) rozwaza sie
potencjat geometryczny ¢ = —(log |f’|. Wtedy (ograniczona
dystorsja)

1o (8¢ (B("(x), n0)) = exp(Sng(x) — nP) ~

diam(g"(B(f"(x), r0)))” exp —nP. (2)

Whiosek: Jesli dla danego (3 ci$nienie P = P(3) = 0 to wymiar
Hausdorffa HD(K) = [ (Lemat Frostmana). Miara u, dla ktérej
dla matych kul U mamy p(U) = (diamU)? nazywa sie miara
geometryczna.
Bez zatozenia jednostajnego rozciagania, tylko przy x (i) > 0,

mamy z Twierdzenia Shennona-McMillana-Breimana, dla u-prawie
wszystkich x

im_— log (87(B("(x), ) = hu()

n—oo

lim —llogdlam(gx( B(f"(x),r0)) = x(u)

n—oo

zatem HD(u) = h“(f).




Przypomnienie definicji. Entropia

h,(f) = sup h,(f, A) = sup lim 1H(.A")
A A h—oon

gdzie A oznacza skonczone rozbicie przestrzeni na zbiory
mierzalne, A" to rozbicie na wszystkie przeciecia zbioréw rodzin
fJA,j=0,1,....n—1. Definiujemy

H(B) = — > pep 1(b) log 11(b) jak w pierwszym Lemacie. Te sume
mozna napisa¢ w formie catki funkcji informacji

J —log u(b(x)) du(x). Zatem h,(f,.A) jest granica ciagu catek

[ —Ylog u(an(x)) du(x), gdzie an(x) € A" i an(x) > x. Mozna
jednak najpierw przejs¢ do granicy definiujac lokalna entropie

(o, A) := lim — log (an(x))

a potem scatkowaé. Lokalna entropia (granica) istnieje prawie
wszedzie i obie definicje sa réwne. To Twierdzenie
Shennona-McMillana-Breimana.



Wymiar Hausdorffa

Dla K zbioru metrycznego zwartego i jego dowolnego podzbioru X
s-ta miara Hausdorffa (zewnetrzna) jest zdefiniowana jako

H*(X) := lim inf > diam(U)*
veu

gdzie U to pokrycie X zbiorami o $rednicy < e. Wymiar Hausdorffa
jest definiowany przez

HD(X) = inf{s : H*(X) = 0} = sup{s : H*(X) = oo}.



4. Zastosowanie

Dla f.(z) = z2 + c dla ¢ =~ 0 blisko S istnieje niezmiennicza
krzywa Jordana J..

Twierdzenie (Bowen)

Jesli ¢ # 0, to wymiar Hausdorffa HD(J.) > 1 (tzn. J. jest krzywa
fraktalna).

Dowdd: Jesdli P(t) = 0 to istnieje konforemna miara Gibbsa i,
réwnowazna mierze Hausdorffa w wymiarze t, zatem jedli t > 1 to
HD(J) =t > 1. W przeciwnym razie t = 1 wiec miara Hausdorffa
w wymiarze 1 jest skonczona wiec J jest prostowalna. Z
Twierdzenia Rieszéw przeksztatcenia Riemanna Ry, Ry wewnetrzne
i zewnetrzne i ich odwrotne sa bezwzglednie ciagte.



Zatem h = R2_1 o Ry jest bezwzglednia ciagte. tatwo pokaza¢, ze
g = Rfl ofoR;,i=1,2na S zachowuja miare dtugosci L (o ile
R; przeprowadza punkty state dla f na, odpowiednio, 0, cc.
Poniewaz h,(L) jest rbwnowazne L i obie miary sa ergodyczne, sa
réwne. Zatem h jest obrotem !!! (korzystamy z jednoznacznosci
niezmienniczej miary ergodycznej (jak w dowodzie stynnego
Twierdzenia Mostowa). Zastepujac R» przez Ry o h otrzymujemy
R; = R, na S, wiec ich zlepienie jest homografia, wiec J. jest

okregiem.
>h

R>
&
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Dla ¢ dalekiego od 0 nastepuja samosklejenia J.. Zbiér J. to tzw
zbiér Julii. Ogdlnie: dla wielomianu zbiér Julii to brzeg basenu co.
Dla funkcji wymiernej f zbiér Julii J(f) to uzupetnienie dziedziny
normalnosci iteracji f. Definicja: x nalezy do dziedziny
normalnosci, jedli istnieje otoczenie U > x takie, ze dla kazdego
zwartego X C U rodzina f"|x jest pre-zwarta.

Dla |c| dostatecznie duzego zbidr Julii staje sie niespdjny (wtedy
automatycznie jest zbiorem Cantora). Na tym rysunku czarny
zbidr, to stynny zbiér Mandelbrota M = {c : J. jest spdjny}. Jest
on spédjny, jednak nie wiadomo, czy jest lokalnie spdjny.



Z lewej strony czarny zbiér to "krélik” Douady'ego. Brzeg tego
zbioru to zbiér Julii dla ¢ w gérnym odnézu kardioidy. Mamy orbite
przyciagajaca okresu 3. J. jest hiperboliczny. Jedli ¢ przesuwa sie
do konca prawej strony tego odnéza, doktadnie ¢ =/, to J. jest
"zagtodzonym krélikiem”, prawy rysunek.



5. Spektrum Lapunowa

Niech f: C — C bedzie funkcja wymierna sfery Riemanna w siebie,
stopnia > 1.

£(0) = {x € J(F): x(x) = fim_ log|(")(x)| = o)

Spektrum wymiaréw dla wyktadnikéw Lapunowa, to funkcja

a— HD(L(w)).
To dotyczy punktéw x regularnych, to znaczy takich dla ktérych
wyktadniki Lapunowa istnieja. (Uwaga: Z Tw. Ergodycznego
Birkhoffa dla pz miary ergodycznej probablistycznej
f-niezmienniczej [ log |f'| du = x(x) dla p-p.w. x.)
Mozna liczy¢ (szacowac) wymiary Hausdorffa zbioréw punktéw
nieregularnych

L(on B) 1= {x € J(): x(x) = a, X(x) =B}, a<f



Dla f obcietego do zbioru Julii i t € R wprowadZzmy jak przedtem
potencjat geometryczny

oi(x) = —tlog |f'(x)]. (3)

Zdefiniujmy ci$nienie wariacyjnie (tzn poprzez zasade wariacyjna):

P(t) = Puar(pe) := v (”u(f) + /A Pedp )

= max (hu() = tx(w). (4)
M(f) oznacza zbiér f-niezmienniczych miar probabilistycznych na
J(f). Jesli f|(r) jest expandingiem to istnieje w M(f) doktadnie
jedna miara realizujaca maximum, t.j. stan réwnowagi. Ma
wtasnos¢ Gibbsa. Ogélnie miara Gibbsa, a nawet stan réwnowagi,
moze nieistnie¢, bo w punktach krytycznych f funkcja ¢; jest
nieskonczona dla t > 0.



Funkcja t — P(t) jest wypukta jako maksimum funkcji wypuktych
(nawet afinicznych) Aff,

t = hu(f) — tx(p)-

Jest monotoniczna malejaca, bo dla kazdej miary p € M(f) mamy
x =0, [P].



Niech

Xinf := inf{x(1): p € M}, Xsup :=sup{x(p): p € M}. (5)

Klasa funkcji f takich, ze xins > O jest szczegblnie wazna, ta
wtasnosénazywa sie Hiperbolicznoscia Lyapunowa (LyapHyp) lub
niejednostajna hiperbolicznoscia. Istnieje szereg wtasnosci
rébwnowaznych [P, Rivera-Letelier, Smirnov: Invent math, 2003].
Z definicji tatwo wynika

. 1 _ 1
Xinf = tll)rgo_?Pvar(gpt)v Xsup = t_II)TOO_;Pvar(QOt)'
Dla dowolnej liczby v > 0 zdefiniujmy

1.
F(a) = - £2£(P(t) + at). (6)
i F(0) = limg~p F(a).
Wtedy a +— inf¢(P(t) 4+ at) jest transformata typu Legendre'a
P(t), doktadniej o — —inf:(P(t) — at) jest transformata
Legendre'a L funkcji P(t) i F(a) = —L(—a).



P(t)

\X\to

—Xsup

t

—Xsup

P(t)

\\to ty

t

\
—Xsup

\\to =ty

—Xinf

—Xinf
= —x*=0

Cisnienie geometryczne: LyapHyp i ty = oo, LyapHyp i t1 < oo,
oraz nie-LyapHyp. W t jest przejscie fazowe. tg = HDyyp(J(f)).

HDyyp(J(f)) wymiar hiperboliczny jest definiowany jako supremum
wymiardéw Hausdorffa f-niezmienniczych hiperbolicznych

podzbioréw J(f).



(07

[e%

Xinf X" Xsup

Xinf

*

X

Xsup

x* =0

Xsup

F(«): LyapHyp i t; = oo, LyapHyp i t; < oo, oraz nie-LyapHyp

(67



Twierdzenie (Gelfert, P, Rams)

Niech f : C — C bedzie niewyjatkowa funkcja wymierna stopnia

> 2. Wtedy dla kazdych o < 8 < Xsup dla 3 > 0, i dodatkowo przy
zatozeniu o > 0 jesli xinf = 0, zachodzi

min{F(a), F(A)} < HDL(a, §) < max {0, max F(q)}. (7)
a\ ~

W szczegélnosci, dla dowolnej liczby o € [Xinf, Xsup] \ {0}, zachodzi

HDL(a) = F(a) and HDL(0) > F(0). (8)

Ponadto,

{xe J(f): —oo < x(x) < xXinf} = {x € K: X(x) > xsup} =0

(9)

HD {x € K: 0 < X(x) < xinf} =0. (10)



Dowdd (szkic)
Prawa nieréwno$¢ (7) wynika z (2). Wykorzystujemy dla p¢ miary
konforemnej, dla D := g7 B(f"(x), ry) réwnosci

(D) ~ (diamD)te’”P = (djamD)te*'ﬁXP/é

gdzie a < £ < (i n takie, ze n§ =~ log |(f")'(x)|. Logarytmujemy i
dzielimy przez log diamD. Otrzymujemy

HDL (e, ) < t+P/,g_§(tg+P).

Trudnosci techniczne, to znalezienie dla kazdego £ i x € L(«, 3)
ciagu n = n; takiego, zeby " na D byto jednolistne (bez punktéw
krytycznych), co pozwala poréwywaé |(f")'(x)| i diamD.
Potrafimy to zrobi¢ po odrzuceniu zbioru punktéw x o wymiarze
Hausdorffa 0; nie umiemy jednak kontrolowaé &. W nastepnym
twierdzeniu potrafimy zamieni¢ max na inf tzn kontrolowac £ (w
pewnych granicach) dopuszczajac n; ze skoficzona krytycznoscia,
co tez pozwala poréwnywaé |(f")(x)|~! i diamD.



Lewa nieréwnos¢ (7) wynika z mozliwosci jednostajnej
aproksymacji P(t) funkcja ci$nienia na zbiorach hiperbolicznych K
(expandingach) (teoria Katoka, mosty). Wtedy dla niezmiennicze;
miary réwnowagi ; takiej, ze x(ut) = £ gdzie a < £ < 3, mamy

HDL(cx. ) > HD(ue) = (7)) = £(P(£) + £9)

Prawa réwnos¢ (9) wynika z wtasnosci [ log |f'| dun < x(p), gdzie
W = %ijo,...,n—l Ofi(x) | 1 jakakolwiek *staba granica fi,.
Wskazéwka: wygodnie jest uzy¢ funkgji

ux = max{log |f'|, —k} — log |f'] dla k \, cc.

Dla dowodu pustosci zbioru {x € J(f): — 0o < x(x) < Xinf} ta
metoda nie pracuje i potrzeba bardziej zaawansowanych metod, a
takze zatozenia ze x(x) istnieje. W szczegdlnosci konstruuje sie
orbity okresowe O, z wyktadnikami x(O,) = p(ln) log |(FP(M)(z,)]
o granicy nie wiekszej niz x(x) ("shadowing”). Tutaj z, € O, a
p(n) oznacza okres Op,.




Twierdzenie (Gelfert, P, Rams)

Niech f : C bedzie niewyjatkowa funkcja wymierna stopnia > 2 bez
orbit okresowych parabolicznych. Wtedy dla dowolnych

a < B < Xsup gdzie 3 > 0, zachodzi

HDL(av, B) = max {0, min{ F(af), F(B)} }, (11)

gdzie
p
1+ (8= a)/Xsup

of =

Rysunek na nastepnej stronie pokazuje, ze dzieki 3 > 0 istnieje
wiele n takich,ze ®(n) := log |(f")(x)| jest miedzy nq1 i ngz
takich, ze £ € (q1,q2) i g2 — g1 = 0, oraz ® = &7 gdzie

®7(n) := supj<, ®(j) + o - (n —j). Dla takich n funkcja " ma
krytycznos$¢ na D ograniczona przez stata.

Podobne twierdzenia zachodza dla tzw bazowych zbioréw
niezmienniczych dla multimodalnych przeksztatcen odcinka.
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Dziekuje za uwage



